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PREFATA 


Obiectul lucrárii de fafá il constituie istoria matematicii pina la 
inceputul epocii Rena§terii. 

In problema stabilirii perioadelor de dezvoltare a matematicii, 
autorii s-au condus dupa principiul evolupiei acestei ftiinpe de la 
o tr capta de abstrae tizare la alta, mai inaltá, finind seama totodatá 
de varietatea condifiilor sociale, economice fi geografice. Trásáturile 
principóle ale acestei periodizári a matematicii sint exprimate de 
A. ¿V. Kolmogorov in articolul Matemática, publicat in volumul 
26 al celei de-a doua edifii a Marii Enciclopedii Sovietice. Se poatc 
spune astfel cá in lucraren de fafá sint analízate perioada de aparifie 
a matematicii $i perioada matematicii elementare. 

Lucrarea este alcátuitá din douá cárfi. Prima, scrisá de E. Kolman, 
este consacratá istoriei matematicii in antichitate. In ea se anali- 
zeazá aparifia nopiunilor matematice $i dezvoharea maiematicii la 
popoarele creatoare ale celar mai vechi civilizafii (egiptenii, babi- 
lonienii, fenicienii, evreii, maya, incafii $i azteciij despre matemá¬ 
tica Chinei $i Indiei antice se vorbeqte in capitolele celei de-a doua 
cárfi, consacrate acestor fári) ; mai departe se prezintá istoria ma¬ 
tematicii in Grecia anticá, in statele elenistice $i in Imperiul 
Román. 

Cea de-a doua carie, scrisá de A.P. luqkevici, cuprinde istoria 
matematicii din evul mediu in China fi India (incepind cu anti- 
chitatea), in fárile Islamului (fárile arabe, Asia centralá, Irán, 
Azerbaidjan) $i in Europa. Istoria matematicii din Orient este 
expusá in conformitate cu cele mai noi cercetári, in urma cárora 
au fost descoperite multe fapte necunoscute inainte áreme, dar care 
au dus si la o nouá concepfie asupra acestei epoci din isiorid mate- 
maticii. Bineinfeles, aceste capitole au un volum relativ mare in 
comparafie cu ceea ce se propusese inifial. Unele mici párli 
din textul primei cárti ii aparfin lui A.P. Iuqkevici, iar din cea 
de-a doua — lui E. Kolman. 
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Expunerea ajunge pina la inceputul secolului al XVI-lea. De$i 
perioada matematicii elementare se incheie abia in cursul secolului 
al XVI-lea, autorii au consideral totuqi necesar sá se opreasci la seco- 
lul precedent, deoarece in secolul al XVI-lea, in embrional noii 
algebre se pregñlea descoperirea calculului infinipilor mici $i 
al geomelriei analiticc ; iar actioitatea unui §ir de inoüfafi, indeosebi 
a lui Viéte, a contribuil nemijlocit la pormarea matematicii marimilor 
oariabilc, a qtiinfei despre funcfii $i despre transformurilc geoinetricc. 

Autorii fi-au propus ca scop sñ lainurcascú cu preciídere dczooltmrea 
istorica a nofiunilor matemático fundaméntale, a inelodelor $i a 
algorilmilor, finind seama pe cil posibil de lendmfele dezoollñrii 
conlemporane a qtiinfei. Xoile probleme ce stau in fa(a fliinfai con- 
duc la o modificare a perspeclivei islonce a trecutului. De pildñ, 
dezooltarea oifeliomsñ a matematicii calculalorii pune acum in fafa 
istoricilor problema de a lumina mai deplin metodele aproximalive 
de calcul, incepind cu antichitatea. 

Prczentarea creafiei diferifilor inoñfafi este subordonatá aceslui 
scop. Dezooltarea matematicii se poate urmñri pe diferite planuri. 
Se pot accentua legñturile interne in creafia unui singur om, se 
poate urmári isloricul problemei, lásind deoparte complet sau 
parfial legñturile ei cu áltele, se poate oorbi despre isloria unei §coli 
ftiinfifice $.a. In cartea noastrñ, consacratñ dezooltárii matematicii 
ca un tot unitar, strñduindu-ne sá nu ne indepártám de scopul 
propus, am mcnfinut in sfera atenfiei .¿i legñturile reciproce dintre ma- 
tematicñ $i ftiinfele naturii, dintre matematicñ $i tehnicñ, dintre 
matematicá $i filozofie, precum fi legñturile internafionale, finind 
seama de particularitñfile nafionale ale dezooltárii ftiinfei in diferite 
perioade de timp. Acest fapt a determinat de la sine ca expunerea 
noastrñ sñ se desfñfoare, in diferitele pñrti si capitole ale lucrñrii pe 
planuri múltiple — fñrñ sñ piaioorbimde particularitñfile pur indi- 
oiduale, proprii autorilor. Cu tóate acestea, principiul conducñtor al lu¬ 
crñrii afost ideea cñspecificul matematicii ca ftiinfñ constñincaracterul 
deosebit de general $i de abstract al nofiunilor $i metodelor ei $i cá, 
dezooltindu-se sub influenfa actioitñfii practice a oamenilor $i a 
cerinfelor societñfii funeori aceastñ influenfñ manifestindu-se dircct, 
alteori — doar in ultima instanfá), ea are posibilitatea sñ dezoolte 
tn mod independent, intr-o mñsurñ sau alta, abstracfiile create de ea. 

Cu prioire la istoria matematicii existñ o literaturñ imensá, dar 
pinñ-n prezent nuse gñsesc aproape de loe lucrñri de generalizare scrise 
de pe pozifii marxiste. De aceea, autorii au aout de rezoloat multe 
probleme, care mai fuseserá puse inainte. Se infelege de la sine cá 
nu considerñm rñspunsurile $i solufiile noastre ca definitioe. 
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Citcva observafii asupra caracterului expunerii. Rejeririle din 
text la literatura de specialitate sint date intre paranteze drepte, 
iar lucrárile propriu-zise, inclusiv primele edifii ale surselor, sint 
prezentate la sfirfitul ficcárei cdrfi ín „Bibliografie“. Transcripta 
origínala a numelor oamenilor de ftiinfá despre care se vorbefte e 
reprodusá in indicatorul alfabetic nominal; pentru invifafii din 
Orient numele lor a fosl transcris fonetic. 

C uvintele intre paranteze drepte din interiorul citatelor ne aparfin 
nouá, sau traducátorilor textelor respective. 

Aulorii mulfumesc prof. B.A. Rozenfeld, care a citit intregul 
manuscris, precum fi corecturile, fi care ne-a dal un fir de indicafii 
foarte prefioase. 

Autorii roagá pe citilori sá trimitá observafiile fi propunerile lor 
pe adresa Editurii de stat pentru fizicá si matemática'. MocKba, 
B—71, JlenuncKUü npocneKm, 15. 


Moscova 24 februai ic 1958 


E. IÍOLMAN 
A. P. 1V$KEVICI 


Inainte de a fi dat la cides, am completat lextul, bazindu-má 
pe únele lucr&ri noi publícate de la inceputul anului 1958 fi pina 
la mijlocul anului 1960. Cileva rezultale ale unor cercetári recente au 
trebuit sa fie totufi lásate, limitindu-má la introducerea lucrárilor 
respective ín „Bibliografie“. Relativ la aceasta, trebuie sá spun z i 
„Bibliografia“ nu este exhaustivá. In operele indícate in „Biblio- 
grafie“, cititorul va gási insá indicafii pentru articole speciale care 
nu au fost prezentate in lucrare. 

Imi exprim recunof tinta fafá de candidata in ftiinfele fizico- 
matematice E.I. Beriozkina, care mi-a fácut cunoscute multe lucrári 
ín limba chinezá fi a verificat transcripfia numelor fi termenilor 
chinezefti in edifia de fafá. 


Moscova 2 decembrie 1960 


A. P. IU$KEVICI 



INTRODUCERE 


inca mult inainte de descompunerea Imperiului Román, a 
inceput un nou si mare ciclu de dezvoltare a matematicii ín 
Extremul Orient—in China si India ; acest ciclu si-a gásit conti- 
nuarea in tárile arabe, in Irán si Asia céntrala, apoi in Europa, 
si a luat sfirsit aproximativ in secolele al XV-lea — al XVI-lea. 

ín Babilonul antic, matemática ajunsese la o mare dezvoltare 
cu 20 de secóle inaintea erei noastre. Ín centrul atent.iei se aflau 
pe atunci probleme de aritmética practica, másurarea unor figuri 
relativ simple, iar mai tirziu, probleme de astronomie care cereau 
calcule mai complícate. Este característica larga utilizare in cal¬ 
cule a unor tabele de inmultire si impartiré. Pe un plan de dezvol¬ 
tare mai abstracta, s-a trecut la inversarea unui sir de probleme: 
márimi practic date erau luate ca necunoscute, iar cele cáutate — 
ca date; aceasta a fost una dintre premisele elaborárii metodelor 
algebrice. Drept culmi ale realizárilor la babilonieni se pot cita: 
sistemul sexagesimal pozitional de reprezentare a numerelor in- 
tregi si a fractiilor, mai tirziu cu utilizarea partíala a seinnuluí 
zero ; rezolvarea prin radicali a ecuatiilor de gradul al doilea ji a 
sistemelor cu douá necunoscute care se reduc la asemenea ecuatii; 
procedeul iterativ de extragere aproximativá a rádácinii pátrate- 
cu ajutorul mediilor aritmetice, din aproximan prin lipsá sií 
prin adaos 1 ; asa — numita teorema a lui Pitagora. Probabil cá au¡ 


1 Accasta este o ipotezá a lui Otto Neugebauer ji care consta in urmá- 
toarelc: fie a o valoare aproximativá (de exemplu, prin lipsá) a]¡A; atunci 
P = — va fi o valoare aproximativá (prin adaos) a][A , media aritme- 


. a + 0 


tica — va constitui o valoare aproximativá (totdeauna prin lipsá) o^A. in 
general mai buná ca a. Procesul ar putea fi continuat (sau, in locul mediei 
aritmetice —s-ar putea considera alte medii ca, de exemplu, media 


armonicá). 
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existat si cmbrioane de demonstrapi sub forma unor transformári 
algebrice si constructii geometrice (in texte ele nu exista). La 
un nivel ceva mai coborit se afla, parc-se, matemática egipt.eaná. 
Aici la inmultire si la impartiré se folosesc dublarea si injumátá- 
tirea; operatiile cu fractii se reduc la operatii cu fractii cu numá- 
Tator unitatea 1 si la folosirea unui tabel de descompunere a frac- 
2 

tiilor de forma - in sume de astfel de fractii. Probleme ce 

2 re-4-1 


•conduc la ecuatii de gradul al doilea lipsesc. Expunerile din tábli- 
tele ceramice cu scriere cuneiformá si de pe papirusuri au forma 
unor prescriptii, fárá nici un fel de fundamentare; uneori se pre- 
zintá si verificári. 

In stadiul ei timpuriu, matemática grecilor antici preia din 
matemática oriéntala un bogat material faptic, dar in época sa 
■clasica din secolele V—III i.e.n. capátá trásáturi principial noi. 
ín studiile matematice pátrund adinc demonstratiile; ca mijloc 
•conducátor in descoperirea de adeváruri noi se situeazá pe primul 
loe rationamentul logic, combinat desigur cu observatia si in- 
•ductia. Domenii mari ale matematicii se structureazá in sisteme 
•deductive, se construieste o teorie a demonstratiei matematice, si 
tóate acestea isi gásesc expresia in stilul de expunere al manuale- 
lor didactice si al lucrárilor stiintifice. Problemele directe de 
•calcul, dupa ce dau nastere unei serii de teorii superioare, trec pe 
•ultimul plan. In virtutea unui $ir de imprejurári, algebra ecua- 
tiilor de gradul al doilea apare ca un ansamblu de teoreme geome¬ 
trice privind aplicarea ariilor; descoperirea numerelor irationale 


Aplicatá cazului Va a + 6 a (cu a mult mai mare ca 6) a = a, metoda 
■conduce la 

Va a -f 6 a « a + — 

2 a 


In aceastá forma apare aproximatá rádácina pátratá in únele táblite 
ceramice sumeriene. — I.P. 

1 Fárá a insista asupra originii, $tim cá scribii egipteni foloseau numai 
fractii cu numárátorul ega) cu unitatea (deci inverse de numere intregi), cu 

■exceptia fractiei —; orice altá fractie trebuia redusá la aceastá formá. 

Deoarece inmultirea era redusá la dublare (ceea ce implicá cunoa^terea fap- 
tului cá orice intreg se poate exprima in bazá de numerare 2 — deci ca o 

2 

sumá de puteri ale lui 2), scribii egipteni au intoemit tabele pentru - 

4" = 2, 3.50) — I.P. 2n + 1 
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duce la crearea unei teorii generale a rapoartelor 1 , dezvoltatá 
insá doar partial si de aceea mcapabilá sá inlocuiascá pe un plan 
larg teoría numárului real. In secolul al III-lea inaintea erei 
noastre, se incheie alcátuirea fundamentelor geometriei, se pun 
bazele teoriei numerelor, ale teoriei sectiunilor conice si ale for- 
melor antice ale metodelor de calcul integral si diferencial, ln 
aceste capitole un aport esential se va aduce de-abia cu douá mii 
de ani mai tirziu. In sfirsit, se pun primele pietre de temelie ale 
cunoasterii matemático a naturii: teoría muzicii, mecánica, in- 
clusiv mecánica fluidelor, óptica, cosmografía. 

Incepind cu secolul al II-lea, dezvoltarea matematicii in direc- 
tiile ei clasice se opreste aproape cu totul. Totusi, in statele 
elenistice cultura Greciei intrá in contact strins cu cea a Orien- 
tului, si ln legáturá cu diferite probleme de astronomie si geodezie 
se dezvoltá acum cu succes alte discipline, precum: geometría 
sfericá, trigonometría, calcúlele aproximative. Interésele incep 
sá incline spre matemática calculatorie; se preiau partial sistemul 
sexagesimal si fractiile cu numárátor unitatea ; se dezvoltá alge¬ 
bra numérica a ecuatiilor liniare si de gradul al doilea, rezol- 
varea prin numere rationale a ecuatiilor nedeterminate ; se creeazá, 
la scará modesta, o simbólica a algebrei. Acest curent dureazá 
numai putin timp in conditiile descompunerii lumii antice. El 
lasa insá o importantá mostenire pentru mai tirziu in regiunilc 
fostului Imperiu Román din Asia si Africa. 

Dupa descompunerea societátii antice sclavagiste, dezvoltarea 
stiintelor matematice timp de multe secóle are loe mai cu 
seamá in tárile Orientului. Matemática medievalá din Orient 
este desigur o disciplina a márimilor constante si a figurilor geome- 
trice invariabile — dar o asemenea caracterizare nu este totusi 
destul de concreta. Ea este in primul rind o matemática calcula¬ 
torie, un ansamblu de algoritmi de calcul pentru rezolvarea 
unor probleme de aritmética, algebra, geometrie, la inceput mai 
simple, iar apoi tot mai complícate; mai intii algoritmi izolati, 
reuniti insá mai tirziu in intregi discipline stiintifice. Dezvol¬ 
tarea matematicii oriéntale incepe in evul mediu de la un nivel 
mult mai coborit decit cel atins in statele elenistice; cátre sfirsi- 
tul acestei perioade, intr-o serie de domenii ea lasá cu mult in 

1 Trebuie totufi sá men(ionám faptul cá teoría generalá a rapoartelor 

— elaboratá probabil de Eudoxus din Cnidos — a$a cum apare in Elemen- 
tele luí Euclid, este surprinzátor de asemánátoare celei elabórate la peste 
douá milenii de cátre Dedekind (definifia numarului real prin „táieturá“) 

— I.P. 
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urmá stiinta timpurilor Ptolemeilor, ca de pildá: aritmética 
comercialá, algebra numérica si aplicatiile ei, calcúlele aproxima- 
tive, teoria numerelor si trigonometría. Tóate cele spuse se refera 
la China, India si tárile arabe (din lipsá de surse de informatie, 
■síntem nevoiti sá lásám deoparte Horezmul antic, Vietnamul 
si Indonezia). 

Directia generala in dezvoltarea matematicii din Asia medie- 
valá este condiponatá in ultima instantá de inrudirea structurii 
■sociale a tárilor Orientului. Populatia se ocupa aici cu agricul¬ 
tura, cu diferite meserii si cu negotul, in forme proprii orinduirii 
leúdale care se consolideazá treptat. Sub raport politic, statele 
Orientului medieval sint state despotice subrede, care uneori 
reunesc sub puterea lor teritorii vaste timp de secóle, sau doar 
.zeci de ani, alteori se descompun si devin pradá usoará pentru 
cuceritori. 

O cbestiune de viatá si de moarte pentru aceste state erau 
?irigarea artificialá a ogoarelor, crearea si mentinerea permanentá 
£l sistemelor de irigatie, lupta impotriva revársárilor catastrofale 
ale riurilor etc. 

„Dc aici — seria Marx, — apare acea functie económica, pe 
care erau nevoite s-o indeplineascá tóate administratiile asiatice, 
si anume functia de organizare a lucrárilor publice" [5, p. 337]. 
Acelasi lucru il subliniazá si Engels: „Prima conditie pentru 
agricultura este aici irigatia artificíala, fiind fie o chestiune a 
•comunitátii, fie a provinciilor, fie a guvernului central. Guvernele 
•din Orient au avut totdeauna doar trei departamente: finante 
i'jaf in interiorul tárii), rázboi (jaf in interiorul tari i si jaf in tari 
stráine) si lucrári publice (grija pentru reproductie)“. Fertili- 
tatca solului se bazeazá in intregime pe irigatie si prin aceasta, —- 
adaugá Engels, — se explica „acel fapt, cá era suficient un singur 
rázboi pustiitor, pentru a depopula tara si a distruge civilizatia 
ci pe sute de ani“ [6, p. 75]. 

Printre problemele pe care trebuiau sá le rezolve matemati- 
«cienii orientali din cele mai vechi timpuri si in decursul intregii 
perioade analízate, un loe important il ocupá problemele ce apá- 
reau la constructia de canale si baraje, de drumuri, fortificatii 
militare, constructii de palate si temple s.a. Aici se cereau másu- 
rarea volumelor si a suprafetelor, calcularea necesarului de mate- 
riale $i de miná de lucru, precum ji a hranei ji plápi lucrátorilor. 
Departamentele financiare aveau de-a face cu repartitia impozi- 
telor in functie de diferitele norme de impunere, cu cote in 
natura, care depindeau de calitatea pámintului, de distanta de 
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t.ransport s.a. La tóate acestea se adáugau tot felul de problemr 
de aritmética comerciáis, si, indeosebi in tárile arabe, probleim- 
de impartiré a mostenirilor in conforinitate cu canoanele destuí 
de complícate ale dreptului de mostenire musulmán. Un interes 
practic evident il aveau másurarea distantelor pina la obiecte 
inaccesibile, ca si calculul diinensiunilor lor. Tóate acestea au 
furnizat un material bogat pentru punerea in evidentá a unor 
clase de probleme tipice de proportii, de ecuatii liniare si sisteme- 
de ecuatii de acest fe 1, de extragere a rádácinilor pátrat.e si cubico, 
iar printr-o oarecare complicare, ecuatii de gradul al doilea si 
chiar al treilea. 

ín acest sens este semnificativ tratatul clasic chinezesc Mate¬ 
mática in nouá cárfi (Jzin cijan suan su) [42], compus aproxima- 
tiv in secolele al II-lea—I i.e.n., dupa surse mai vechi si care nu 
au ajuns pina in zilele noastre. Aceasta este o culegere de probleme 
cu ráspunsuri si reguli laconice de rezolvare. Insesi denumirile 
citorva dintre cártile componente ale acestui tratat vorbesc de la 
sine: Másurarea ogoarelor, Raportul intre diferite feluri de culturi 
cerealiere etc. O mié de ani mai tirziu, unul dintre fondatorii ma- 
tematicii si astronomiei arabe, Muhamined ibn Musa al-Horezmi,. 
la inceputul lucrárii sale Scurtá carte despre calculul algebrei 
si al almukabalei (Al-kitab al-muhtasar fi hisab al-djabar va-l-mu- 
kabal), seria cá a introdus in ea acele lucruri „care sint in per- 
manentá necesare oamenilor la mostenire si in testamente, la 
impártiri de avere si procese judecátoresti, in tóate relatiile lor 
reciproce, precuin si la másurarea ogoarelor, la construirea cana- 
lelor si in geometrie si alte diferite chestiuni“ [104, p. 4]. 

Problemática matematicii nu era totusi deterininatá numai de 
nevoile nemijlocite ale vietii economice sau de stat. Practica 
stimula dezvoltarea matematicii si prin intermediul altor stiinte, 
indeosebi prin cel al astronomiei. Studiul legilor fenoinenelor 
ceresti si calcúlele calendaristice impuneau proccdee specific 
inatematice. Lucrári incununate de succes asupra calendarului 
si punerea in concordantá a anului solar cu lunile lunare s-au 
efectuat in China inca din secolul al XlV-lea i.e.n. In China $i 
India, tot de astronomie este legatá rezolvarea in numere intregi 
a ecuatiilor liniare nedeterminate, care mai tirziu se intilnesc 
si in literatura araba. $i tot astronomía cheamá la viatá o serie 
intreagá de lucrári chinezesti de interpolare cu ajutorul unor for¬ 
mule empirice, piná la gradul al treilea inclusiv. In India, iar 
mai tirziu in tárile arabe, se elaboreazá bazele trigonometriei $i 
aparatul de calcul aproximativ pentru nevoile astronomiei. ín 
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Ealifatul de la Bagdad, geodezia actioneazá in acelasi sens: 
clupá exemplul Alexandriei, aici se efectueazá in secolul al IX-lea 
másurátori ale meridianului. Cu o sutá de ani mai devreme, lun- 
gimea unui grad de meridian se másurase si in China. Este carac- 
teristic faptul cá majoritatea matematicienilor Orientului erau 
totodatá si astronomi. 

In tóate societátile, in care cunostintele matemático depasesc 
■cadrul folosirii unor numere mici si al color inai simple másurá- 
tori, intilnim o dezvoltare proprie mai mult sau mai putin intensa 
.a matematicii. In virtutea caracterului loarte abstract, general si 
interdependent al notiunilor si metodelor ei, matemática a lucrat 
totdeauna, cel putin in parte, cu folos si pentru viitor. Acest 
lucru se observa inca in Babilon si Egipt. ü situatie asemánátoare 
■exista in China si India. In aceeasi anticá Matemática in nouá 
■carfi, unde nenumárate probleme si cárti intregi au o importantá 
nemijlocitá si pe de-a intrégul practica, exista alte capitole mari 
apárute din analiza chcstinnilor practico, dar prezentind pentru 
acele vremuri un interes cu precádere abstract. Tocmai in cadrul 
dezvoltárii 'imánente a matematicii apare de pildá algoritmul pen¬ 
tru rezolvarea unui sistem canonic de ecuatii liniare cu orice 
¡numár de necunoscute, expus in cartea a VlII-a din Matemática. 
Acelasi lucru se refera si la procedeul general de rezolvare numérica 
.a ecuatiilor algebrice de orice grad, care a apárut prin genera¬ 
lizaba procedeului de extragere a rádácinii pátrate si cubice 
din numere intregi. Exemple de acest gen,ca, de pildá, procedeul 
ciclic de rezolvare a ecuatiei lui Pell, nu sint rare nici in ma¬ 
temática Indiei, nemaivorbind despre cea araba. 

Am caracterizat in linii generale obiectul cercetárilor mate¬ 
maticienilor din tárile rásáritene in evul mediu. Sá spunem citeva 
■cuvinte si despre metoda acestor cercetári. 

In únele lucrári de istorie a stiintei s-a emis párerea cá mate¬ 
mática Chinei antice ar fi fost pur empiricá. S-a arátat cá vechile 
cárti chinezesti nu contin demonstratii, cá ele sint de fapt doar 
niste culegeri de retete explícate prin exemple. lntr-adevár, 
multe opere chinezesti de matematicá nu contin concluzii teore- 
tice. Dar prin aceasta cártile chinezesti se inrudesc cu multe cárti 
de aritmeticá practicá sau de geometrie, scrise de autori indieni, 
arabi si europeni din evul mediu. Trebuie sá facem o distinctie 
intre maniera de expunere legatá in cea mai mare parte de desti¬ 
naría cártii si procedeele de cercetare. Dogmatismul cxpunerii, 
invátarea mecanicá pe de rost a diferitelor reguli, inscsi multi- 
mea si fárimitarea acestor reguli sint conditionate de faptul cá 
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literatura didáctica medievalá fusese destinatá pentru oamenf 
de afaceri: negustori, topometri, functionari, constructori s.a. 
Asemenea cititori au nevoic de reguli mecanice si pe cit posibil 
concise pentru rezolvarea unui cerc strict limitat si ingust de 
probleme. 

Sá observám mai departe cá nu tóate lucrárile vechi chinezesti 
de matemática sint lipsite de deductii si explicatii. Acestea exista 
de pildá íntr-o serie de opere care lámuresc si dezvoltá Matemá¬ 
tica in nouá carfi. Multe rezultate stiintifice nici nu s-au putut 
obtine, de altfel, in mod empiric si inductiv, ci au trebuit sá se 
bazeze pe o deductie lógica. Nu exista indoialá cá in timpul 
instruirii specialistilor — matematicieni si astronomi —, acestora 
li se transmiteau verbal si únele demonstratii. 

Diferitele párti ale matematicii se aflau bineinteles in inter- 
dependentá. Pe bazá geometricá se demonstrau uneori propozitii 
aritmetice, ca de pildá regulile de sumare a unor serii; pe de alta 
parte, algebra se aplica la rezolvarea unor probleme de geometrie, 
exprimate prin ecuatii. Cu tóate acestea, in matemática Chinei 
antice nu gásim sisteme deductive ampie, caracteristice pentru 
Grecia clasicá, nu gásim o separare a axiomelor geometrice, o 
aritmeticá teoreticá construitá pe baze logice etc. Matemática 
ehinezá nu se imparte ciar in discipline relativ de sine státátoare, 
desi germeni ai unei asemenea ímpártiri existá in felul de gru- 
pare a regulilor si a problemelor. In particular, geometría nu se 
degajá ca o stiintá aparte. Aici se poate face o paralelá cu stiinta 
babilonianá despre care O. Neugebauer seria: „In comparatie 
cu algebra si cu stiinta numerelor, rolul geometriei este destul 
de neinsemnat in matemática Babilonului. Aceasta nu e de mirare. 
Problema centralá a dezvoltárii matematicii din vechime este 
rezolvarea numericá, care satisface anumite conditii“. íjn mai 
departe: „... «geometría» nu este o stiintá matematicá distinctá, 
ci e tratatá in acela^i mod ca fi orice altá formá a relapilor nume- 
rice dintre diferite obiecte ale practicii“ [48 a, p. 44—45]. In 
treacát fie zis, volumul cunostintelor de geometrie a fost cu mult 
mai mare in China decit in Babilon. 

Chestiunea privitoare la cauzele acestei particularitáti a mate¬ 
maticii chineze este foarte complexá. O altá laturá a aceleiasi 
chestiuni este problema aparitiei si a dezvoltárii incununate de 
succes a §tiin^.ei deductive in Grecia. Ne vom limita la obser¬ 
varía cá probabil tóate se reduc in cele din urmá la deosebirile 
profunde dintre structura si ideologia polisurilor grecesti — 
State sclavagiste cu o formá de conducere relativ democraticá — si 
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cea a despotiilor oriéntale agrar-birocratice, feudale sau semifeu- 
dale. 

Nivelul teoretic al matematicii in India si indeosebi in tárile 
Orientului Apropiat si Mijlociu este mai ridicat decit in China. 
Aici se manifestá influenta stiintei elene, mai superficial in 
India, unde legáturile cu indepártatele centre ale lumii elenis- 
tice stabilite in urma expeditiilor lui Alexandru Macedón nu 
fuseserá destul de intense, si mult mai profund in tárile Islamu- 
lui, care incorporeazá teritoriile fostelor State elenistice. Invá- 
tatii din tárile Orientului Apropiat si Mijlociu preiau in secolele 
al VlII-lea—al IX-lea de la greci nu numai o rezervá imensá de 
cunojtinte concrete, ci isi insusesc profund si metoda lor deduc- 
tivá de cercetare si de expunere. Tocmai aceasta deosebejte mate¬ 
mática tárilor arabe de cea chinezá si, intr-o másurá mai micá, 
•de cea indianá, si tocmai aceasta a asigurat avantaje deoscbite. 

In centrul atentiei matematicienilor din Orientul Apropiat 
si Mijlociu státeau aceleasi probleme ea si in China $i India; 
bazindu-se pe mo^tenirea elená, ei au putut inainta insá cu mult 
;mai departe in elaborarea matematicii calculatorii. In timp ce, 
de pildá, indienii se limitaserá in trigonometrie la inlocuirea coar- 
dei prin sinus, la introducerea cosinusului si a sinusului-versus, 
■si la folosirea pentru calcul a unor tabele miei de legáturi simple 
bazate doar pe teorema lui Pitagora —- in schimb, matemati- 
cienii tárilor Islamului creeazá trigonometria ca o stiintá vastá 
si ramificatá. Marele interes fatá de problemele algebrice ale geo- 
inetriei duce aici nu numai la elaborarea unor procedee de rezol- 
■vare numericá a ecuatiilor, ca in China, ci si la transformarea 
■algebrei intr-o discipliná independentá. Un exemplu viu al pre- 
lucrárii teoretice a procedeelor concrete ale matematicii calcula¬ 
torii il constituie dezvoltarea teoriei generale a rapoartelor si in- 
iroducerea notiunii de numár irational (pozitiv). Nu afirmám 
de loe cá matematicienii arabi s-ar fi ocupat exclusiv de pro¬ 
bleme de calcul sau de generalizári legate de acestea. Ele se aflau 
}>e primul plan ji greutatea lor specificá crejtea o datá cu timpul. 
Tn acclasi timp, in tárile Islamului au fost obtinute rezultatepre- 
tioase si in domenii clasice, ca de pildá in ce privest.e bazele geo- 
Tnetriei, in studiul problemei dreptelor paralele. 

Studiile de matematicá in diferitele tári ale Asiei au in general 
baze comune care s-au mentinut datoritá legáturilor comerciale, 
politice si cultúrale. ín acele vremuri, contactele stiintifice erau 
desigur neregulate, se intrerupeau adesea, dar dacá luám in consi¬ 
derare intervale mari de timp, constatám rolul lor important. 
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Aceste contacte nu au fost studiate pe deplin nici pina astázi si 
cercetarea lor este ingreuiatá de lipsa de referiri la lucrárile altor 
invátati in operele respective. In aceastá privintá sintem nevoiti sá 
ne bazám pe date din istoria generala, pe succesiunea cronológica 
a descoperirilor, pe cálátoriile cunoscute ale invátatilor antici, 
pe coincidenta problemelor si mctodelor etc. Numai ansamblul 
tnturor acestor date poate crea un tablou mai mult sau mai putin 
ciar, in care rámin totusi multe goluri. 

Primele trei capitole din aceastá carte sint consacrate mate- 
inaticii din tárile Orientului, iar cel de-al patrulea capitol — 
matematicii din Europa. In Europa medievalá, matemática in- 
cepe sá se dezvolte pornind de la un nivel coborit. La Roma si in 
provinciile ei din Europa occi.dentalá n-au existat centre stiinti- 
íice de cercetare a jtiintelor naturii de tipul celor din regiunile 
rásáritene ale imperiului. Noile state feudale ale francilor, germani- 
lor, celjilor, slavilor si altor popoare au mostenit doar cunostinte 
modeste de aritmeticá si geometrie aplicatá, suficiente pentru sta- 
diul initial de dezvoltare a feudalismului european, cu tehnica 
lui primitivá, cu comert slab $i legáturi aproape inexistente cu 
cxteriorul. Situatia se schimbá in época feudalismului dezvoltat, 
a construirii orajelor si a formárii monarhiilor nationale. Din 
sccolele al Xl-lea—al XÍI-lea, bogátiile culturii arabe si a celei 
antice devin accesibile europenilor din Península Ibericá, in urma 
expeditiilor rázboinice sau a cálátoriilor cu scop comercial in 
tárile musulmane din Asia si Africa si in Bizant. In consecintá, 
incepe o asimilare rapidá a litcraturii filozofice si stiintifice 
arabe, iar prin intermediul ei si in parte si direct — a celei antice. 
Se creeazá o literaturá proprie in limba latiná, iar mai tirziu si 
in alte limbi nationale noi. Ideile si metodele matematice ale 
Orientului feudal prind rádácini puternice in tárile Europei, 
apropíate in ceea ce priveste conditiile sociale, si dau aici rod nou. 
In secolele al XlII-lea—al XlV-lea, invátatii din Italia, Franja, 
Anglia si Germania nu numai cá intrá in mod creator in posesia 
celei mai mari párti a cunostintelor matematice si astronomice a 
dascálilor lor, dar intr-o serie de domenii, ca de pildá in algebrá, 
pásese inainte. Mai mult decit atit, aici apar in embrión ideea de 
functie, de reprezentare a ci graficá, si noi procedee de calcul infi¬ 
nitesimal — primii vestitori ai apropiatei intrári a matematicii 
intr-o nouá perioadá de dezvoltare, perioada matematicii rpárimi- 
lor variabile. 
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MATEMATICA ÍN CHINA 


Generalitáti. Despre matemática Chinei in cea mai veehe pe- 
rioadá a istoriei ei exista informatii disparate de pe la mijlocul 
celui de-al II-lea secol i.e.n.; ele se bazeazá indeosebi pe date 
asupra calendarului. Inca de pe atunci agricultura constituía 
ocupatia principalá a populatiei, si determinarea corectá a perioa- 
delor de insámintare si de recoltare a orezului si altor cereale capá- 
tase o importantá liotáritoare pentru intreaga economie. De aceea, 
observarea zilelor de echinoctiu si solstitiu, de pildá, dupa culmi¬ 
naría anumitor stele era efectuatá de multa vreme in China de 
catre functionari speciali, calificati, iar perfectionarea calenda¬ 
rului de-a lungul mileniilor prezintá o functie importantá a apa- 
ratului de stat. Incá din secolul al XlV-lea astronomii erau pre- 
ocupati de coordonarea calendarului lunar de uz curent, cu calen- 
darul solar. Impártirea in luni mari si mici, respectiv, de cite 
30 si 29 de zile, era determinatá de fazele Lunii, dar anuí compus 
din 12 luni (format din 354 de zile) era destul de incomod pentru 
necesitátile agriculturii. Zilele de schimbare a celor patru ano- 
timpuri ale anului din acest calendar nu sint rigid legate de anu- 
mite date si luni: anuí lunar este cu 11 zile mai scurt decit cel 
tropic, a cárui duratá fusese stabilitá destul de exact de cátre 
chinezi la 365 si 1/4 zile. In China, in jurul anului 600 i.e.n., 
la fiecare 19 ani, se introduceau 7 luni suplimentare: ciclul solar 
de 19 ani diferá fatá de 235 luni lunare cu mai putin de o zi. 
In Grecia, atenianul Meton a introdus un ciclu similar cu aproape 
150 de ani mai tirziu [39]. 

Asemenea calcule calendaristice presupun cunojtinte aritmetice 
inaintate. Totu^i, nu dispunem de date suficient de amánuntite 
cu privire la dezvoltarea matematicii in China piná aproape de 
inceputul erei noastre. 

Incá in prima lucrare specialá de matematicá, ajunsá piná 
in zilele noastre, Matemática in noua cárfi, gásim un ansamblu foarte 
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bogat de cunostinte care caracterizeazá starea stiintei ín perioada 
primei dinastii Han (206 i.e.n. — 25e.n.). Imperiul Han, in care 
relatiile feudale cápátaserá o mare dezvoltare, isi extinde putcrea 
pe teritorii vaste. In aceastá perioada se fac lucrári mari de 
constructie a drumurilor — cu putin inainte se incepuse construe- 
tia Marelui Zid chinezesc -—, se desfásoará pe larg constructiile 
hidrotehnice. Cirmuitorii din dinastía Han isi consolideazá cu 
stáruintá un aparat de stat ramificat, care conduce tóate lucrá- 
rile mari de constructii si de stringere a impozitelor, avind 
totodatá in evidentá desfásurarea prestatiilor de muncá etc. 

In perioada stápinirii ambelor dinastii Han (pina in anuí 220 
e.n.) se continua cu succes o serie de lucrári de astronomie, si 
anume: precizarea si extinderea cataloagelor de stele, perfecjio- 
narea caíendarului solar si áltele. Pe lingá ceasul de apa, folosit 
din vechiine, apare si ceasul solar. Observatiile ating o mare per- 
fectiune. De pildá, cu 100 de ani inaintea erei noastre durata revo- 
lutiei planetei Saturn se considera egalá cu 28 de ani, iar cu putin 
inaintea erei noastre se stabilise la 29,79 de ani, pentru ca la sfir- 
jitul primului secol sá ajungá la 29,51 de ani, adicá doar cu 0,05 ani 
mai mare decit valoarea ei reala. Eminentul astronom Cijan Hen 
(secolele I — al II-lea), constructorul globului rotativ si al unui 
planetariu, vorbeste despre sfericitatea Pámintului, despre infini- 
tatea Universului in spatiu si in timp. Tot el pune bazele unei serií 
de lucrári pentru calculul mai exact al valorii numárului 7t. 
In jurul anului 330, Iu Si descoperá din nou precesia echinoctiilor, 
iar cercetátorii continua sá se ocupe si mai tirziu de precizarea 
valorii acesteia. 

Literatura matematicá chinezá din primul mileniu al erei noas¬ 
tre ni s-a pástrat doar intr-o micá másurá. Dupá lucrárilc ji cro- 
nicile istorice ajunse piná la noi se vede cá, in primele cinci se¬ 
cóle, metodele din Matemaúca in nouá cárfi s-au dezvoltat in conti¬ 
nuare prin comentatorii eminenti ai acestei cárti, cum a fost de 
pildá Liu Huei (secolul al III-lea), precum si prin lucrárile lui 
Sun-Tzi (secolul al III-lea sau al IV-lea), Tzu Ciun-ciji (secolul 
al V-lea), Liu Cijo (secolul al VT-lea), Li Ciun-fen (secolul al 
Vil-lea) $i altii. 

ín pofida numeroaselor rázboaie externe si interne, cit $i a 
frecventelor ráscoale táránesti, imperiul chinez se intárejte. 
ín perioada dinastiei Tan (618—907), China devine un stat ín- 
tins de la Oceanul Pacific piná in Tibet si de la Marele Zid piná 
in Vietnam. ín órasele mari infloresc diferite me^tesuguri. In 
aceastá perioadá inginerii chinezi fac o serie de inventii tehnice 
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dintre cele inai pretioase. Pentru dezvoltarea stiintei a fost de 
mare importantá inventia tiparului — cu table grávate — tn 
secolul al Vil-lea, si cu litere mobile — in secolul al IX-lea ; hirtia 
se fabrica inca din secolul Isaual II-lea. Un model minunat al acti- 
vitátii inginerilor chinezi este Marele canal care leagá regiunile 
sudice ale tárii de cele nordice. Constructia acestui canal incepe 
in secolul al Vil-lea si se desfásoará cu intreruperi; dupa ter¬ 
minare (secolul al X111-lea), lungimea canalului atinge 1 700 km. 

Sub dinastía Tan cresc considerabil legáturile internationale. 
Inca la sfirsitul secolului al II-lea i.e.n. China face comert prin 
caravane cu Asia céntrala, iar prin intermediul Asiei céntrale, 
cu Europa; mátásurile si brocartul chinezesc erau vestite la Roma. 
In secolul I se intáresc legáturile cu India, fapt despre care vor- 
beste ráspindirea in acea vreme a budismului in China. Cálátori 
chinezi parcurg intreaga Indie, asa cum a fácut de pildá Fa Sian 
la sfirsitul secolului al IV-lea si inceputul secolului al V-lea. Pe 
calea apelor, prin Marea Chinei si Oceanul Indian se mentin legá¬ 
turile Chinei cu Indonezia, India, Persia si Arabia. In secolul al 
Vil-lea, in China lucreazá citiva invátati indieni. Despre starea 
infloritoare a raporturilor de afaceri cu alte tári in perioada Tan 
aduce márturie un cálátor arab, care aratá cá in orasul capitalá 
Guan Cijou (Cantón) locuiau in acea vreme 120 000 de stráini. 

ín perioada Tan se formeazá definitiv ierarhia sui-generis a 
aparatului birocrat in care intrá si institutii stiintifice, ca de 
pildá Camera invátatilor si Biroul de astronomie. Pentru a 
obtine o functie in aparatul de stat, in China trebuiau trecute 
diferite examene, printre care se numára si cel de matematicá. 

De observat cá in China predarea matematicii ocupá un loe 
marcant din timpuri strávecbi. Incá din perioada dinastiei Cijou 
(1027—249 i.e.n.) se elaboreazá un sistem de predare a aritmeticii 
la copii, incepind cu virsta de 6—8 ani. Invátámintul si examenele 
de matematicá capátá o bazá serioasá in a doua jumátate a pri- 
mului mileniu al erei noastre. ín programul de invátámint al 
Academiei imperiale in época dinastiei Tan, printre cele sase dis¬ 
cipline se aflá si matemática, al cárei studiu dura timp de sapte 
ani. China dispune de numeroase cadre de matematicieni, asa 
incit, de pildá, in tintpul impáratului Tai-tzun (627—649) se 
numárau 3 260 de matematicieni diplomati. 

Una dintre cele mai remarcabile initiative stiintifice ale aces- 
tei perioade este másurarea gradelor de meridian. Ideea de a má- 
sura gradul de meridian cu ajutorul unei fringhii, pentru rezolvarea 
unor probleme dispútate, este emisá incá in jurul anului 600 de 
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Liu Cijo, dar realizatá abia in anuí 725, de catre astronomul Nan 
Gu-so. La másurarea meridianului participa si I Sin, care dupa 
Liu Cijo se ocupa de elaborarea metodelor de interpolare pentru 
nevoile astronomici. Nu putem aprecia precizia acestei másurá- 
tori, deoarece nu stim sá transformara rczultatul — 351 li 80 pu — 
in unitátile noastre de másuru. Conteinporan cu I Sin este si astro¬ 
nomul si algebristul Van Siao-tun care, printre áltele, se ocupa si 
de rezolvarea ecuatiilor numerice de gradul al treilea. 

O a treia perioadá importantá in dezvoltarea stiintei cliineze 
tiñe de perioada dinastiei Sun (960—1279). O dezvoltare si mai 
mare o capátá atunci comertul de peste mári, infloritor, de alt- 
fel, inca din época Tan. Se dezvoltá constructia corábiilor, iar 
navigatorii incep sá foloseascá busola, descoperitá cu mult ina- 
inte. Una dintre primele descrieri stiintifice ale insusirilor acului 
magnetic o datorám lui ípen Ko, inginer si matematician din se- 
colul al Xl-lea, care se ocupa $i de astronomie, propunind un 
calendar mai corespunzátor particularitátilor climaterice ale 
celor patru anotimpuri. Praful de puscá isi gáseste intrebuintare 
in tehnicá si arta militará. Legate de extinderea relatiilor externe, 
se amplificá lucrárile geografice si de intoemire a hártilor. Algebra 
atinge o inaltá treaptá de dezvoltare, $i in secolul al XlII-lea ii 
sint consacrate trátatele clasice ale lui Jin 'J’ziu-sao, Li E, Ian 
Huei si Ciju íjiitze ; la aceste nume trebuie adáugat numele astro- 
nomului si matematicianului Go $ou-tzin. L a s firsitul secolului 
al XlII-lea si inceputul celui de-al XlV-lea, Go íjiou-tzin conduce 
o re^ea intinsá de observatoare de unde se fac observatii astronomice 
si geografice foarte precise ; la fel cu multi alti matematicieni 
chinezi si acesta este un eminent reformator al calendarului. 

Cuceririle mongole din secolul al XlII-lea duc la intárirea le- 
gáturilor intre China si Asia centralá. invátatii chinezi se indreaptá 
spre observatoarele tárilor arabe, iar la Pekin lucreazá specia- 
li$ti din Asia centralá. Aceste contacte au o influentá atit asupra 
progresului astronomiei, cit ^i a matematicii. Realizárile invá- 
tatilor chinezi in algebrá se rásplndesc spre Apus, apáratele ji 
cuno^tintele jtiintifice ale astronomilor arabi devin un patrimo- 
niu al chinezilor. ín secolele al XlII-lea — al XlV-lea, in China 
apar me^teri si negustori din Europa. 

Jugul mongol sfárimat abia la mijlocul secolului al XlV-lea, 
rázboaiele lungi ji grele ji indeosebi conservarea relatiilor biro- 
cratice-feudale ji stagnarea economicá opresc pentru mult timp 
progresul jtiintei in China. ín secolul al XVIII-lea ordinea feu* 
dalá se consolideazá prin venirea la putere a cotropitorilor manciu- 
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rieni, iar mai tirziu — prin aservirea marii tari de catre puterile 
capitaliste stráine. Pina in vremurile noastre au ajuns multe zeci de 
car ti de aritmética comercialá din socólele al XlV-lea—al XVII-lea, 
foarte cáutate in trecut de oamenii de afaceri, dar din punct 
de vedere matematic interesul lor este insá neinsemnat. De la 
sfirsitul secolului al XVI-lea, chinezii fac cunostintá cu noile 
dcscoperiri ale matematicienilor europeni. Totusi, in cursul unei 
perioade lungi din timpul Renasterii, nivelul cercetárilor stiin- 
tifice originale de matemática rámine mai coborit in China decit 
in Europa. Matemática páseste in China pe o cale nouá de dezvol- 
tare creatoare, doar in urma avintului impetuos al miscárii na- 
tionale de eliberare din ultímele decenii $i, indeosebi, dupa vic¬ 
toria poporului chinez $i intemeierea Republicii Populare Chineze. 

Mai sus am amintit cá multe opere strávechi chineze de mate¬ 
mática nu s-au pástrat piná-n vremurile noastre. Mai trebuie adáu- 
gat cá si literatura ajunsá pina in zilele noastre nu s-a studiat in 
suficientá másurá, iar operele originale ale clasicilor matematicii 
chineze sint inaccesibile multor persoane. In limbi europene s-au 
tradus integral doar lucrarea Matemática in nouá cár\i $i o mica 
lucrare de geometrie ; in rest, putem face aprecieri numai dupa 
reproducen [34—40]. Multe lucrári foarte importante privind 
istoria matematicii in China sint si ele publícate in limba chinezá 
[35, 36, 37]. 

Numeratia anticá chinezá. Cele mai vechi inscriptii numerice 
din China se intilnesc pe oase de ghicit, din secolele al XlV-lea— 
al Xl-lea i.e.n., pe obiecte de cerámica sau de bronz si pe monede 
din secolele al X-lea —al III-lea ; cel mai mare numár intilnit este 
30 000. Inca de pe atunci numárátoarea are un carácter zecimal. 
Cífrele corespunzátoare pentru numerele de la 1 pina la 10 se dau 
in tabelul 1. Principiul formárii cifrelor pentru primele patru 
numere este foarte simplu: acestea sint nijte liniuje paralele. Nu 
se cunoajte originea cifrelor pentru numerele 5—9. $i numárul 
10 se noteazá printr-o linie, dar aceasta este verticalá. 

In scrierea numerelor mari se folosesc atit principiile aditive, 
cit ji cele multiplicative, iar pentru numerele 100 $i 1000 exista 
semne deosebite. Astfel, pentru numerele 11—14, la liniuja 
verticalá se adaugá numárul necesar de liniuje orizontale, mai 
mici insá. Numerele 20—40 se reprezintá sub forma a 2—3—4 
zinrRi sau táind semnul 10 prin semnele 2,3,4. De pildá, pentru 50 
sau 80, deasupra cifrelor 5 sau 8 se pune semnul lui 10; combinaRi 
intre semnele lui 2,3 etc. cu semnele lui 100 $i 1 000 reprezintá 
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sute mii. Citeva din eleinentele acestui sistem de numera^ii 
intrá apoi ín componerita unei scrieri mult mai sistematice, cu 
ajutorul aja-numitelor cifre-bastonaje. 

T a b e 1 u I 1 

Cifre in China anticá $i medie valá 

(tlupá cartea luí J. Necdham) 
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Din secolul al IV-lea ji pina in era noastrá, dar poate $i mai 
inainte, chinezii folosesc in calcule cifrele-bastonaje (tabelul 1) 
rámase in circulatie timp de o mié cinci sute de ani, pina in 
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secolul al XlII-lea si mai tirziu chiar. Aceste cifre se formeazá 
de asemenea dupa principiul aditiv, din segmente verticale si 
orizontale. O ingrámádire prea mare de segmente, care ar fi lipsit 
scrierea de un carácter ilustrativ, se evita dind unui bastonas 
valoarea 5 pentru numerele 6—9 si respectiv valoarea 50, pentru 
numerele 60—90. Poate cá aici avem de-a face cu un ecou al unei 
numeratii mai vechi cu baza 5. ín aceastá numeratie, sint doar 
18 cifre: pentru unitáti — de la 1 pina la 9, si pentru zeci — de la 
10 pina la 90; ambele grupe de cifre sint foarte asemánátoare, 
deosebindu-se doar prin asezare. La scriere, cifrele-bastonase 
se reprezintá direct, asa dupa cum se reprezintá un numár pe 
abac (tabla de calcul) prin intermediul unor bastonase veritabile. 
Calculul cu ajutorul cifrelor-bastonase are un carácter pozijio- 
nal. Cifrele unitátilor sérvese si pentru scrierea sutelor, a zecilor 
de mii etc., iar cifrele zecilor — pentru mii, sute de mii etc. In- 
vátatul chinez Sun Jzi din secolul al Ill-lea sau al IV-lea exprima 
ciar principiul valorii pozitionale, scriind: „ín calcule trebuie 
sá cunoastem in primul rind pozitiile numerelor. Unitátile sint 

verticale, iar zecile-orizontale ; sutele stau in picioare, in timp 

ce miile stau culcate ; astfel, miile si zecile au acelasi aspect, iar 
zecile de mii seamáná cu sutele“ [34, p.27]. 

Numerele se scriu in linie. De pildá, numárul 6 728 se repre¬ 
zintá astfel: 

-L7T=JTT 

Numeratia cu ajutorul cifrelor-bastonase este cel mai vechi 
dintre sistémele zecimale pozitionale, asa dupa cum numeratia 
babilonienilor este cel mai vechi sistem sexagesimal poziti- 
onal. In ambele numeratii, principiul pozitional n-a fost dus 
totusi pina la sfirsit: in numeratia scrisá cu ajutorul cifrelor-basto¬ 
nase lipseste semnul lui zero. Aceasta se explica prin legátura di¬ 
recta dintre calculul cu cifrele-bastonase si abac. Lipsa semnului 
lui zero nu produce nici un impediment: rindurile respective de pe 
abac rámin pur si simplu goale. Probabil cá toemai faptul cá 
majoritatea calculelor continuá sá se facá pe abac, chiar si dupá 
ce apare hirtia, frineazá perfectionarea sistemului chinezesc pozi¬ 
tional de scriere si introducerea semnului lui zero. 

Simbolul lui zero este adus dinafará in China. Despre el se 
aminteste pentru intiia oará intr-un tratat de astronomie $i astro- 
logie, intoemit intre anii 718 si 729. Autorul tratatului este in- 
dianul Gauthama Sidharta, care a lucrat la Biroul de astrono¬ 
mie din China; numele lui chinezesc este Jiutan Sida. Expunind 
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proccdeele indiene de calcul, Jiutan Sida aratá cá pentru a in- 
semna locul gol intr-o coloaná a abacului, trebuie pus un punct 
[40, p.12]. Aceastá inovatie n-a prins imediat rádácini. Semnul 
lui zero sub forma unui cerculet se intilneste pentru intiia oará 
in tipar in anuí 1247, in opera Nouá car^i de malemalicd a lui T’in 
T’ziu-sao. Totusi, unii savanti chinezi moderni presupun ca semnul 
lui zero fusese introdus in mod independent in China. 

In China au existat si alte procedee de scriere a numerelor. 
Foarte vechi si cele mai intrebuintate in scriere sint cífrele hiero- 
glife (tabelul 1), a cáror forma s-a desávirsit inca in secolul al 
111-lea i.e.n., ele ráminind piná-n ziua de azi in circulatie, desi 
in literatura jtiintificá au fost inlocuite prin asa-numitele cifre 
arabe. In acest sistem exista semne speciale pentru unitátile ci- 
torva ranguri zecimale superioare, iar la scrierea numerelor se 
aplica principiul multiplicativ de care este strins legat si prin- 
cipiul valorii pozitionale. Aici nu exista hieroglife speciale pen¬ 
tru 20,200, 2 000 etc. ca in sistemul alfabetic, ci, de exemplu, 
pentru scrierea numárului 200 trebuie puse aláturi hieroglifele 
2 si 100. Totodatá, hieroglifele zecilor, ale sutelor etc. se intrebuin- 
teazá numai pentru stabilirea rangului cifrei precedente a uni- 
tátilor, ele neputind fi cifre independente. Pentru a exprima 
numárul 325, trebuie scris succesiv unul dedesubtul celuilalt, 
hierogliful lui 3, hierogliful lui 100, al lui 2, al lui 10 si al lui 
5; dacá pentru rangul zecilor am folosi cifre romane, iar pentru 
unitáti — cele arabe si am serie in linie, atunci numárul s-ar 
prezenta astfel: 3C2X5. O asemenea numeratie scrisá, reflectá pe 
de-a-ntregul graiul vorbit (trei-sute-douá-zeci-cinci). Ea s-ar putea 
numi sistem zecimal pozitional concret, lipsit de semnul lui zero. 

Nu ne vom opri asupra varietátilor de cifre hieroglife, cum 
ar fi de pildá, cífrele comerciale. 

íncá din secolul al II-lea e.n., aceleasi hieroglife ale rangurilor 
zecimale superioare au diferite valori. Dupá Siu E (in jurul 
anului 190) existá trei variante ale sistemului de numerape: 
„superioará“, „mijlocie“ $i „inferioará“. 
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Ilangul superior se numeste tzai, ceca ce corespunde in nume- 
ralie inijlocie lui 10 44 ; intre áltele, insusi Siu E nu merge mai 
departe de rangurile indicate in tabel. Dupa Sen Ko., din cele 
Irei sisteme de numcratie, cea mai veche este cea „infcrioará“. 

Un fcnomen similar se intilneste si la alte popoare. Astfel, 
ronforni inanuscrisclor rusegti de matemática din secolul al 
XYII-lea, la mijlocul secolului in Rusia exislau douü sisteme 
diferí le. de unitáli de liaza penlru rangurile zecimale superioare 
— „mnnár ni ic“ si „nuinár niare". 
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O alta paralela o prezintá calculul cu milioancle, bilioanele, 
Irilioanele etc., dczvoltat in Europa in secolele al XIY-lea-al 
XY-lca. Chiar si piná-n prezent in únele tari, bilioanele, trilioa- 
ncle etc. se noteazá prin 10®, 10 12 etc., adicá prin puterile miilor, 
iar in áltele — 10 12 , 10 18 ,... adicá prin puterile milionului. 

Cifrele hieroglife chineze se foloseau de obicei pentru scrierea 
numerelor, dar nu si in calcule. Mult mai tirziu, se intilnesc 
uneori inscriptii si calcule in sistem zecimal pozitional, dar cu 
semne hieroglife pentru primele 10 cifre si un cerculet in locul 
lui zero- (ve^i fig. 1 dintr-o aritmé¬ 
tica chinezá din anuí 1355 in care 
se prezintá operadla 3069 • 5 = 

138105). Cu un fenomen similar 
ne-am mai intilnit in matemática 
alexandriná ji ne vom mai intilni 
din nou in numeraria Europei 
medievale. 
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* Interesant este faptul cá termenul slavon ^tima" inseamná 10 4 (zece 
mii), dar §i f ,Intuneric“. In vechi scrie^i rominefti (ca de exemplu, in cele 
ale diaconului Coresi—secolul al XVI-lea) o mare mulpme de oamenietc.e 
exprimatá prin it intuneric“ — I. P. 
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Abacul. Dupa cum s-a mai spus, calcúlele ceva mai complícate 
se fáceau pe abac cu ajutorul unor bastonase. De fapt, nu era ne- 
cesar un abac special: pentru aceasta putea servi orice suprafatá 
plana, orizontalá, pe care se asezau in coloane bastonasele de cal- 
cul. In China anticá, bastonasele aveau o lungime pina la 15 cm 
si o grosime pina la y 2 cm; se confectionau din lemn, mai tirziu 
din fontá, iar pentru oamenii bogati, din fildes. Aceleasi bastonase 
asezate in pozitie orizontalá reprezintá unitáti, sute etc., iar in 
pozitie verticalá—zeci, mii etc. 

Sá analizám prin citeva exemple cum se efectueazá cele mai 
simple operatii aritmetice cu ajutorul bastonaselor [41]. Sá 
adunám 9 876 cu 5 647. Mai intii ambele numere se reprezintá 
aláturi unul de altul. Apoi, miile celui de-al doilea termen se 
adaugá la miile primului; se obtine 14 876, iar din al doilea 
termen rámine 647. Mai departe, sutele celui de-al doilea termen 
se adaugá la sutele primei sume intermediare; in mod analog se 
procedeazá cu cea de-a doua sumá intermediará si cu zecile celui 
de-al doilea termen etc. Tóate fazele operatiei sint prezentate in 
tabelul 2 (calcúlele trebuie cititc de jos in sus). 
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In cazul inmultirii, de exemplu 234 cu 24 (tabelul 3), rangul 
inferior al inmultitorului 24 se asazá dedesubtul rangului superior 
al deinmultitului si inmultitorul se inmulteste cu 2. Rezultatul 
48 se serie pe linia de mijloc. Apoi inmultitorul 24 se mutá cu un 
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rang spre drcapta, cifra 2 din deinmultit se neglijeazá, 24 se 
inmulteste cu 3 in douá reprize — mai intii 2 ori 3, iar 6 se adaugá 
la 48, ceea ce dá 54, apoi se inmulteste 4 cu 3, iar 12 se adaugá la 
540, ceca ce dü 552 etc. 


T a b e 1 u 1 3 
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Calculul descris se deosebeste de cel modern prin aceea cá 
operatiile incep de la rangurile superioare si treptat trec la cele 
inferioare. O asemenea ordine impune sá se introducá succesiv 
corectii in rezultatele gásite la fazele intermediare ale calculului. 
O altá particularitate este faptul cá de pe abac dispar treptat re¬ 
zultatele intermediare si cífrele intrebuin^ate o datá dintr-unul 
sau din ambele numere initiale. Aceste douá situatii se intilnesc 
ji in matemática hindusá, iar mai tirziu — si in matemática 
arabá 1 . 

Dám mai jos si un exemplu de impárjire 5 616 : 24 = 234 
(vezi tabelul 4). 


T a b c 1 u 1 4 
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Sá observáin cá, inainte de a incepe impártirea, se determiná 
numárul de ranguri al cilului. Pentru aceasta, impártitorul, care 
la inceput se asazá dupá ranguri dedesubtul deimpártitului, se 
mutá spre stinga atita timp cit cífrele de la inceputul deimpártitu¬ 
lui nu vor forma cel mai mic numár posibil, care sá intreacá 
totusi impártitorul. Atunci, numárul de coloane cu care trebuie 
mutat impártitorul, márit cu o unitate, dá toemai numárul de 
semne al citului. Dacá impártirea se face cu rest, pe abac rámine, 
in cele din urmá, partea intreagá a citului, dedesubtul ei restul, 

1 Grecii antici, cel pupn la inmultire, lncepeau de asemenea cu rangurile 
superioare. — A.j4. 
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iar si mai jos apare impártitorul, asa incit rczultatul se poate citi 
ca un intreg cu fractie. 

Pe acelasi plan cu calculul pe abac, in China se foloscste si 
calculul verbal, dar, bincinteles, in limite mult mai mici. Cunoas- 
terea tablei de inmultirc pina la 9 X 9 face parte integrantá din 
educatia matemática inca din secolul al YlII-lca i.e.n. Ascmenca 
table s-au pástrat scrise pe scindurele de lemn lácuile, continind 
produsele de la 1 X 1 pina ia 9x9; arhcologii considera ca 
ele sint din secolul I e.n. 

Matemat¡cienii chinczi ating o mare arta in calculul cu basto- 
nasele. Folosindu-le, ei efectueazá nu numai cele patru operatii 
de aritmética, ci extrag si rádácini si rczolvá numeric ccuatii 
algebrice. Pe calculatori nu-i intimideazá numerele mari. In 
Matemática in nouá cár^i se intilnesc numere foarte mari — cel 
mai mare este de pildá 1644 866 437 500, iar acesta mai trebuie 
A , . 10 
inmultit cu — • 

9 

Nu dispunem de dovezi precise despre felul cum ji cind s-a creat 
cealaltá forma a abacului chinezesc — suanipanul (ad litteram — 
tabla de calcul) (fig. 2). Se stie cá cel tirziu in secolul al Vi-lea e.n., 
dar poate chiar inca in secolul al II-lea e.n., odatá cu calculul 
cu ajutorul bastonaselor incep sá se foloseascá $i alte forme de 
calcul instrumental. Intr-o carte foarte veche, pe care Cijan Luán 
(in jurul anului 570) o atribuic lui Siu E, sint descrise douá pro- 

cedee de acest fel. Intr-un caz 
este vorba despre o tabla cu citeva 
sfori paralele, pe fiecare dintre 
ele fiind insirate cite cinci bile. 
Ultima bilá de pe fiecare sfoará 
are o culoare diferitá de a celor- 
lalte patru si indica cinci unitáti 
de rang corespunzátor, asa incit 
tóate la un loe pot reprezenta nu¬ 
mere pina la 9. Un alt abac este 
„ „ „ , , , . , , alcátuit din zece drepte orizontale 

cu!) pe care sint inscrise numerele desenate, iar perpendicular pe ele 
10 9 ?i 1872 se miseá niste bile, de-a lungul 

coloanelor; valoarea numérica a 
unei bile dintr-o coloaná este determinatá de fi^ia in care aceasta 
se aflá [40, p. 77]. 

Probabil cá prin evolutia primei forme de abac apare suanipanul 
descris in literatura secolelor al XV-lea—al XVI-lea. Suanipanul 
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aminteste „scioturile“ rusesti. ín rama dreptunghiulará a suani- 
panului sint intinse niste sirme sau sfori paralele, in numár de 9 
sau chiar mai multe; perpendicular pe directia sirmelor, o riglá 
imparte suanipanul in douá párti neegale. In compartimentul 
mare, pe fiecare sirmá se insirá cite cinci bile mobile, iar in com¬ 
partimentul mai mic, cite una sau, mai des, cite douá; primele 
cinci bile par sá corespundá celor cinci degete, iar celelalte — 
unei miini sau la douá miini. Sirmele corespund rangurilor zeci- 
male ; fiecare bilá din compartimentul mic are o valoare de cinci 
ori mai mare decit a bilelor de pe aceeasi sirmá, dar din comparti¬ 
mentul mare. Pentru reprezentarea numerelor, bilele se mutá spre 
rigla transversalá. La adunare, scádere si inmultire este suficient 
sá se foloseascá cite una din bilele compartimentului mic, dar la 
impártire este mai avantajos sá se foloseascá ambele. Ca si la 
„scioturile“ rusesti, calcúlele cu suanipanul se pot efectúa cu o 
mare vitezá. 

La sfirsitul evului mediu, suanipanul capátá o largá ráspindire 
nu numai in China, dar si in Japonia, unde poartá numele de 
soroban. In compartimentul mic al sorobanului se insirá cite o 
bilá avind o valoare de cinci ori mai mare decit in compartimentul 
mare. Aceste instrumente i si pástreazá in ambele tári o mare 
popularitate piná in zilele noastre, de altfel ca si „scioturile“ 
rusesti in U.R.S.S. 

Fractiile. Fractiile obisnuite de forma — sint cunoscute in 
» * » 

n 

China din vechime. Un semn special pentru fractii nu existá, si in 

general vorbind fractia — se serie sub forma „n párti din m“ . Pen- 

n 

tru fractiile mai uzuale se pástreazá de asemenea denumiri si 
hieroglife vechi speciale. Asa de pildá, in cártile II—VIII din 
Matemática in nouá cár{i, jumátatea (ban) se reprezintá prin 
liicrogliful . (iciiuea — ..jumfilaica mica' (sao-han) 

iar douá treimi —„jumálatea mare"' (tai-han) ín manua- 

lul de aritmeticá a lui Siao Ian, intoemit in jurul anului 500, mai 
existá o denumire si pentru sfert — „jumátatea slabá“. Dupá cite 
stim, semne speciale pentru fractiile de bazá, cum sint de pildá 
1/2, 1/3, 2/3, au lipsit nu numai in matemática chinezá; aceeasi 
situatie o intilnim si in cea elená. 
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Operatiile cu fractii se efectueazá tot pe abac si sint elabórate 
foarte detaliat in aritmética chinezá, aplicindu-se pe larg reducerea 
fractiilor. Despre aceasta ne spune cel putin faptul cá primele 
probleme din Matemática in nouá cárfi sint consacrate reducerii 
fractiilor si preceda operatiile de adunare si scádere. Regula 
reducerii fractiilor suná astfel: 

„Ceea ce poti impárti in jumátate, imparte in jumátate; dacá 
nu se poate impárti in jumátate, atunci stabilcste cantitátile 
numitorului si ale numárátorului; din ce este mai mare, scade ce 
este mai mic ; continuá sá miesorezi reciproc piná cind vei obtine 
— [numere] egale; cu acest numár egal fá reducerea" [42, p. 440]. 

Aceastá rcgulá laconicá nu este altceva decit cáutarea celui 
mai mare divizor común a douá numere naturale, cu ajutorul asa- 
numitului algoritm al lui Euclid. Algoritmul lui Euclid pentru 
douá numere neprime intre ele a si ¿se poate prezenta prin schema: 

a — bq — rj 
b = r 2 


» , n -2 r n-l r n 

^ n-1 r n9n ? 

Intre áltele, la Euclid, la fel ca si la matematicienii chinezi, nu 
este vorba de a impárti pe r h _ 1 prin r k , ci de a scádea pe r k din 
r h l de un numár cit mai mare posibil de ori. Cel mai mare divizor 
común se obtine cind „prin scáderea permanentá a numárului mai 
mic din cel mai mare va rámine un numár oarecare [toemai 
r n — N.A.], care va másura precedentul" [33a, I, p. 12]. Pre- 
zentind schematic algoritmul din Matemática in nouá cárfi, 
trebuie sá inlocuim doar ultima linie a egalitátilor scrise mai sus 
prin urmátoarea: 

^*n-l r n{9n I) r n 5 

cel mai mare divizor común r n apare aici cind „se obtin numere 
egale". Primele cuvinte ale regulii chineze pástreazá, poate, urma 
timpurilor cind se reduceau cele mai simple fractii, avind la numi- 
tor si la numárátor numere pare. 

In cártile antice chinezesti operatiile cu fractii se descriu foarte 
comprimat si nu totdeauna ciar. Aceasta se mai referá si la alte 
multe reguli. care se explicau mai amánuntit verbal si de aceea in 
scriere erau foarte concise. C.onform unei reguli din cartea I din 
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Matemática ín nouá carfi, numitorul sumei unor fractii se obtine 
pur 91 simplu prin inmulprea numitorilor termenilor de adunat; 
nu se vorbeste nimic despre gásirea celui mai mic multiplu común. 
Dupa adunarea fractiilor, suma obtinutá se reduce. In cartea a 
IV-a, din aceeasi lucrare, in problemele 1—11 se cere sá se adune 
consecutiv fractiile: 


1 -j - 1 i -}-b-f- ,..., 1 -f-1- \- 

o 1 a ’ ■> q 


+ ú 


?i ca numitori comuni se iau 2, 6 , 12, 60, 120, 420, 840, 2 520, 
27 720, 83160. Aici, toti numitorii, cu exceptia a doi (120 si 
83160), sint cei mai mici multipli comuni. Poate cá in cazul de 
fatá s-a folosit un procedeu mai perfectionat de obtinere a celui 
mai mic numitor común pentru citeva fractii, dar acest lucru nu 
se formuleazá in inod explicit. Regula moderna de aducere la cel 
mai mic numitor común o formuleazá Abu-l-Vafa (secolul al 
X-lea) in Orient, iar in Europa — Leonardo Pisano, si ea capátá o 
larga intrebuintare de-abia in secolele al XVl-lea—al XVII-lea 

(33, I, pp. 171—172]. 

Pentru a impárti un nuinár la o fractie, deimpártitul se inmul- 
l.cstc direct cu numitorul impártitorului si rezultatul se imparte 
la numárátor. Aceastá regula atit de obisnuitá pentru noi, 
se intilnejte pentru intiia oará in matemática chinezá ; mai tir- 
ziu, o gásim la invátatii indieni Brahmagupta (secolul al Vil-lea), 
Magavira (secolul al IX-lea) si Bhaskara (secolul al Xll-lea). 

Matematicienii din antichitate si evul mediu impart fractiile 
ordinare aducindu-le mai intii pe amindouá la acelasi numitor, 
iar apoi impart numárátorul deimpártitului prin numárátorul 
impártitorului. Asa procedeazñ grecii antici si bizantinii, matema¬ 
ticienii din tárile arabe si din Europa medievalá. De-abia in 
anuí 1544, M. Stiefel formuleazá din nou regula impártirii prin- 
tr-o fractie conÍQrm cáreia operatia se realizeazá prin inmultire cu 
fractia inversá si totodatá el subliniazá in mod special cá acest 
procedeu este loarte simplu. 

Meritá sá observám cá invátatii chinezi considerá incá din 
timpuri strávechi cá intregii sint un caz particular al fractiilor; 
aceasta se vede chiar din primele probleme ale cártii a IY-a din 
Matemática in nouá cárfi. 


Fractiile zecimale. Calculul zecimal se extinde in China si 
asupra fractiilor: aici, mai devreme decit oriunde in altá parte, 
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se ajunge la fractii zecimale; acest lucru este in legáturá cu dezvol- 
tarea sistemului zecimal de másurá. Inca in secolul al II-lea i.e.n. 
in China se foloseste un sistem dezvoltat de másurá pentru lungimi: 

1 ci (picior) = 10 tun 
1 tun = 10 feni 

1 fen = 10 li 

1 li =10 fa 

1 fa =10 hao 

In secolul al III-lea, acest sistein de másurá pentru lungimi se 
dezvoltá mai departe si tot atunci, odatá cu alte sisteme, apar 
sisteme zecimale pentru volume si greutáti. La sfirsitul secolului 
al X-lea se stabile§tc in mod oficial un sistem zecimal de másurá 
pentru greutáti cu unitáti descrescátoare: 

1 lan = 10 tiani 

1 tian = 10 feni 

1 fen = 10 li 

1 li =10 hao 

1 hao = 10 si 

1 si = hu 

Istoricul sistemelor zecimale de másurá chinezc nu este studiat 
incá complet. Probabil cá ele s-au dezvoltat datoritá ráspindirii 
mari a abacului cu structurá zecimalá in viata de tóate zilele si 
in activitatea economicá. Existá o presupunere cá tcrinenii metro- 
logici au servit initial pentru a denumi rangurile coloanelor aba¬ 
cului. Íntr-un fel sau altul, acesti termeni au cápátat o semnifica- 
tie matematicá ca denumiri ale rangurilor in fractiile zecimale. 

Locul important rezervat in cártile de matematicá pentru má- 
surarea suprafetelor si a volumelor a contribuit la pátrunderea 
fracpilor zecimale in matematicá. Liu Huei, comentatorul Mate- 
maticii ín nouá cár^i, exprima in secolul al III-lea o lungime de 
1 355 de picioare in unitáti de másurá pentru lungimi, dupá cum 
urmeazá: 1 ci 3 tuni 5 feni 5 li. La extragerea rádácinilor fractiilor 
tot el recomandá sá se foloscascá fractii cu numitorii cgali cu 10, 
apoi 100 etc. 

Astfel, fractiile zecimale apar sub formá de numere concrete — 
ca unitáti ale sistemului zecimal de másurá; treptal, ele capátá 
carácter de fractii zecimale abstráete. Chiar si in secolul al Vil-lea, 
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aproximarea zccimalá a lui 7t=»3, 141 592 7, obtinutá de J 'zu Ciun- 
ciji inca in sccolul al V-lea, pentru undiametru egal cu 10 8 picioare, 
se serie sub forma: 3 cijani 1 ci 4 tuni 1 fen 5 li 9 hao 2 miao 
7 hu. Curind dupa aceasta insá incep sá se omita uneori denumirile 
diferitelor ranguri, separindu-sc doar printr-un hieroglif special 
dian (punct), partea intreagá a numárului, de fractie. 

Exeinple cu fractii zecimale — sisteme de másurá si extragerea 
rádácinilor fractiilor zecimale — se intilnesc in operele matemati- 
cienilor din secolul al XlII-lea. De exemplu, Ian Huei transforma 
intr-o serie de cazuri fractiile ordinare in fracfii zecimale si 
nninai dupa aceea trece la calcul. Determinind aria unui cimp 

dreptunghiular avind látimea de 24 de pasi, 3 si — picioare si 

lungimea de 36 de pasi si -^picioare, el le transforma pe tóate in 

fractii zecimale de pas (1 pas = 5 picioare) si apoi inmulteste 
24,68 x 36,56 = 902,3008. 

Nu ne vom opri asupra particularitátilor de terminologie a 
unor invátati din secolul al XlII-lea, cum au fost: Ian Huei, 
Tin Jziu-sao, Li E si Ciju íjii-tze. Vom observa doar cá ultiinul 
foloseste tcrmcnul §iao-$u, care si astázi inseamná fractie zecimalá. 
Dupa cum se pare, invátatii chinezi din secolul al XlII-lea au 
apreeiat la justa valoare comoditatea calculelor cu fractii zeci- 
niale. Intre áltele, inca in secolul al V-lea sau al Vi-lea, Siao Ian 
apune cá la impartiré prin puteri ale lui 10 nu este nevoie de fapt 
sii se faca impártirea [40, p. 82 si urm.]. 

De scoperirea fractiilor zecimale este o rcmarcabilá realizare a 
inatcmaticieni lor din China. Totusi, fractiile zecimale rámin 
strins legate de metrología zccimalá piná la sfirsitul perioadei 
considérate. Sistemul de fractii zecimale capátá o dezvoltare mai 
coinpletá si mai sistematicá la Djemsid al-Kasi in secolul 
al XV-lea. iar mai tirziu, in secolul al XVI-lea, la olandezul 
S. Stevin. 

Matemática in nouá cárti. Sá ne referim acum la opera centralá 
din literatura matematicá a Chinei antice Matemática in nouá 
car (i (Tziu cijan suan §u) [42, 43], In acest tratat se face un 
bilant al activitátii de multe secóle a matematicienilor din mile- 
niul I i.c.n. El are o influentá foarte puternicá asupra intregii 
dczvoltári ulterioare a matematicii in China si, partial, in afara 
hotarelor ei. Dupá cum s-a mai spus, acest tratat este cea mai 
veclie operá cliinezá specialá de matematicá, ajunsá piná in zilele 
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noastre. Matemática este scrisá in limba anticá eare diferá consi- 
derabil de limba chinezá moderna. 

Timpul exact al compunerii, sursele si autorii Matematicii in 
noud cdrfi nu se cunóse. Liu Huei, comentind Matemática in 
secolul III, aratá cá ca fusese alcátuitá dupa opere inai vechi de 
Cijan Tan, functionar de vazá din serviciul finantelor, care timp 
de multi ani a ocupat postul de ministru. In conformitate cu o 
crónica anticá chinezá, Cijan T an a murit in anuí 152 i.e.n. Acc- 
lasi Liu Huci spune cá, aproximativ cu 100 de ani mai tirziu, 
cartea mai fusese prelucratá $i de un alt functionar superior si 
ministru, Ghen Ciou-cian, a cárui activitate infloritoare se situ- 
eazá in perioada de domnie a impáratului Siuan Di (73—49 i.e.n.). 

Matemática a ajuns piná in zilele noastre in redactarea lui Liu 
Huei (anuí 263) si a inlocuit alte cárti similare din perioada Han, 
din care insá nu s-a pástrat nici una. Aceastá lucrare fusese tran- 
scrisá si comentatá de nenumárate ori, iar in timpul dinastici 
Han este inclusá in culegerea Zece traíate model de matemático, 
adoptatá oficial ca manual de bazá incá in anuí 656. Prima edit.ie 
tipáritá cunoscutá a acestei culegeri apare in anuí 1084. 

Continutul Matematicii in noud carfi este variat. De fapt lucra- 
rea este o enciclopedie a cunostintelor matematicc pentru topo- 
metrii si constructori, lucrátori in domeniul finantelor si econo- 
misti, negustori si meseriasi etc. In fiecare cartc si aproapc in 
fiecarc problemá se simte pulsul vietii economice si administra- 
tive a unui vast organism statal: aici este vorba despre schimbul 
de produse, constructia canalelor si a barajelor, ridicarea zidurilor 
de cetáti, angajarea lucrátorilor, impozite, impártirea produselor 
etc. Am prezentat mai sus citeva din titlurile caracteristice ale 
unora din cele 9 cárti, ca de pildá Mdsurarea ogoarelor. De altfel, 
lucrarea contine si cárti cu denumiri pur matematice. Repartitia 
materialului in aceastá Matemática este foarte originalá. Probleme 
diferite ca gen sint adesea adúnate' intr-o carte, iar ca principio 
de unificare nu serveste caracterul general al metodei, ci unitatea 
obiectului problemelor sau legátura dintre probleme, din punct 
de vedere al interesului profesional etc. De pildá, in cartea a IX-a 
sint adúnate probleme in care se considerá triunghiurile drept- 
unghice, in únele, rolul principal il joacá teorema lui Pitagora, 
in áltele — asemánarea ; intr-unele se cere sá se rezolve ecuatii 
de gradul al doilea, iar in áltele, márimea necunoscutá se gáseste 
dintr-o simplá proportie. 

ín Matemática se reflectá evident acea stare nediferentiatá a 
stiintei noastre despre care s-a vorbit mai sus [vezi p. 15]. Geome- 
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tria apare separat si este caracteristic faptul cá o parte din infor- 
matiile geometrice sint expuse in cartea I, cu titlul Másurarea 
ogoarelor , o alta parte (másurarea volumelor).— in cartea a V-a 
cu titlul Estimarea lucrárilor, iar probleme cu triunghiuri drept- 
unghice — in cartea a IX-a. 

Expunerea Matematicii este strict dogmática. íntreaga lucrare 
este o culegere de 246 de probleme fárá texte introductive, lámu- 
riri prealabile si áltele. De fiecare data, la inceput se formuleazá 
problema, apoi se indica ráspunsul si, in sfirsit, intr-o forma con¬ 
cisa se indica procedeul de rezolvare incepind cu cuvintele „con- 
form regulii...“. In multe cazuri, textul nu este suficient pentru 
ca un cititor, inteligent chiar, sá-1 poatá intelege singue. Folosirea 
acestei lucrári iinpunea cunoasterea prealabilü a anumitor no- 
fc i uní de baza (ca de pildá, calcúlele si folosirea abacului) si nece¬ 
sita numeroase lámuriri verbale din partea profesorului. 

Cartea I din Matemática, purtind titlul Másurarea ogoarelor, 
contine regulile pentru calculul suprafetelor citorva figuri simple 
rectilinii, a cercului si a párt.ilor lui, precum si informatii auxiliare 
cu privire la operatiile aritmetice asupra fractiilor. 

Cartea a II-a, Raportul intre diferitele jeluri de culturi de ceremle, 
inccpe cu un tabel vast cu norme pentru schimburi de diferite 
cereale: meiul se ia (50), crupe de mei prelucrate brut (30), crupe 
de mei cúrate (27), crupe de mei si inai cúrate (24), crupe de mei 
pentru printi (21), bobul, griul, mazárea, orezul, drojdia de vin 
si áltele. Urmeazá apoi 31 de probleme in care se cere sá se deter¬ 
mine cantitatea dintr-un anumit sort de produs pentru a fi 
schimbat cu o cantitate data dintr-un alt sort. La aceste probleme, 
care se exprima prin proportii cuprinzind o nccunoscutá, se aso- 
ciazá probleme pentru calculul costului unuia sau al citorva obiecte 
similare dupa costul cunoscut al unui numár dat de aceleasi 
obiecte. Asemenea probleme capátá mai tirziu in Europa denumi- 
rea de probleme cu regula de trei simplá. In ultímele probleme 
din cartea a II -a se determina costul citorva obiecte diferite 
in oeea ce priveste conditiile, dar care se exprima prin sisteme 
liniare nedeterminate avind, este adevárat, o singurá solutie 
intreagá. 

Cartea a Ill-a despre Impárfirea in trepte cuprinde citeva pro- 
blcinc de diviziune a unor márimi, proportional cu niste numere 
date. In literatura europeaná medievalá asemenea probleme se 
grupeazá la rubrica ,.regula asociatiei“. De pildá, in prima pro- 
blemá din cartea a III-a se cere sá se imparta 5 cerbi vinati intre 
functionari de diferite ranguri, proportional cu numerele 5:4:3 :2:1. 
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In a cincea problema se cere sá se determine ciR lucrátori trebuie 
scoji la muncá de prestatie din fiecare judet, dacá sint trei judete, 
numárul total de oameni necesari este 378, iar cotele judetelor 
in functie de numárul contribuabililor sint proportionale cu numé¬ 
rele 8 758 : 7 236 : 8 356. Ráspunsurile trebuie rotunjite, deoarece 

calcúlele dau numere fractionare 135 ^ , 112 4 ^ si 129 8 • 

' 12 175 12 175 ’ 12 175 

Tot acolo existá si probleme cu regula de trei. 

In cartea a IV-a, Sao guau 1 , este vorba de determinarea laturii 
unui dreptunghi dacá se cunoaste aria sa si cealaltá laturá, despre 
determinarea laturii unui pátrat dupá aria sa si a muchiei unui 
cub dupá volumul lui, precum si a diametrelor cercului si sferci. 

Cartea á V-a, Estimarea lucrarilor, are ca obiect másurarea 
volumelor de ziduri, canale, baraje, santuri de diferite forme si 
uneori destul de complícate si calculul efectivului de lucrátori 
necesari la diferite lucrári de constructii. De pildá, se dau volu¬ 
mul total al unei lucrári si productia unui lucrátor pe timp de 
iarná, vará, primávará si toamná ; ráspunsurile sint adesea frac¬ 
tionare si trebuie rotunjite. 

In cartea a Vl-a, Repartiría proporfionalá, sint adúnate probleme 
liniare cu diferite continuturi. O serie importantá de probleme 
se consacrá calculului volumelor de cereale ce trebuie furnizate 
de patru judete, tinind seama de conditii din ce in cc mai compli- 
cate: cantitátile de furnizat sint proportionale cu numárul curti- 
lor, invers proportionale cu numárul zilelor de drum piná la locul 
de livrare; apoi se iau in considerare costul grinelor in judetul 
respectiv si distanta de transport etc. Tot aici se gásesc diferite 
probleme pcntru determinarea drumului parcurs (sau a timpului 
scurs) piná la locul de intilnire a doi pietoni care merg unui dupá 
altul sau unui in intimpinarea celuilalt, precum si probleme cu 
privire la bazine, care, aproximativ in aceeasi epocá, se rezolvá 
si in indepártata Alexandrie. Este foarte interesantá o problemá 
de progresii aritmetice, la care voin mai reveni [pp. 101—1021. 

In cartea a VXI-a, Adaos $i lipsá, se dau procedee pentru rezol- 
varea sistemelor de douá ecuatii de gradul intii cu douá necu- 
noscute. Unui dintre procedee este regula celor douá pozitii false, 
aplicatá mai intii la o ecuatie cu o necunoscutá. 

Cartea a VlII-a, Fan-cen, contine un algóritm general de rezol- 
vare a unor sisteme liniare determinate, cu mai multe necunoscute 2 . 

1 Acest termen este greu de tradus §i este tálmácit in diferite feluri — N.A. 

2 Fan-cen este tocmai denumirea acestui algóritm— N.A. 
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ín sfirsit, cartea a IX-a, Gou-gu, dupa cum s-a spus, cuprinde o 
serie de problemc cu triunghiuri dreptunghice. Printre ele exista 
probleme pentru determinarea distantelor pina la obiecte inacce- 
sibile. adlncimea unui put etc. Cartea se numeste Gou-gu, deoa- 
rece gou este numele catetci mici, dintr-un triunghi dreptunghic, 
iar gu este numele catetei mari, verticalc. Gou-gu mai inseamná si 
insási relatia exprimatá prin teorema lui Pitagora. 

Este incontestabil cá únele cárti din Matemática s-au scris in 
perioade diferite si corespund la niveluri diferite ale dezvoltárii 
stiintei. Uneori, in cuprinsul aceleiasi cárti, problemele se de- 
oscbesc printr-un grad foarte diferit de abstractizare. Unele au 
intr-adevár un carácter practic si pot servi ca model pentru rezol- 
varea unor probleme similare san apropiate de másurátori de 
pámint, comert etc. Altele sint exercitii cu continut abstract. 
desi apar exprimate intr-o forma pseudopracticá. Acestea sint 
probleme teoretice de origine mai tirzie, provenite din problemele 
din prima grupa prin complicarea sau modificarca lor voitá, ca 
de pildá, prin inversarea datelor si a márimilor cáutatr. Multe 
asemenea probleme apar in ultímele trei cárti cu carácter alge- 
bric ; ele se intilnesc insá si in primele cárti, care se pare cá sint 
de origine mai vcche. Este interesantá problema 18 din cartea I, 

mide, se cere sá se iinpartá o anumitá sumá intre 3-^-oameni. 

Nimic asemánátor nu se intilncstc in manualele de matemática 
ale altor popoare antice. 

Ín virtutea unci asemenea neomogenitáti, Matemática in nouá 
car (i depáseste cu mult, in ansamblul ei, necesitátile cercurilor 
largi de functionari inferiori, negustori etc. pentru care se publi- 
cau multe alte manuale mai elementare, continind date de baza, 
despre cele patru operatii de aritmética, cele mai simple probleme 
de regulá de trei si de másurarca celor mai simple figuri. 

Sá analizám acum cele mai importante metode si idei pe care le 
confine Matemática in nouá ciirfi. 

Probleme limare; prima metodá a adaosului si a lipsei. Fclul de 

a Lrata problemele ce se reduc la sisteme de ecuatii de gradul 
intii. expuse in cártile VII si VIII din Matemática in nouá cárfi, 
mcritá o analiza amánuntitá. Ín cazul de fatá, precum si in áltele, 
avem de-a face in tratatul chinezesc cu o stratificare a unor pro- 
cedee elabórate in perioade de timp destul de indepártate únele de 
áltele. 
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Pe intregul cuprins al operei se observa o complicare treptatá a 
problemelor liniare si o perfeccionare a metodelor de rezolvare a 
lor íncepind cu simpla proportionalitate (regula de trei etc.); 
continuind cu regulile de rezolvare a tipurilor particulare de sis¬ 
teme de ecuatii cu douá necunoscute, apoi cu rezolvarea unor pro- 
bleme similare pentru sisteme arbitrare dupa procedcul celor douá 
false pozitii si terminind cu algoritmul general de rezolvare a 
oricárui sistem determinat, cu multe necunoscute, redus la forma 
canónica. Metodele mai genérale si evident mai tírzii, de rezol¬ 
vare a sistemelor cu mai multe necunoscute, n-au inlocuit proce- 
deele particulare de rezolvare a sistemelor cu douá necunoscute. 
Nu se dau indicatii despre legáturile dintre diferitele proccdee. 

Cele mai vechi sint desigur cele douá metode ale „adaosului si 
lipsei“, aplícate in cartea a Vil-a la sisteme liniare de douá ecuatii 
cu douá necunoscute. Prima metodá a „adaosului si a lipsei“ 
se aplicá intr-o serie de probleme (problemele 1—8) unde coefi- 
cientii de pe lingá una din necunoscute sínt egali cu unitatea. 
Denumirea metodei este legatá de faptul cá in únele probleme 
este vorba despre prisosul sau lipsa unei sume oarecare de bani. 
De pildá, in problema a doua din cartea a Vil-a se cauta numárul 
de cumpárátori si costul unui obiect cumpárat ín urmátoarele 
condi^ii: 

♦ 

a) dacá fiecare cumpárátor va aduce „norma“ 9, atunci prisosul 
va fi 11; 

b) dacá fiecare va aduce „norma“ 6, atunci lipsa va fi 16. 
Regula de rezolvare este formulatá in cuvinte. Din text rezultá 
ciar cá tóate calcúlele se efectueazá cu abacul pe care se inregis- 
treazá coeficientii dati. De altfel, regula se dá numai dupá pro¬ 
blema nr. 4. 

íntrucit autorii Matematicii opereazá in cartea a Vll-a numai 
cu numere pozitive, de aceea metoda „adaosului si a lipsei“ se 
imparte in trei rcguli diferite. ín prima este vorba despre rezolva¬ 
rea unor probleme care transpuse in notatiile noastre se exprima 
prin sistemul: 


a i x = V + ¿i I 
a 2 x = y + d 2 ) 


( 1 ) 


aici nórmele sint Oj, u 2 , prisosul, d y iar lipsa, d 2 . 

Conform regulii, pe abac trebuie inscrise nórmele fiecáruia, de- 
desubtul lor se asazá prisosul si lipsa corespunzátoare, se inmul- 
tesc ambele in cruce si se serie suma §i a acestor produse, suma pri- 


40 



sosului si a lipsei ja, precum si diferenta intre norma mare si cea 
mica. Citurile rezultate din impártirea lui §i si ja prin diferenta 
dintre norme dau respectiv costul obiectului si numárul cumpárá- 
torilor. Dacá exista fractii, ele se aduc in prealabil la acelasi 
numitor; in acest fe 1, in tóate calcúlele ulterioare vom avea 
dc-a face numai cu numere intregi. 

In notatiile noastre, algoritmul de rezolvare a sistemului (1) 
aratá astfel: din numérele 


a l O’Z 

dj d 2 

se fonneazá 

si = a-^d 2 "l - a 2 dj 
fa = d\ “l - 
diferenta = a x — a 2 


si necunoscutele se calculeazá prin formúlele: 

0^2 + 


X = — 


y = 


( 2 ) 


Aceeasi regula contine si o alta variantá de rezolvare. Mai íntíi 
se determina: 

^1 + ^2 
X =-» 

flj 0-2 


iar apoi din ecuatiile (I) se aflá 

y = a^x ■ di, 

sau 

y = a 2 x + d 2 . 


Evident cá regula pentru calculul lui y in prima variantá s-a 
obtinut cu ajutorul unor transformári algebrice. Ccl mai probabil 
este cá aici se eliminá x prin egalarea coeficientilor: toemai acest 
procedeu se si foloseste in cartea a VlII-a din Matemática. 

La regula „adaosului si a lipsei“ se asociazá alte douá reguli 
analoge: „douá adaosuri — douá lipsuri“ si „adaos — echilibru 
sau lipsá — echilibru“. 

In regula „ambcle adaosuri — ambele lipsuri“ se analizeazá 
problcme ce se exprimá prin sisteme de forma: 

«i* = V + d u i 
= y + d. ¿ I 
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•sau 


a i x — y ^í» 

cítySc — y ~ ct 2 


cu solutiile (pozitive): 



' flo 

fljdj 01^2 
G t — a.. 


sau 

d 2 í/j 

íT =-> 

a l 02 

0 -J d.y ■ 00^1 

y = -*-•—— 

°1 fl 2 

ín a doua variantá de rezolvare: 

~ ^2 

Ctr - 

01 02 

y — ci-yjc clj — ci^cc d% 




( 5 ) 


( 6 ) 


( 7 ) 


sau 



"i — “ 2 

y - a-yX “t - dj — ~H ^2 


( 8 ) 


Regula „adaos — echilibru sau lipsá — echilibru" se aplica la 
probleme ce se traduc prin sisteme de forma: 

a x x = y + dy 
a 2 x = y 



sau 


cu soluble 


a i x — y ^i) 

a 2 i = y, 


i = 


y = 


di ^ 

fl l fl 2 
d^CC 


( 10 ) 


(11) 
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sau 


x 


di 



y = a 2 x. 


(12) 


in regulile descrise si-a gásit oglindire cea mai importantá 
trásáturá a matematicii Chinei antice, trásáturá care ulterior 
apare din ce in ce mai vádit; tendinta de a crea algoritmi ela- 
borati amánuntit pentru rezolvarea unor anumite grupe de pro- 
bleme. Dupa cite se cunoaste, un asemenea procedeu regulat de 
rezolvare a sistemelor liniare de ecuatii cu douá necunoscute se 
intilnestc pentru prima oará in literatura chinczá. 

Am vorbit aici despre ecuatii in care coeficientii uneia din 
necunoscute sint egali cu unitatea. Un caz mai general de sistem 
de douá ecuatii cu douá necunoscute se rezolvá mai departe in 
aceeasi cartc a Vil-a printr-un alt procedeu, care, de altfel, la 
inceput nici nu este seos in evidentá si figureazá ciliar sub aceeasi 
denumire. Acest al doilea procedeu de rezolvare a problemelor 
liniare capátá apoi o largá ráspindire in literatura hindusá, arabá 
si europeaná. In limba arabá, acest procedeu a fost denumit regula 
cclor douá erori (p. 222), iar in Europa, regula eelor douá false 
pozitii — regula duorum falsorum posilionum. 


Probleme liniare; a doua metodá a adaosului si a lipsei sau 
regula celor douá false pozitii. Regula eelor douá false pozitii 
aplicatá la o ecuatie liniará cu o necunoscutá: 

ax = b, (1) 

sau 

ax + c = b (1') 

constá in aceea cá necunoscutei i se dau douá valori x t si x 2 dife- 
rite de valoarea realá, care introduse in partea stingá dau nastere 
la erori le si d 2 

ax-i — b -j- dj, 
ax 2 = b -f- d 2 

De aici e usor de obtinut proporjia: 

Xj — x d 1 

Xj x c/j 


( 2 ) 

( 2 '> 
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$¡ valoarea lui x: 


X^(l^ 3>2 ^i 

d-2 — di 


(3) 


Dcsigur, la problcme de tipul (1) n-are vrcun sens deosebit sá 
se aplice regula celor douá false pozitii. Rolul istoric al regulii 
celor douá false pozitii este determinat de faptul cá ea nc pune la 
dispozitie un algoritm comod pentru rezolvarea autómata a 
oricáror probleme, oricit de complícate, exprímate printr-o 
ecuaRe liniará cu o necunoscutá; pentru aceasta nu e necesará 
nici analiza problemei, nici prezentarea ei sub forma unei ecuatii 
algebrice si nici aducerea ei la forma „canonicá“ (1). Mai mult 
decit atit, regula se extinde asupra sistemelor de ecua|ii cu mai 
multe necunoscutc. Dacá de pildá se dá sist.emul: 

a^x + = <: u 

a 2 X -|- b 2 y — ^ 2 » 


( 4 ) 


atunci, dind lui x valorile x-¡ si x 2 , determinind apoi valorile res¬ 
pective pentru y 1 si y 2 din prima ccuatie a sistemului si trecind 
totul ín cea de-a doua, reducem de fapt sistcmul la o singurá 
ecuatie, cu o necunoscutá: 

a 2 x + b 2 p^!Í) = C2 . (5) 

In cartea a VII -a din Matemática, prin regula falsci pozitii, 
se rezolvá problcmele 9—20 cu una sau cu douá necunoscute. 
ín tóate cele 12 cazuri, o falsá pozijie dá un rezultat cu lipsá, 
iar cealaltá — cu adaos, asadar erori de semne diferite. De aceea, 
dacá ne folosim numai de numere pozitive, solutia are forma: 

* = . (3') 

rf 3 T ^ 

Probabil cá asemánarea structuralá dintre cxpresia (2) pentru y 
din prima metodá a „adaosului—lipse¡“ si cxpresiile (3') pentru x 
din cea de-a doua metodá 1 este cauza denumirii comune pe care o 
poartá ele si a grupárii accstor douá procedee diferite in esentá, 
care de altfel se referá si la probleme de tipuri diferite. Primele 
nouá probleme privitoare la metodá falselor pozitii trebuie sá fi 
prezentat o mare dificúltate pentru cititor, deoarece, ca formulare, 


1 Precum ?i a ecuatiilor (1) din paragraful preccdent si (2) din cel de fa^á 
(d 2 in ultimul caz apare ca scázátor) [vezi 43 á\. 
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ele nu seamáná (le loe cu cele precedente 1 , iar sfatul de a aplica 
aici regula „adaosului si a lipsei“ este de neinteles fárá lámuriri 
suplimentare, deoarece, de exemplu, in exprcsia (3') impártitorul 
este suma dintre adaos si lipsá, iar in prima metodá, aceastá 
suma dá deimpártitul (pentru x), iar ca impártitor, apare dife- 
renta dintre norme. Regula se formuleazá abia la problema 18 pe 
carc o vom si analiza, observind in prealabil cá unitatea de másurá 
pentru greutáti este 1 tzin = 16 lani = 16 • 24 ciju. 

In problema se cauta greutátile unui lingou de aur si ale unuia 
de argint in urmátoarele conditii: 1) greutatea a 9 lingouri de 
aur este egalá cu greutatea a 11 lingouri de argint, 2 ) dacá se 
inverseazá locul unui lingou de aur cu al unuia de argint, atunci 
aurul va deveni mai usor cu 13 lani. Cu alte cuvinte: 

9a: = 11 y, 

8 a: + y + 13 = 10 y + x. 

Calcúlele se fac pe abac, si dupa cum s-a mai vorbit despee prima 
metodá a „adaosului si a lipsei“ nu se calculeazá numitorii comuni. 

Mai intii se ia „norma“ = 3 tzini = 40 lani, asa incit dupá 
prima ecuatie din sistemul ( 6 ) avem: 

y 1 = 2 — tzini = 39 — lani; 

11 11 

prin urmare, in a doua ecuatie din sistemul ( 6 ) in stinga existá o 
49 

lipsá de — lani — in text se vorbeste despre o lipsá de 49. Apoi 

se ia „norma“ x 2 = 2 tzini = 32 lani si 

7 . 2 

y, = 1 — tzini = 26 — lani: 

11 11 

1 lata primele douá probleme pentru regula celor douá false p o z i t i i: 
nr. 9) intr-un butoi de 10 dou existá o cantitate necunoscutá de crupe de mei. 
Butoiul se completeazá cu mei necuráfat; dacá ultimul se curá(á, atunci in 
total se vor obfine 7 dou de crupe de mei. Problema se poate exprima prin 
ecuatia : 

* + (10 — x) = 7 

— este coeficientul de trecere de la'mei la crupele de mei din cartea a Il-a 

a Malemaiicii. In tratat se iau „normele“ x x = 2 , x 2 — 3 — N.A. 
nr. 10) Pe un zid de 90 tuni creste un dovleac a cárui tulpiná se ridicá intr-o 
zi cu 7 tuni ; jos creste un dovlecel a cárui tulpiná se ridicá intr-o 2 i cu 10 
tuni. Cind se vor intilni ei? Problema se poate exprima prin ecuatia (7 + 10) 
x = 90. In tratat se ia x 1 = 5 si x 2 = 6 — N. A. 
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prin urmare, in a doua ecuatie din sistemul ( 6 ) in stinga exista 
15 

adaosul de — lani — in text se vorbeste despre un adaos de 15. 
11 

Mai departe se rccomandá sá se inmulteascá crucis adaosul 15 si 
lipsa 49 cu nórmele adóptate, adicá cu 2 si 3, iar suma produselor 
sá se imparta la suma adaosului si a lipsei, ceea ce va da greutatea 
lingoului de aur: 

2-49+3-15 . . „ . . „ . ■ , o •• 

x = - tzim = l Izini 3 Jani 18 cnu. ( /) 

15 + 49 ’ J 

In sfirsit, din prima ecuatie a sistemului (6) se gáseste: 

9 

y = — x = 1 tzin 13 lani 6 ciju. ( 8 ) 

11 

In Matemática se analizeazá cazul regulii cclor douá false 
pozipi, cind crorile sint de semne diferite. Analiza cazurilor cu 
erori de acclasi semn se intilneste mai tirziu |.si in literatura 
araba. 

Regula celor douá false pozitii dá solutia exactá a problemelor 
liniare si este totodatá una dintre metodele de aproximare a solu- 
^iei ecualiilor neliniare si a problemelor de interpolare. Pcntru 
interpolarea liniará, ea a fost utilizatá de astronomul Ptolemeu 
din Alexandria pentru a intoemi tabelele coardelor de ccrc. 

Sisteme de ecuatii liniare cu mai multe necunoscute. Mctoda 
ian-cen expusá in cartea a YlII-a reprezintá o culme a rcalizárilor 
invátatilor chinezi in rezolvarea problemelor liniare. Acesta este 
un algoritm re<julat de rezolvare a unui sistem de n ecuatii liniare 
cu n necunoscute. Folosindu-ne de simboluri, se poatc spunc cá 
metoda fan-cen este aplicabilá la un sistem canonic de forma: 

^11-^1 ^12-^2 “F • • ■ "F a ln^n = 

^21-^1 “F ^22*^2 + “F no„ X v = 62, 

a nl x l + «, 12^2 + ... + a nn x n — b n 

Sistemul se reprezintá pe abac prin tabelul fan-cen care inlo 
cuieste pe deplin ecuatiilc ( 1 ) si este intr-un oarecare sens mai sim- 
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plu, dcoarece nu mai cerc punerea in evidentá a simbolurilor 
necunoscutelor. Cocficien^ii din fiecare ecuape se scriu de sus in 
jos. ordinea ecuatiilor fiind de la dreapta spre stinga: 

a nl • • • a 21 a ll I 
a n2 ■ ■ • a 22 a 12 I 

. ( 2 } 

a nn • • • a 2n a ln 

b n ... ¿2 &i 

Tabelul (2), sau, exprimindu-ne in limbaj modern, matricea 
sistemului (1), se transforma prin scáderea succesivá a elementelor 
din prima coloaná (din dreapta) din numerele corespunzátoare 
din coloana a doua, a treia etc. inmul^itá cu a xl , scáderea efec- 
tuindu-se pina cind toatá linia intii, cu excepta elementului o u , 
va fi formatá din locuri goale 1 . Mai departe, se procedeazá in 
mod analog cu partea tabelului transformat, incadrat intre linii: 


«53 


o (1) 

nn 


lU 

b n 


( 1 ) 


OÍD 

22 


2 n 

AÍ 1 ) 


4 11 


*12 


*m 


** i 


(3) 


Continuarea acestuí proces duce in cele din urmá la tabelul: 




a( 22 “l 


a(2) 

33 


(4) 


a< -nn X) ••• < “in 

&r 1) ...6? ) 6, 


1 Coeficientii problemelor din Matemática sínt numere intregi — N.A. 
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Este evident cá transformárile corespund cu eliminarea suecesivá 
a necunoscutelor si cu alcátuirea unui sistem auxiliar de forma: 


a ll x l a 12 x 2 “t - ••• a ln x n — ^1> 

a^x 2 + ... + aWx n = b[}\ 

a< 33 X 3 + - + <>*„ = bf, 


(5) 


o( ,1— , = U n — 1 ) 

nn n n ) • 

Nccunoscutele x n , x n _ 1 ,..., x 1 se calculeazá apoi pe rind cu ajuto- 
rul tabelului (4). 

Sá ilustrám aceastá schemá generala cu ajutoru 1 primei probleme 
din cartea a VHI-a, pe baza cáreia se formuleazá regula fan-cen: 

3 snopi dintr-o recolta buná, 2 
snopi dintr-o recolta mijlocie si 
1 snop dintr-o recolta slabá dau 
39 dou de boabe ; 2 snopi de recol¬ 
ta buná, 3 de recolta mijlocie si 
1 de recolta slabá dau 34 dou; 
1 snop bun, 2 snopi mijlocii si 
3 slabi dau 36 dou (fig. 3). Se 
intreabá ce cantitate de boabe va 
da fiecare snop din recolta buná, 
mijlocie s¡ slabá? In textul cárt.ii 
problema- se expune in cuvinte. 
Tabelul initial fan-cen c prezen- 
tat in fig. 3. 

Etapele principalc de transformare a tabelului nu sint trán¬ 
sense in tratatul chinezesc, dar se defínese dircct prin regula 
exprimatá in cuvinte si sint urmátoarele: 

Tabelul initial: 

1 2 3 

2 3 2 

3 1 1 

26 34 39. 



Fig. 3. 


Transformaren coloanei a doua, ale cárei elemente se inmultesc 
cu 3 este: 

1 3 

2 5 2 

3 11 
26 24 39. 
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Transformarea coloanei a treia, ale cárei elemente se inmultesc 
de asemenea cu 3 este: 


4 5 

8 1 

39 24 


3 

2 

1 

39. 


Transformarea coloanei din stinga a tabelului redus, ale cárei 
elemente se inmultesc cu 5, este: 

3 

5 2 

36 1 1 ( 4 ) 

99 | 24 39. 


Ultimul tabel exprima urmátorul sistem de ecuatii: 


3x + 2 y + z = 39, 

5y + z = 24, 

36z = 99. 

Procedeul pentru calculul necunoscutelor din tabelul trans- 
format (4') se formuleazá pentru a fi aplicat la operatiile pe abac 
cu numere intregi, evitind operatiile cu fractii. In regula se spune 
cá numárul de sus al coloanei din stinga este numitorul fractiei 
care-1 exprima pe z, iar numárul de jos este numárátorul ei. Acest 
nuinár de sus se ia ca numitor común pentru tóate trei necunoscu- 
tele. Numárátorul pentru y se gáseste din coloana de mijloc in 
felul urmátor: din produsul dintre numárul de jos al coloanei de 
mijloc ji numitorul común se scade numárátorul fractiei pentru z, 
iar diferenta se imparte la numárul de sus al coloanei de mijloc. 
In sfirsit, numárátorul pentru x se obtine astfel: din produsul 
dintre numárul de jos al coloanei din dreapta si numitorul común 
se scad numárátorul fractiei pentru z si numárátorul fractiei 
pentru y, inmultit cu al doilea numár al coloanei din dreapta, 
iar diferenta se imparte la numárul de sus al coloanei din dreapta. 
Astfel: 

; = — = 2 — , 

36 4 


24 ■ 36 — 99 0£ , 153 

y —-: 3o = — 

J 5 36 


4 


i 

» 

4 


39-36 — 99 — 2-153 0£ , 

- 5 - :36 


333 „ 1 

- =r y-• 

36 4 


4 


49 



ín cartea a YlII-a exista de asemenea problemc cu sisteme 
cu 2, 4 si 5 necunoscute. lata un exemplu de problema cu 5 necu- 
noscute, exprimatá in simboluri moderno: 

9x + 7y + 3s + 2« + 5v = 140, 

lx 4- 6y + 4z + 5 m + 3t; = 128, 

3x -f- 5y 4- 7z + 6w -f- 4u = 116, 

2a: + 5y + 3s + 9 m + 4v = 112, 

a; -(- 3y + 2z + 8u + 5v = 95. 

Aici x — 7, y — 4, z — 3, u = 5, v = 6. 

Desi regula fan-cen se explica in Matemática printr-un exemplu 
concret de sistem cu 3 necunoscute, ca se expune totusi intr-un 
mod destul de general. ínvátatii din alte tari rezolvau si mai ina- 
inte probleme liniare, dar algoritmul unitar pentru rezolvarea 
unui sistem canonic de ecua^ii liniare cu orice numár de necunos¬ 
cute este o descoperire a invátatilor din China. 

Transformarea tabelului fan-cen (2) ne aminteste operatiile 
asupra coloanelor matricelor si dcterminantilor. In dezvoltarea sa 
ulterioará in Orient 1 , metoda fan-ccn este transformatá intr-un 
fel de tcorie a dcterminantilor, in primul rind in opera manuscrisá 
a matematicianului japonez Seki $ cn_su ke Kowa (1683). In Ku- 
ropa, primul pas spre o rezolvare regulatá a sistemelor de ecuatii 
liniare il intilnim la Leonardo Pisano, iar apoi la G. Cardano 
(1545) 2 . Ideea introducerii determinantilor pentru eliminarea ne- 
cunoscutelor este ciar exprimatá de G.W. Leibniz in scrisoarea 
catre G.F. 1’Hospital (1693); G. Cramer (1750) elaboreazá deta- 
liat aceastá idee si o aplica la rezolvarea sistemelor liniare. 

N um érele negative. In cartea a VlII-a din Matemática se in- 
tilneste pentru prima oará in istoria stiintei o diferentiere intre 
numerele pozitive si negative. Dupa tóate probabilitátile, nuine- 


1 Despre probleme cu metoda fan-cen, vezi la Sun-Jzi [43 b]. 

2 Cardano a dat o regula mecánica de rezolvare a sistemelor de 2 ecuatii: 


OiX + b^y = Cj, a 2 x + b 2 y = Cj. 


Scriind coeficientii numerici in douá linii, el formuleazá urmatoarea regula 
pe un exemplu: 


x 



a l b 2 
¡> 1 


»2 
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rele negative so introduc tocmai prin extinderea metodci fan-cen 
asupra oricáror probleme liniare. Numerele negative fuseserá 
necesare inca la intocmirca tabelului canonic (2), deoarece, in 
general vorbind, conditiile initiale ale problemelor nu se exprima 
de la inceput prin sisteme de forma (1). Numerele negative sint 
necesare de asemenea pentru a aduce tabelul (2) la forma (4). Aici 
are o maro importantá folosirea abacului unde trebuiau deosebite, 
intr-un fel oarecare, bastonasele care reprezentau coeficientii 
márimilor ce se adaugá, de cele care se scad; pina atunci, basto- 
líasele „tráiserá“ o viatá independentá de conditiile problemei. 

Transíormári le tabelului 2 pentru a fi adus la forma canónica, 
efectúate prin trecerea termenilor dintr-o parte intr-alta a egali- 
tátii, le intilnim in citeva probleme din cartea a VlII-a, unde este 
din nou vorba despre determinarea unor cantitáti de boabe din 
snopi de recolta buná, mijlocie si slabá. Astfel, pentru problema 
nr. 4, care se exprima direct prin conditiile: 

5a; — 11 = 7y, 

Ix — 25 = 5y, 

labelul fan-cen va fi: 

7 5 

—5 —7 
25 11. 

Intr-o alta problema (nr. 5), cu conditiile: 

6a; — 18 = lOy, 

15a; — 5 = 5a;, 

tabelul trebuie sá aibá urmátoarea forma: 

—5 6 

15 —10 

5 18. 

Pentru a deosebi coeficientii pozitivi de cei negativi (si chiar 
si anumite numere!) se introduc termeni si hastonase speciale, 
iar mai tirziu — semne. Elementele pozitive ale tabelului se 
numesc cijen, iar cele negative — fu 1 . Dupa Liu Huei, primele 

1 Cuvintul cijen inseamná corect, just etc. Cuvintul fu are sensul de dato- 
ríe, lipsá etc., precum si de fals — N.A. 


4* 


51 



se reprezentau pe abac prin bastonase rojii, iar cclelalte — prin 
bastonase negre. Un ascmenea procedeu de reprezentare se aplica 
apoi ji la tipárirea cártilor. In época Sun, numerele pozitive se 
tipáresc adesea in culoare rosie, iar cele negativo — in culoare 
neagrá. Au existat ji alte procedee de diferenliere, in care, de 
pildá, numerele cijen se reprezintá prin bastonase de sectiune tri- 
unghiulará, iar numerele fu, prin bastonase de sectiune pátratá, 
sau in primul caz — bastonajele se ajazá vertical, iar in al doilea 
— inclinat. La mijlocul secolului al XlII-lea, Li E reprezintá 
numerele negative prin cifre-bastonaje, táind oblic ultima cifra, 
aja incit, de exemplu, —10 724 se serie: 

IOTT=m 

in dezvoltarea notiunilor matematice, nu este usor de stabilit 
o limita dincolo de care ele capátá un nou sens. E greu de spus de 
pildá, cind anume este conceput coeficientul negativ ca atare, 
si din ce moment are el dreptul de a fi inteles ca numár negativ. 
Diofant ji probabil unii precursori ai lui cunojteau regulile ope- 
ratiilor asupra coeficient.ilor de pe lingá cantitátile ce se scad si 
care intrá in componenta polinoamelor pe acelaji plan cu cantitátile 
ce se adaugá ji care se scriu in mod obligatoriu imediat dupá 
acestea. Diofant formuleazá chiar urmátoarea regulá: scázátorul 
inmultit cu scázátorul dá ceea ce se aduná, iar scázátorul inmull.it 
cu ceea ce se aduná dá scázátorul. Cu tóate acestea, la Diofant 
nu apar numere negative. La el numerele ce se scad nu reprezintá 
un obicct independent si regulile operatiilor asupra semnelor 
sint doar in legáturá cu termenii diferentelor de felul lui a-—b 
al nostru sau ax 2 —bx etc., unde descázutul este mai marc decit 
scázátorul. in matemática Chinei antice, coeficientii scázátori 
apar ca obiecte independente. ínsusi procedeul de reprezentare pe 
abac contribuie la conceperea lor independent de alte numere sau 
de acele cantitáti ai cáror coeficienti ar fi putut ei fi. Un simbol 
de tipul —a figureazá in stiinta chinezá nu numai in componenta 
unor diferente cu descázutul mai mare decit scázátorul, ci si ca 
un rezultat al scáderii unei cantitáti mai mari dintr-una evident 
mai micá. Aceasta este o idee principial nouá, de o importantá 
exceptionalá. 

E de presupus cá metoda fan-cen s-a folosit la inceput in pro- 
bleme unde transformárile tabelului (2) impuneau sá se scadá din 
numere date, áltele mai mici. Aplicarea aceluiasi algoritm la 
alte probleme a intimpinat in mod inevitabil dificultatea de a 
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scádea numere mai mari din áltele mai mici sau, cum s-ar spune, 
din nimic. 

Vom prezenta cea de-a trcia problema din cartea a VlII-a, unde 
pentru íntiia oará se vorbeste despre numere cijen si fu. Condi- 
tiile problemci impun sá se introducá diferente negative; tot aici 
se formuleazá regulile cele mai simple ale operatiilor asupra nu- 
merelor negative. 

„La doi snopi de recolta buná, trei snopi de recolta mijlocie 
si patru snopi de recolta slabá le lipseste pina la 1 dou, respectiv 
cite un snop de recolta mijlocie, slabá si buná. Se intreabá cite 
(gráunte) s-au obtinut din fiecarc snop de recoltá buná, mijlocie 
si slabá?" [42 p. 500]. 

Problema se exprimá prin ccuatiile: 

2x = l — y, 

3y = 1 — =, 

4z = 1 — x. 

In regula de rezolvare se spune cá trebuie intoemit tabelul 
fan-cen (lipsá, de altfel, din text): 

1 2 
3 1 

4 1 

1 1 1. 

Este evident cá operatiile prescrise de metoda fan-cen asupra 
coloanelor conduc aici la numere negative. De aceea, mai departe 
se recomandá sá se procedeze conform regulii cijen-fu, care se 
formuleazá prin urmátoarele cuvinte: 

„Dacá sint de acelasi nume, se scad; dacá sint de nume diferite, 
se aduná; dacá este pozitiv si fárá pereche, atunci [devine] ne- 
gativ; dacá este negativ si fárá pereche, [devine] pozitiv. Dacá 
sint de nume diferite, se scad; dacá sint de acelasi nume, se aduná ; 
dacá este pozitiv si fárá pereche, atunci [devine] pozitiv; dacá 
este negativ si fárá pereche, atunci [devine] negativ" [42, p. 500]. 

Transcrisá in simbolurile noastre, prima parte a regulii suná: 

(± «) — (± b) = ± (a—b), 

(± a ) — (-F b) = ± (a 4- b), 

0 -(±i) = T¿. 
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Partea a doua a regulii se exprima- astfel: 

(± a ) + (-F b) = ± (a — b), 

(i a ) + (i b) = 4 - (o + b), 

0 + (± b) = ± b. 

Regulile corespunzátoare de inmultire si impartiré nu sint 
expuse in Matemática si nu sint necesare pentru problemele ei. 

Vechii matematicieni chinezi operau in voie cu numere nega- 
tive. In problemele din cartea a VlII-a sint uneori negativo nu 
numai elementele intermediare, ci $i cele initiale ale coloanelor 
tabelului fan-cen (vezi p. 51) si chiar termenii liberi ai ecuatiei. 
Mai mult chiar, invátatii Chinei se apropie de cea inai simplá 
interpretare reala a numerelor negative, dupa cum se vede din 
problema nr. 8 , unde lipsa de bani se exprima printr-un numár 
fu. In problema se cere sá se determine costul unui bivol, al unui 
berbec si al unui porc, in urmátoarele conditii: 1 ) vinzindu-se doi 
bivoli si cinci berbeci si cumpárindu-se 13 porci, rámin 1 000 tiani; 
2) vinzindu-se 3 bivoli si 3 porci, banii ajung exact pentru cumpá- 
rarea a 9 berbeci; 3) vinzindu-se 6 berbeci si 8 porci, se cumpárá 
5 bivoli, dar n-ajung 600 tiani. Tabelul trebuie sá fie: 

—5 3 2 

6—9 5 

8 3 —13 

—600 1000 . 

In regula de rezolvare a problemei se spune: 

„Intocmeste tabelul fan-cen. Stabileste cá 2 bivoli si 5 ber¬ 
beci sint pozitivi, 13 porci sint negativi, iar rámásita de tiani 
este pozitivá. Mai stabileste cá 3 bivoli sint pozitivi, 9 berbeci- 
negativi $i 3 porci — pozitivi; mai stabileste cá 5 bivoli sint nega¬ 
tivi, 6 berbeci sint pozitivi si 8 porci sint pozitivi, iar lipsa de 
tiani este negativa. Calculeazá dupá procedeul cijen-fu“ [12, p.502]. 

Sá observám totodatá cá aici intilnim pentru intiia oará con- 
ditia echivalentá cu o ecuatie cu partea din dreapta nulá: (3x — 

—9 y + 3z = 0). 

Matemática chinezá nu cunoajte solutii negative ale ecuatiilor 
pina la sfirsitul perioadei pe care o analizám. 

Introducerea numerelor negative si a regulilor pentru adunarea 
ji scáderea lor este una dintre cele mai importante descoperiri ale 
invátatilor chinezi. Mai tirziu, numerele negative se ráspindesc- 
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iii matemática indiana; pentru prima oará le gásim aici in operele 
luí Brahmagupta, adicá la inceputul secolului al Vil-lea. In Eu¬ 
ropa. Leonardo Pisano se apropie de introducerea numerelor nega- 
tive la inceputul secolului al XlII-lea, dar intr-o forma explícita 
le aplica doar X. Chuquet la sfirsitul secolului al XV-lea si M. Stie- 
fel. dc-abia la mijlocul secolului urmátor. 

Meritá atentie faptul cá numerele negative se introduc in China 
pentru a se extinde in mod formal algoritmul de rezolvare a ecua- 
tiilor liniare asupra oricáror probleme corcspunzátoare. Un 
fenomcn analog il intilnim mai tirziu in istoricul extinderii notiu- 
nii de numár: dupa cum se stie, matematicienii italieni din se- 
colul al XV-lea introduc numere imaginare pentru a pástra semni- 
ficatia generala a algoritmilor descoperiti de ei in vedcrea rezol- 
várii prin radicali a ecuatiilor de gradul al treilea. 

Ecuatii liniare nedeterminate. Am amintit cá in cartea a Il-a 
din Matemática exista o serie de probleme unde se cere sá se cal- 
culezo costul unuia sau al citorva obiecte, dupa costul unui 
numár dat de obiccte de acelasi fel. Dupa aceste probleme cu pro- 
porlii, in aceeaji carte urmeazá probleme pentru determinarea 
costa luí a douá obiecte diferite. Aceste douá catcgorii de probleme 
sint grupate prin similitudinea intrebárii, dar in esentá ele nu se 
aseaináná. Problemele pentru calculul costului a douá obiccte se 
exprimá prin sisteme de trei ecuatii cu patru necunoscute care se 
pot reduce usor la o singurá ecuatie cu douá necunoscute. In fic- 
care problemá, aceastá ultimá ecuatie are o solutie intreagá 
unicá. 

Iatá prima si cea mai simplá dintre aceste probleme (38): 78 
de trunchiuri de bambus mari si mici costá 576 |iani; se intreabá 
cit costá fiecare? In conditic nu este datá ipoteza cá diferenja 
dintre pre^ul unui trunchi mare si al unuia mic de bambus este 
de 1 tian (acelasi lucru se intimplá in tóate cele 9 probleme) si 
cá preturile se presupun intregi. 

Dacá cantitátile cáutate se noteazá prin x si y, iar preturile 
corespunzátoare pe bucatá — prin u si v, atunci problema se poate 
prezenta prin sistemul: 

x + y = 78, 

ux + cy = 576, (I) 

v=u + l, 
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de unde : 


adicá 


78it -f- y 


576 


u + M.= 7 + 5?. 


78 


78 


Unicele valori pozitive intregi ale lui u si y care satisfac prima si 
ultima ecuatie sint u= 7 ,y = 30, de unde v = 8, iar x = 48» 
Citeva dintre problemele ce urmeazá se deosebesc de precedenta 
prin faptul cá, ceea ce se cumpárá (in cazul dat, fire de mátase) 
se exprima in numere concrete in diferite sisteme de unitáti. 
ín aceste probleme care implica calcule destul de complícate, 
avem: 

, m 

x + y = — , 
n 

ux 4- vy = A, 

v u 1 

ín esentá, rezolvarea consta in aceea cá, sistemul (2), prin Ínter- 
mediul substitutiei: 

x = xn, y' = yn (3) 

se transformá intr-un alt sistem, cu cocficienti intregi: 


[An > m) (2) 


Acum, 


Mai departe, 


x + y' = m, 
ux' vy' = An, 

v = u + 1. 


(1 ) 


urn + y' = An, 

. «' An 
u + — -- 


. An 


u se gáseste ca partea intreagá a lui — > iar y' — 


ca numárátor al pártii fraccionare. 

Regula din tratatul chinezesc aratá doar cum se alcátuieste 

numárátorul si numitorul fractiei din care se gáseste u si y'. 

m 


Extragerea rádácinii pátrate si cubice. Proccdeele din Mate¬ 
mática pentru extragerea rádácinilor pátrate si cubice se bazeazá 
pe dezvoltarea pátratului si a cubului unui binom, despre care,. 
de altfel, nu se vorbejte absolut nimic. Aceste procedee seamáná 
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cu acelea care pina de curind se invátau la cursul de algebra in 
scolile medii (din U.R.S.S.), dar ele au únele particulariláti 
importante. Vom analiza douá exemple din cartea a IV-a folosind 
regulile generale formúlate tot acolo. Regulile sint concise si 
incomplete si au putut fi reconstituite abia de curind [44]. 

Algoritmul pentru extragerea rádácinii dintr-un pátrat sau 
cub perfect intreg, consta in determinarea consecutiva a cifrelor 
fiecárui rang zecimal al rádácinii. Calculul se imparte in atitea 
etape, cite cifre are rádácina. In fiecare etapá calculul constá in 
a gási prin incercári partea intreagá a rádácinii unei anumite 
ecuatii sau inecuatii, de gradul doi sau trei, printr-o substitutie li- 
niará de forma 10 n a: = x 1; si se urmáreste de fiecaie datá ca 
rádácina sá fie mai micá decit 10. Fiecare ecuatie, in afará de 
cea initialá, se obtine din precedenta cu ajutorul unei substi- 
tutii liniare de forma x = p - f- y. Desigur, textul chinezesc nu 
vorbeste despre ecuatii si substitutii, dar calcúlele sint pe 
deplin adecvate celor spuse mai sus. 

Extragerea rádácinii pátrate dintr-un pátrat peifcct o v«m aráta 
pe exemplul ]/ 55 225 (problema 12), care corespunde cu deter¬ 
minarea rádácinii pozitive x = 100 p -(- 10 q 4- r a unei ecua¬ 
tii cu doi termeni: 

z 2 = 55 225. (1) 

Sá scriem pe douá coloane mersul calculelor, lásind de o parte 
detaliile mai putin importante: in coloana din stinga — dupá 
regula reconstituitá din Matemática, iar in coloana din dieapta 
— cu semne algebrice moderne. Numárul cifrelor rádácinii se 
gáseste in esentá ca si in timpurile noastre. 

Determinarea sutelor ridicinii 

Pe abac se inscrie numárul dat, 
adicá „deimpártitul“ — §i, iar 
in dreptul rangului zecilor de mii 
punem un fze-suan , adicá un basto- 
nas care reprezintá numárul 10 000 


Alegem prima cifrá a rádácinii 
p = 2 cel mai mare intreg, astfel 


5 52 25 si 

1 00 00 tze-suan 


Luám in fl) 

x = lOO-Xj 

unde Xi — p -(- y, cu p 
intreg, 

p < 10, 0 y < 1. 
Avem: 

10 000 X¡ = 55 225. (1') 
Alegem p = 2, astfel incit 

*j = 2 + y- 
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incit (p • 10 000) • p 55 225 sau 
p 2 5. Aceastá cifra o introducem 
in linia rádácinii jan deasupra 
numárului dat, la rangul sutelor. 

La rangul zecilor de mii, cores- 
punzátor cifrei gásite p = 2, pu- 
nem douá bastonase care repre- 
zintá „impártitorul“ — ja, egal 
cu p -10 000, adicá 20000. a$a- 
numitul so-de: 


¡ 2 fani 

5 52 25 si 
2 00 00 fa 

j i 00 00 tzc-suan | 

Impártim pe prin fa, citul 
este o cifra gásitá a rádácinii, 
restul il scriem in locul lui $i, in- 
locuind prima cifra a lui $i, adicá 
pe 5 prin 1: 

2 fani 

1 52 25 rest 
¡ 2 00 00 fa ¡ 

¡ 1 00 00 tze-suan 


Dacá se introduce 3^ = 2 -\-y 
in (1') atunci se obtine: 

40 000 + 40 000 y + 

+ 10 000 y 2 = 55 225. 

sau: 

40 OOOi/ +10 OOOj/ 2 = 15 225. 

( 2 ) 

Matcmaticienii chinezi gá- 
sesc restul 15 225 nu prin 
scádere, ci prin impártire 
cu fa = 2 10 000. 

In regulá se aratá cum se 
alcátuiesc coeficientii ecu- 
atiilor (2) si (2') care se dá 
mai departe. 


Dublám pe fa si apoi cifra 4 o 
mutám cu un rang spre dreapta, 
ceea ce ne dá „impártitorul fixat“ 
— din-ja, adicá 4 000. Mutám pe 
}ze-suan cu douá ranguri spre dreap¬ 
ta . 


Luám in (2) 10 y = y 1 . 
Aceasta ne dá (2') (vezi 
mai departe). 
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Determinarea zecilor rádácinii 


Acum avem schema pentru deter¬ 
minarea numárului zecilor rádá¬ 
cinii q: 


2 3 fani 

i 1 52 25 rest i 

j 40 00 din-fa ! 

1 00 tze-suan 

Luám q = 3 ca cel mai mare numár 
intreg care satisface inegalitatea 
(2”) din dreapta (probabil, im- 
pártind restul prin din-fa) 1 . 

De fapt, in regulá nu se spune 
cum se gáseste q. Cifra 3 gásitá 
o introducem in linia jan in rangul 
zecilor. Noul (ze-suan, adicá 100, 
il inmultim cu numárul zecilor 
rádácinii, adicá cu 3, ceea ce ne 
dá un nou so-de egal cu 300. Acest 
produs 300 il adáugám la din-fa, 
adicá la 4 000, ceea ce ne dá un 
nou din-fa 4 300. Restul 15 225 il 
impártim cu din-fa 4 300, obtinind 
la cit cea de-a doua cifrá a rádácinii 
gásitá inainte (totodatá verificám 
si cifra gásitá) si un nou rest 2325. 
La noul din-fa adáugám noul so-de, 
adicá 300. Suma 4 300 si 300, asa- 
numitul (zun din-fa sau „impárti- 
torul fixat suplimentar", adicá 
4 600, il mutám cu un rang spre 
dreapta. Pe (ze-suan il mutám din 
nou cu douá ranguri spre dreapta. 


4000 yi + 100 y\ = 15 225, 

( 2 ) 

unde 

2/i = 1 + z, 
cu q intreg, 

q < 10, 0 < z < 1, 
asa incit 

(4000 + q) -q <15 225 (2") 
si 

q = 3, iar 2/1 = 3 + 3 . 
Dacá se serie (2') sub forma 
(100J/X + 4000) yi = 15 225 

si se introduce 

yi = 3 + z, 
atunci obtinem: 

[100 (3 + 3 ) + 4000] 

•(3 + 2 ) = 15 225, 

adicá: 

(300 + 400 + 100 z) X 
X (3 + z) = 15225, 


sau: 

(4300 + 100 2 ) • (3 + z) = 
- 15 225. 

ín partea din stinga, ter- 
menul líber este 12 900, 
iar coeficientul lui 3 este 
4 300 + 300. 


1 Despre folosirea „impártitorilor“ pentru alegerea cifrelor rádácinii in 
matemática indianá, vezi mai departe la pp. 139-140—ÍY..4. 
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Í Obtinem ecuatia: 

4 600 2 + 100 z 2 = 2325. (3) 

Restul 235 din stinga se 
aflá din nou prin impar¬ 
tiré si nu prin scádere. ín 
regula se aratá cum se al- 
cátuiesc coeficientii ecu- 
atiilor (3) si (3'), care 
apar mai departe. 

Luám in (3) 1Ó z = z x = r. 
Acesta ne va da (3') (vezi 
mai departe). 


üelerminarea unitátilor rádácinii 


Avem acum schema pentru de- 
terminarea unitátilor rádácinii r: 


2 3 

23 25 rcst 
4 60 tzun din-fa 
1 tze-suan 


460 2l + z; = 2 325 (3') 

-i = r = 5, 

x = 200 + 30 + 5 = 235. 


De unde r = 5 (poate cá cifra 
urmátoare a rádácinii se alege la 
fel prin impártirea restului cu 
[zun-din-fa). 


Pentru comparatie prezentám mai jos textul regulii: 

„Stabileste aria [pátratului] drept de impártit. la un bastonas 
si páseste peste una [coloaná]. Judecá pe so-de. Prima [cifra a- 
leasá a rádácinii] inmulteste-o cu (ze-suan, acesta este impárti- 
torul. Imparte [prin el]. Dupá impártire,“dubleazá impártitorul, 
acesta este impártitorul fixat. Ínapoiazá-1 [cu o diviziune], 
[vei obtine] impártitorul [fixat] micsorat. Dedesubt, intoarce 
inapoi cu un pas bastonasul asezat. [Continuál ca si inainte. 
O [cifrá] aleasá inmulteste-o cu aceasta. Pe so-de adaugá-1 la impár¬ 
titorul fixat [micsorat]. $i imparte. Adaugá peso-de la impártitorul 
fixat, scurteazá-1 prin inapoiere, vei obtine impártitorul supli- 
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mentar fixat [micsorat]. Mai departe, la fel ca mai sus [42, pp. 
468—469], 

ín terminología din Matemática se oglindeste legátura dintre 
operatiile de impartiré si de extragere a rádácinii. Numárul de 
sub radical se numeste $i — deimpártit, unul din numerele auxi¬ 
liare ale fiecSrui pas este fa (sau din-fa sau fzun din-ja ) — impárti- 
tor si cu aceste fa se imparte succesiv fiecare rest. O asemenea 
legátura este conditionatá probabil de faptul cá extragerea rádá- 
cinii pátrate fusese necesará intr-o problema de geometrie inru- 
ditá indeaproape cu o alta problema in care solutia se gasea prin 
impartiré.In cartea a IV-a sint date mai intii problemele unde se 
cere sá se determine latura unui dreptunghi, fiind data aria si o 
alta laturá, iar dupa ele urmeazá probleme pentru determinarea 
laturii unui pátrat dat. In ambele cazuri aria se considera ca deim- 
párt.it; regula pentru extragerea rádácinii incepe cu cuvintcler 
„stabileste [pe abac] aria drept deimpártit". Probabil cá extrage¬ 
rea rádácinii pátrate se considerá ca un caz al impártirii, unde 
citul este egal cu impártitorul. Se stie cá in literatura medievalá 
europeaná, extragerea rádácinii pátrate si cubice era considc- 
ratá ca o variantá a impártirii. Chiar si R. Descartes considera 
extragerea rádácinii de orice indice natural ca o formá a im- 
pártirii. 

Un interes deosebit il prezintá formarea ecuatiilor auxiliare 
dupá substitutia x = p + y. La baza intregii operatii de extragere- 
a rádácinii se aflá regula: 

(a + 6) 2 = a 2 + 2 ab + 6 2 , 

dar toemai ea nu se foloseste direct in cazul acestei substitutii. 

Sá analizám trecerea de la ecuatia: 

100 yf+ 4000 yi = 15 225 (2') 

la ecuatia: 

100 z 2 + 4600 z = 2 325. (3) 

Introducind j/ a = 3 + z in (2') si deschizind parantezele, in 
100-(3 + z) 2 + 4000-(3 + z) = 15 225,1 

am fi obtinut coeficientul lui z sub forma 100-3*2 + 4 000 = 
= 4 600, iar termenul líber din stinga, sub forma 100-3 2 + 4 000-3 
- 12 900. In Matemática calcúlele se conduc altfel. Mai intii se 
formeazá „impártitorul“ — noul din-fa 3-100 -)- 4 000 = 4 300. 
Acest „impártitor“ 4 300 se foloseste pentru a determina termenul 
líber al ecuatiei (3) ca un rest al impártirii lui 15 225 prin 4 300 p 
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impártirea serveste totodatS si pentru a verifica dacá este buná 
sau nu cea de-a doua cifra a r&d&cinii. Afará de aceasta, „impárti- 
torul“ 4 300 adunat cu 3-100 da coeficientul lui z care se obtine 
acum prin intermediul unei adunári si nu subforma 40004-100-3-2- 
Un asemenea procedeu de formare a ecuatiei (3) ar fi putut aparea 
dacá (2') s-ar fi scris mai intii sub forma: 

(100 í/j + 4000) y 1 = 15 225, 

unde y^ = 3 -)- z, iar mai departe calculul s-ar fi efectuat dupa 
cum s-a arátat in coloana din dreapta la p. 59. Sá observám pentru 
cele ce urmeazá cá mersul calculelor se poate prezenta sub forma 
urinátoarei scheme, care diferá doar prin asezarea scrierii: 

100 4 000 15 225 

+ 100-3 — 4 300-3 
4 300 
+ 100-3 
4600 

100 

Particularitátile indicate mai sus, simplificind calcúlele si 
fiind foarte naturale pentru calculul pe abac, se manifestá si la 
■extragerea rádácinii cubice. 

Sá observám in prealabil cá ecuatia 

ay 3 -f bxf -f cy = d, (4) 

prin substitutia y = p + z, se transformá in 
az 3 -f- (3 ap 4- b) z 2 4" (3 ap 2 4- 2 bp 4 c) z = d — ( ap 3 + bp 2 + cp). (5) 

Coeficientii din (5) se pot calcula dezvoltind (p 4- z) 2 si (p 4- z) 3 , 
si reducind apoi termenii asemenea. Dar ei se pot calcula si in 
succesiunea urmátoare: 

l( a y + b) y + c] y = {[a (p + z) 4- 6] (p + =) 4- c} (p + z) 
sau, ceea ce este acelasi lucru, dupá schema: 
abe d 

4- a p 4- bp + ap 2 cp + bp 2 4- ap 3 

b 4- ap c 4" bp 4- a P 2 d —(cp 4 - bp 2 4^ n P 3 ) 

+ ap + bp 4- 2 ap 2 

b 4 - 2 ap c 4 - 2 bp 4 - 3 ap 2 

+ a P 

b 4 3ap 
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Aceastá schemá, care in prezent se numeste schema lui Horner, 
impune de fiecare data doar inmultirea cu p, si, in rest, numai 
adunári; de fapt am intilnit-o si in cazul transforniárii ecuatiei 
de gradul al doilea. 

Extragerea rádácinii cubice din Matemática seamáná in multe 
privinte cu schema lui Horner. 

Sá calculám rádácina cubica dintr-un cub perfect 1 860 867 
(problema 19), adicS sá rezolvSm ecuatia cu doi termeni: 

i 3 = 1 860 867. (6) 

Pentru simplitate, tóate calcúlele le vom efectúa prescurtat si 
vom folosi notatiile noastre. 

Notám x = 100 Din 

1 000 000 x 3 = 1 860 867, (6') 

prin incercári gásim: 

*í = l + y (0 < y < 1). 

Ecuatia (6') se transforma in ecuatia: 

1 000 000 y 3 + 3 000 000 y 2 + 3 000 000 y = 860 867 [7) 

(materna tic ienii chinezi gásesc acest „rest“ prin impartiré cu 
ja). Not&ni 10 y = y l \ atunci: 

1000 y 3 + 30 000 y\ + 300 000 yi = 860 867. (7') 

Prin incercári gásim partea intreagá a lui y 1 : 

j/! = 2 + z (0<z<1). 

Sá analizám acuni trecerea la ecuatia auxiliará urmátoare in 
raport cu z, folosind ecuatiile literale (4) si (5). Mai intii se 
gáseste in ordinea indicatá valoarea: 

app+ bp + c= 1 000-2-2 + 30 000-2 + 300 000 = 364 000. 

Impártind termenul líber din (7), adicá 860 867 prin acest 
numár, se obtine la rest termenul liber al ecuatiei cáutate, adicá: 

d — (< ap 3 + bp 2 + cp) = 132 867. 

Apoi se calculeazá: 

app■ 2 + bp = 4 000-2 + 60 000 = 68 000, 
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■si se formeazá coeficientul lui z: 

( a PP + bp -f- c) + ( app - 2 + bp) = 3 ap 2 + 2 pb c = 432 000. 

ín sfirsit, 

ap = 2 000, ap- 3 = 6 000, ap- 3 + 6 = 36 000; 
ultimul este coeficientul lui z 2 . Astfel se obtine: 

1 000 z 3 + 36 000 z 2 + 432 000 z = 132 867, (8) 

iar cu ajutorul substitutiei 10 z = z 1 se obtine ecuatia: 

z\ + 360 z 2 + 43 200 z = 132 867, (8') 

■de undc z 1 = 3 si x — 123. 

Ulterior, matematicienii chinezi au transformat algoritmul ex- 
tragerii rSdácinilor pStrate si cubice intr-o metodS generala de 
■calcul al rSdScinilor ecuatiilor algebrice cu coeficienti numerici. 

Descrierea extragerii rádScinii pátrate si cubice din Matemá¬ 
tica este cea mai veche pe care o cunoaste istoria. In literatura 
greacá, extragerea rádacinii pátrate bazatá pe deseompunerea 
pátratului unei sume, se intilneste pentru intiia oará in comenta- 
riile lui Teon din Alexandria la lucrarea de astronomie a lui 
Ptolemeu. Regulile pentru extragerea rádacinii pátrate si cubice 
le gásim apoi la indianul Aryabhata, in jurul anului 500, iar mai 
■tirziu la alti invátati din India, precum si in literatura arabá. 
Regula pentru extragerea rádácinii pátrate se intilneste in Eu¬ 
ropa abia in al doilea sfert al secolului al XH-lca iar cea pentru 
■extragerea rádácinii cubice — la Leonardo Pisano. 

In exemplele pentru extragerea rádácinilor din cartea a IV-a 
din Matemática se intilnesc numere mari. In problema nr. 24 
se cere sá se determine diametrul unei sfere cu un volum 

de 1644 866 437 500 ci, dupá regula d = ^ ——— (vezi p. 81); 

adicá d = 14 300 ci. 

Pentru rádácinile pátrate din fractii cu numitor nepátratic, 
se recomandá regula: 



¿ar pentru rádácinile cubice, regula: 



64 



Regula extragerii rádácinii pátrate dintr-un numár intreg se 
incheie in cartea a IV-a cu indicatia cá daca operatia nu se efec- 
tueazá pina la sfirsit atunci „se poate continua, ca inainte". Nu 
este exclus cá aici se are in vedere calculul pártii fraccionare a 
rádácinii in fractii zecimale. E adevárat cá o asemenea intelegere 
a textului nu este confirmatá de vreun exemplu, dar in principiu, 
continuarea operatiilor dincolo de partea intreagá a rádácinii 
nu prezintá dificultáti, trebuind introduse doar niste coloane 
noi in abac 1 . 

Sá mai observám cá matematicienii chinezi cunosteau reguli 
aproximative pentru extragerea rádácinii pátrate din numere care 
nu erau pátrate perfecte. De pildá, Liu Huei foloseste aproximá- 
rile si inegalitátile 

a H--— < |/ a 2 + r < a + — > 

2 a + 1 2a 

unde a 2 este cel mai mare pátrat intreg continut in a 2 + r. 

Probleme care conduc la ecuatii de gradul al doilea. Rezolva- 
rea ecuatiilor de gradul al doilea nu constituie obiectul unui ca¬ 
pítol separat in Matemática. Citeva probleme de acest gen, printre 
áltele, de gradul I, apar in cartea a IX-a consacratá aplicatiilor 
teoremei lui Pitagora. Pentru rezolvarea problemelor ce conduc la 
rezolvári de ecuatii de gradul al doilea se folosesc douá metode 
diferite. 

Una este echivalentá cu regula noastrá de rezolvare a ecuatiei 
de gradul al doilea cu trei termeni. O intilnim in problema 11 
pentru determinarea laturilor unui dreptunghi pentru care sint 
date diferenta x — y = l = 6,8 si diagonala [/x 2 + y 2 = d = 10. 
Transformárile intermediare nu se dau in text. Necunoseutele se 
calculeazá dircct dupá regulile: 

-FílMÜ + r’'‘ 

Dacá din condi^iile date se climiná x si se calculeazá y ca 
rádáciná pozilivá a ecuatiei 

2 y 2 + 2 ly + l 2 = d 2 , 

1 Cuvintele date intre gliiliinele nu sint única traducere posibila a textu- 
ltii originar neclar. Vezi [42, p. 540] si [44, p. 364] — A’. A. 
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prin formúlele noastre obisnuite, atunci schema pentru determi- 
narea lui y va fi diferitá de cea din Matemática. In tratatul lui 
Ian Huei, Explicaría amánun(itá a regulilor matematice din cele 
nouá cárfi fi ñaua lor clasificare (Sian fze (ziu cijan suan fa fzuan lei) 
publicatS in anuí 1261, mersul rezolvárii se explica in felul ur- 
mátor. Prin eliminarea lui x problema se reduce la o ecuatie com¬ 
pleta de gradul al doilea, scrisS sub forma 


Scázind pe 2 
restul la doi 


de unde: 


W+<[j ] 2 + / >~y = <p- 

’ l \2 

— I din ambele párti ale egalitátii si 


obtine 





impártind 




2 


x = y + l- 


Trebuie avut in vedere cS Ian Huei si-a scris comentariul la 
Matemática cu peste un mileniu mai tirziu. Mu este exclus cS in 
perioada Han, problema nu s-a redus dintr-o data la o ecuatie 
completa de gradul al doilea, ci la una binomS, necesitind numai 
simpla extragere a rádScinii pStrate. Solutia se poate obtine in- 
troducind necunoscuta auxiliará z, media lui x si y; cu cit x este 
mai mare decit z, cu atit y este mai mic decit z si, deoarece dife- 
renta x — y este l, avem: 

x = 2 + Y- y = z— i• 

De aici, 

(’ + ÍN‘-t) w 

2z* + 2 (^-J 2 = d 2 
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etc. O asemenea ipotezá este destul de verosimilá. TransformSrile 
ce se aplica aici sint pe deplin accesibile celor care au intocmit 
Matemática. íntr-adevár, transformSrile liniare se folosesc de 
fapt la extragerea rádacinilor. Formarea mediei aritmetice se 
intilneste de asemenea in tratat: in cartea I exista probleme 
pentru egalarea citorva fractii— formarea mediei lor aritmetice. 
Heducerea sisteme lor 

x + y = a, \ 

xij = b I 

la o ecuatie binomá prin substitutii liniare se folosise, dupa cum 
se pare, inca in Babilon. Sá observám cS in textele cuneiforme 
exista probleme care se deosebesc de cele analízate, numai prin 
dátele lor numerice; totusi, mersul calculelor este acolo altul. 

Oricum ar f¡, formula pentru rezolvarea ecuatiei complete de 
gradul al doilea, cunoscutá babilonienilor si elenilor, nu este do- 
veditá in stiinta chinezá din perioada Han. Totodatá, este incon- 
lestabil cá pentru rezolvarea unor asemenea ecuatii, autorii 
Matematicii aplica o alta metodá, si anume, algoritmul descris 
mai sus pentru extragerea rád&cinii pátrate dintr-un numSr. In 
fiecare etapa a acestei operatii, adicá a rezolvárii unei ecuatii de 
gradul al doilea, dupa ce se gáseste prima cifra, trebuie álese 
numere care sá satisfacS inegalitáti sau ecuatii de gradul al 
doilea cu trei termeni, de forma: 

x 2 + px < q. 

Cind apareau probleme exprimate nemijlocit printr-o ecuatie 
completa de gradul al doilea, invátatii chinezi isi indreptau 
desigur atentia asupra legáturii dintre acestea si problema ce se 
pune in permanentá la extragerea rádacinilor pátrate. Solutia 
prin radicali, adicá reducerea ecuatiei trinóme la una binomá, 
n-are importantá practicá in aceste conditii si poate prezenta 
•doar un interes pur teoretic ; din punct de vedere al calculului, 
solutia prin radicali este adeevatá doar cind se dispune de tabele 
amánuntite de rádácini pátrate. 

Primele ecuatii trinóme de gradul al doilea la care se aplicá 
algoritmul de extragere a rádácinii pátrate sint toemai ecuatii 
de forma: 

x 2 + px = q- 

ele au totdeauna o rádáciná pozitivá unicá. Iatá, de exemplu, 
problema 20 din cartea a IX-a care duce la o asemenea ecuatie: 


5* 
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pe mijlocul fiecárei laturi a unui oras de forma pátratá exista cite 
o poartS. La 20 bu spre nord de poarta nórdica se aflá un stilp. 
Dacá de la poarta sudicá ne depártám cu 14 bu spre sud si cotim 

spre apus cu 1 775 bu, atunci 
stilpul devine vizibil. Care este 
lungimea laturii pátratului? 

Deducerea ecuatiei respective 
de gradul al doilea 1 si mersul 
rezolvSrii ei nu se dau (fig. 4). 
Textul regulii este lotusi pe de- 
plin ciar. El aratá cum se alcátu- 
iesc coeficientii, iar terminología 
regulii stá márturie cá in rezol- 
varea problemei se aplica algorit- 
mul de extragere a rádácinii pátrate. Regula sunáastfel: „canti- 
tatea de bu, parcursá de la poarta nórdica, inmulteste-o cu canti- 
tatea dublS de bu [parcursá] spre vest, acesta este deimpártitul 
[fi]. Aduna cu cantitatea de bu parcursá de la poarta sudicá — 
acesta este impártitorul suplimentar [\zun-ja], Éxtrage rádácina 
pátratá si aceasta va fi latura orasului“ [42, p. 511]. Asadar, se 
recomandá sá se alcátuiascá j¿ — deimpártitul 2-20-1 775 si 
lzun-fa 20 + 14. Prin aceasta, calculatorul se aflá inaintea acelei 
faze de extragere a rádácinii pátrate in care trebuie gásitá solutia 
(x — 250) a ecuatiei: 

* 2 + (20 + 14) x = 2- 20- 1 775. 

Tocmai printr-o asemenea metodá se rezolvá mai tirziu ecuatiile 
de gradul al doilea. Ian Huei explicá destul de amánuntit si ilus- 
treazá geometric metoda pe un exemplu de ecuatie analizat de 
Liu I (in jurul anului 1080), si anume: 

x* + 12 x = 864. 

Nu stim cind apar in matemática Chinei probleme ce duc la 
ecuatii de gradul al doilea de alte forme. Dupá cum afirmá Ian 
Huei, Liu I rezolva ecuatii cu coeficienti numerici de forma: 

— x z + ax — b si x 2 — ax — b. 

Este posibil ca ecuatii de ultima formá sá le fi rczolvat incá 
Tzu Ciun-ciji, in secolul al V-lea. 

1 Ea se obtine usor, de pildü prin asemánarea triunghiurilor ABC si 

DEC — N.A. 



Fig. 4 
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O asemenea forma canonicá, in care apar coeficienti negativi, 
este legatá incontestabil de dorinta de a se folosi o schemá única 
ile rezolvare in tóate trei cazurile. Fenomene analoge se intilnesc 
in algebra indiana (vezi mai departe). ín alte tari din antichitate 
si evul mediu, ecuatiile de gradul al doilea erau reduse la forme 
canonice cu coeficienti pozitivi si de aceea se obtineau trei reguli 
de rezolvare oarecum diferite. 


Geometría; aplicatii ale proprietátilor triunghiului dreptun- 
ghic. Dátele cele mai timpurii cu privire la notiunile de geome- 
trie ale chinezilor se refera la secolele al XlII-lea—al Xll-lea i.e.n. 
Acestea sint niste ornamente pe diferite obiecte uzuale descoperite 
in timpul unor sápáturi arhéologice — printre áltele reprezentári 
ale unor poligoane cu 5, 7, 8 si 9 laturi. ín dezvoltarea ulterioaránu 
intilnim insá un studiu spécial al poligoanelor si poliedrelor regú¬ 
late care au jucat un rol atit de important in geometria vechilor 
greci. 

Relatia intre laturile triunghiului dreptunghic atrage de mult 
atentia matematicienilor chinezi. Conform lucrSrii deastronomie 
Tratat matematic despre cijou-bi [Cijou-bi 1 suan fiin], scrisS ina- 
intea Matematicii, asa-numita teorema a lui Pitagora pentru laturi 
egale cu 3, 4 si 5 ii era cunoscutá inca lui ípan Gao, aproximativ 
cu 1 100 de ani i.e.n. 2 

Conform aceleiasi surse, in cazul general, teorema este cunos- 
cuta lui Cien-Jzi, care a tráit aproximativ in secolul al Vi-lea 
i.e.n. [45]. Dupa cum s-a mai spus, teorema capátá o larga apli¬ 
care in cartea a IX-a din Matemático. Am analizat mai inainte o 
asemenea problema. lata si alte citeva probleme care meritá 
atentie. 

In centrul unui bazin cu latura (2a = ) 1 cijan = 10 ci, creste 
stuf care se ridicS deasupra apei cu (h = ) 1 ci. Dacá se apleacS 
stuful, el ajunge pina la mal. Care este adincimea apei ( x )? Re- 
gulii ii corespunde urmátoarea formula si rSspuns: 


x 



12 ci. 


Rezolvarea problemei nr. 6 s-ar putea obtine imediat din teorema 
lui Pitagora : 

[x -(- h) 2, — x z = a 2 . 


1 Cijou-bi — prájiná pentru másurarea umbrei Soarelui — N.A. 

2 Judecind dup'3 cronici mai tirzii, acest caz era cunoscut cu 2 200 de ani 


i.e.n. — A r ..4. 
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Li Huei in comentariul sáu explica identitatea 
(x + h) 2 — x 2 = 2xh + h 2 


printr-o figura de gnomon caracteristicá pentru algebra geométrica 
a grecilor. E deosebit de interesant faptul cS aceeasi problema, 
se intilneste mai tirziu la indianul Bhaskara (secolul al Xll-lea),, 

dar cu alte date numerice: h = — ¡ a = 2 (vezi p. 120). 


Dacá se fringe trunchiul vertical al unui bambus de 10 ci inál- 
time si virful lui se trage in jos, el va atinge pámintul la 3 cí 
de la baza. La ce in&ltime este frint bambusul? Ráspuns: 


x -= 



AceastS problema (nr. 13) cu alte date o intilnim in India la 
Brahmagupta in prima jumátate a secolului al Vil-lea si la Bhas¬ 
kara in secolul al Xll-lea. 

ín problema 14 se foloseste regula detcrminSrii triunghiurilor 
dreptunghice cu laturi rationale sau intregi, bazata pe identitatea: 


P 2 



+ ( i "?) 2 = ' 


P 2 + <? 2 
2 


2 


Aici este vorba despre determinarea drumurilor parcurse de doí 
pietoni dupa conditia: amindoi pornesc din acelasi loe cu vitezele 
7 si 3, primul merge spre sud parcurgind distanta 10, iar apoi 
porneste oblic, astfel incit sá se intilneasca cu cel de-al doilca 
care merge tot timpul spre est. Textul regulii propune sS se alcS- 
tuiascS numerele: 


72 + 32 


72 _ 


7 2 + 3 2 


72 _ Q2 

adicá -- si 7-3; 

r» ’ 


drumurile parcurse oblic si spre est se calculeazá respectiv astfel: 


si 



7 a + 3 2 
2 


[10-(7-3)] 



7 2 + 3 2 ) 

2 J 


72 + 3 2 1 

2 j 
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Solutia poate fi prezentatá in felul urmátor. Insemnám prin x 
sí y catcta de est si cea de sud, iar prin z ipotenuza ; atunci din 


•x 3 a 2 — B 2 

-= — si x : y: z = aB :-— 

y + z 7 J ^ 2 


«£+JP 

2 


rezulta ca: 


£ 

a 


£ 

7 ' 


Luínd p = 3, a = 7 si stiind cá y = 10, gásim pe a: si z: 

yf £±£l 

x =-^_= 10—, z =—-— = 14 — . 

a 2 — p 2 2 a 2 — P 2 2 

2 2 

Tripleto de numere intregi care sá satisfacá ecuatia nedeter- 
ininatá 

x 2 + y 2 = z 2 

stiau sá le gáseascá inca grecii, iar inaintea lor babilonienii. 
Regula 

y : z = 2«P : (« 2 — P 2 ) : (« 2 + P 2 ), 

care exprima tóate tripletele posibile de numere pitagoreice reci- 
proc simple prin intermediul a 2 parametri reciproc simpli si de 
paritate diferitá a si P, era cunoscutá de babilonieni si greci. 
Aceastá regula decurge direct din propozitia 6 din cartea a Il-a 
a Elementelor lui Euclid, desi acolo nu este prezentatá in mod 
explicit. In secolul al IX-lea aceeasi regulá este exprimatá de 
indianul Magavira, la inceputul secolului al XlII-lea de Leonardo 
Pisano, iar la síirsitul secolului al XVI-lea de F. Viéte. 

ín problema 4 se cere sá se taie dintr-un bustean rotund de 
un diametru dat o grindá de sectiune dreptunghiulará de grosime 
datá. In rezolvare se foloseste teorema lui Pitagora, presupunin- 
du-se implicit cá unghiul inscris in semicerc este un unghi drept. 
Aceeasi proprietate se exprimá in alt mod in Tratatul despre 
cijoii-bi, unde se explicá cá virfurile triunghiurilor dreptunghice 
construite pe diametrul cercului se aflá pe circumferintá [38]. 

Trebuie sá mai amintim si problema 5 in care se cere sá se 
determine lungimea arcului a 7 spire de elice: se considerá un 
copac de 2 cijani ináltime, iar circumferintá de 3 ci. La picioa- 
rele lui creste o pueraria 1 . Prin 7 spire ea se ridicá in jurul copa- 

1 Arbust urcator (liana) cultivat ca planta ornaméntala — N.R. 
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cului pina la virful luí. Care este lungimea puerariei? RSspuns: 
2 cijani, 9 ci, aplica ]/ 20 2 + (7 • 3) 2 , solutia s-a obtinut desigur 
prin desfásurarea cilindrului pe un plan. 

ín cartea a IX-a nu se vorbcste nimic despre procedcele de 
rezolvarc a problemelor. In problemele 15 si 16 pentru calculul 
laturii pátratului si al razei cercului inscris intr-un triunghi 
dreptunghic dat poate cá s-a folosit descompunerea suprafetei 
in párt.i, iar in primul caz si asemánarea triunghiurilor. Asemá- 
narea stS si la baza unei serii de probleme pentru determinarea 
laturii unui oras de forma pStratS si in ultímele trei probleme 
din cartea a IX-a, in care se determina distantele pina la un obiect 
inaccesibil, ináltimea unui munte si adincimea unui put. Aceste 
probleme sint foarte elementare si nu ne vom opri asupra lor. 

Problemele folosind teorema lui Pitagora si asemánarea triun¬ 
ghiurilor dreptunghice capátá ulterior o importantá ráspindire 
in China. Inca in secolul al XVII-lea, Li lui sistematizeazá 
in 25 de grupe problemele pentru gásirea oricáror elemente ale 
unui triunghi dreptunghic sau combinatii ale lor, dupa diferite 
legáturi date intre ele. Metoda de rezolvare a lui Li lui, la fel 
ca si la indepártatii lui precursori, este algébrica. 

ín istoria geometriei practice, un loe important il ocupa com- 
pletarea la comentariul lui Liu Huei, extrasá mai tirziu separat 
intr-un Tratat malemalic despre o ínsula marina (Hai tao suan 
fzin), direct inruditá cu ultímele probleme din Matemática in 
nouá cárfi. In secolul al Vil-lea acest tratat a fost inclus in cule- 
gerea „Zece trátate model de matemática" [46]. 

Tratatul despre ínsula marina este consacrat determinárii 
distanj.ei pina la obiecte inaccesibile ji a dimensiunilor lor. 
Lucrarea a cápátat aceastá denumire dupa prima dintre pro¬ 
bleme, in care se vorbeste despre másurarea de pe mare a ináltimii 
unei insule. Tratatul contine rezolvarea a nouá probleme. Afará 
de ináltimea insulei (1), in el se mai determiná: 2) ináltimea 
unui pom asezat pe un deal, 3) ináltimea unui oras depártat in- 
conjurat de un zid, 4) adincimea unei ripe, 5) ináltimea unui turn 
situat pe cimp si privit de pe un deal, 6) látimea gurii unui riu, 
7) adincimea unui iaz cu apá limpede, 8) látimea unui riu privit 
de pe un deal, 9) ináltimea unui oras vázut de pe un munte. 
Este incontestabil cá tóate regulile s-au stabilit din eonsideratii 
de asemánare. Iatá cea de-a doua problemá a lui Liu Huei: „Pe 
un deal creste un brad de ináltime necunoscutá. Jos, pe cimp, 
se aflá douá prájini, avind fiecare o ináltime de 20 ci (a), fiind 
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sitúate pe aceeasi dreaptS cu copacul si la o distantá de 50 cijani 
(b) una de alta. Virful copacului si virful primei prájini formeazá 
o dreaptá al cárei capát intersecteazá linia pámintului la o dis¬ 
tantá de 7 cijani si 4 ci in spatele prájinii (c); in acest punct 
baza copacului másoará 2,8 ci (e) de la virful pr&jinii. Virful 



copacului mai formeazá o linie dreaptá cu virful celei de-a doua 
prájini din spate si un punct de pe pámint situat la 8 cijani 5 ci 
in spatele prájinii (d). Se cere sá se afle ináltimea ( x ) a bradului 
si distanta (y) de la prima prájiná piná la deal“ [46, p.254]. 
Regula lui Liu Huei corespunde urmátoarelor formule (fig. 5): 


x = 


be 

d — c 


+ e, y = 


be 

d — c 


Ulterior, asemenea probleme formeazá obiectul de studiu al 
multor matematicieni europeni si ele intrá in manualele de 
geometrie practicá, de artá militará etc. de la inceputul Renasterii. 

Másurarea figurilor plañe. In cartea I din Malemalica se pre- 
zintá regulile pentru determinarea ariei dreptunghiului, triunghiu- 
lui, trapezului, cercului, a sectorului si a segmentului de cerc, 
precum si a coroanei circulare. 

Dacá insemnám prin d diametrul unui cerc (chinezii antici la 
fel ca si grecii antici n-au un termen special pentru razá), iar 
lungimea circumferintei prin c, atunci cele patru reguli din 

cartea I pentru calculul ariei S a cercului se vor exprima prin 

formúlele: 

^_ c d cd (¿-fig cc 

— 2 *T — T _ T* — 12' 

Valoarea lui n se ia aici egalá cu 3. Aceastá valoare e folositá 
cu mult inainte in Babilonul antic, ea se gáseste si in Biblie, iar 
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in literatura chinezá se intilneste mai devreme in Tratatul ma- 
tematic despre prájina de mdsurat si se foloseste atit pentru aria 
cercului, cit si pentru lungimea circumferintei. Sá observám cS si 
in Babilon se foloseste o formula ce exprima aria cercului prin 
lungimea circumferintei. 

Aria sectorului se determina dupa lungimea s a arcului sáu 
(regula de calcul a acestuia prin intermediul altor date nu 


se prezintá), fiind egalá cu — . Aria 

4 


coroanei circulare se 


exprima prin formula elegantS: 


C| -J- c* di -f d 2 
2 ’ 2 


ín sfirsit, aria segmentului definit de o coardS de lungime l 
si avind ináltimea h se calculeazá dupa formula aproximativá: 

Ih + h* 

(T = -. 

2 

In cuprinsul unui semicerc, ea da aproximári in minus cu atit mai 
mari, cu cit este mai mica ináltimea segmentului. Dacá se ia 
l = l,.atunci eroarea relativa § a acestei formule, adicá raportul 

<5 = —-in care g si a' (valoarea reala a ariei) sint luate 

a' 

cu o exactitate pina la 10~ 4 , variazá in felul urmátor: 


h 

a 

a' 

s 

0,01 

0,0050 

0,0067 

25,0°/ 0 

0,10 

0,0550 

0,0672 

18,2% 

0,30 

0,1950 

0,2137 

8,8 % 

0,50 

0,3750 

0,3927 

4.5% 


Pentru h 0 raportul — —* 0,75 si S —> 25%. Ín cazul li — r, 

a' 

adicá in cazul semicercului, formula chinezá pentru aria seg¬ 
mentului ne dá valoarea exactá pentru 7t = 3, dar si pentru aceastá 
valoare a lui 7t, aproximárile pentru segmente cu un h mic sint 
foarte grosiere, si anume mai proaste chiar decit insási aproxi- 
marea lui n, care are o eroare de circa 5%. Pentru semicerc, 

d r 

g = -r • 

2 
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asadar pentru aria unui trapcz, una dintre laturile cáruia este 
diametrul cercului, cealaltá laturá este un segment de tangentá 
paralel cu diametrul, si ca lungime egal cu raza. Poate cá 
accst rezultat a fost extins direct 
asupra segmentelor mai mici decit 
semicercul, inlocuindu-se d si r 
prin l si h. ínsási regula pentru 
semicerc se poate obtine cu ajuto- 
rul unui hexagon regulat inserís. 

JumStatea ariei unui asemenea he¬ 
xagon este mai mica decit a semi- 
cercului: poate cS pentru preci- 
zare, in locul ariei ACDB s-a luat 
aria AC'D'B, unde C'D ' = CD este o tangentá in punctul cel 
mai de sus al circumferintei (fig. 6). 

Regula anticá chinezá pentru calculul ariei segmentului coin¬ 
cide cu regula folositá de precursor» lui Heron din Alexandria. 
ín Métrica scrisá in secolul I, Heron aratá cá „anticii“ másurau 



aria segmentului destul de inexact, luind-o egalá cu 


l + h 
2 


h, 


iar 


acest lucru este adevárat (cind tí = 3) numai pentru semicerc. 
Tot el reproduce o formula mai buná: 


a = (l + 


h)— + — í-f 
2 14 (.2 J 


22 


care da aria semicercului pentru tí = — , dar atrage atentia cá si 


aceastá expresie trebuie folositá numai dacá baza segmentului 
nu depáseste triplul ináltimii. Formula de mai sus apare si in 
Invá\álura despre másurátori, o carte veche ebraicá (vezi p. 227). 

Regula a = — ^ se intilneste mai tirziu la invátatul indian 

Magavira. 

Coincidenta intre procedeele de calcul ale ariei segmentului, 
folosite in China si in Alexandria, ne sugereazá ideea cá aici a 
putut exista o anumitá sursá comuná mai veche. 

Pentru arcul s al segmentului, $en Ko propune in 1086 regula 

h 2 

s = 1 -)- 2 — [40, p. 39]. Poate cá §en Ko comité o eroare de 
a 

scriere si pune diametrul in locul coardei. ín acest caz, regula ar 


75 



fi echivalentá cu inlocuirea semiarcului prin coarda respectiva: 

_L _j_ , ccea ce dá pentru are aproximarea l 2 ~ (com¬ 

para cu p. G5). 


Calculares lui tz. Valoarca tz = 3 pentru másurarea cercului 
se foloseste deseori in lucrárile cúrente ale topometrilor si ín 
manualcle de matemática, timp de multe secóle dupa aparitia 
Matematicii. E probabil cá aceastá valoare se obtinuse mai íntii 
separat pentru lungimea circumferintei si pentru aria cercului, 
fárá sá se fi sesizat legátura intre cele douá márimi. Poate cá coin- 
cidenta dintre valorile lui tz in ambele cazuri a fost mai intii 
rezultatul unor másurátori empirice sau semiempirice. De pildá, 
aria cercului se ia echivalentá cu 3/4 din pátratul circumscris, 
iar lungimea circumferintei se lúa egalá cu perimetrul unui hexa- 
gon regulat inscris. Autorii Matematicii in nouá cárfi cunosteau 
relatia intre lungimea circumferintei si aria cercului. Dar tot ci, 
in calculul volumului sferei, folosesc o regulá corespunzátoare 
27 

unei alte valori tz = —(p. 81), nelegind incá, probabil, evadratura 
8 

cercului cu cubatura sferei. 

In secolele I—al III - lea, astronomii si matematicienii chinezi, 
probabil sub influenta ideilor care pátrundeau din Grecia prin 
India, efectueazá o serie de studii consacrate calculului mai exact 
al lui tz. Astronomul si filozoful Cijan-Hen (73—139), pe baza 
unor considérente necunoscute nouá, conchide cá pátratul lun- 
gimii circumferintei se aflá in raportul 5 : 8 cu pátratul perime- 
trului pátratului circumscris, ceea ce corespunde la valoarea 
tz = J 10 = 3,162... Aceastá aproximare elegantá, cu o eroare 
mai micá de 1%, se foloseste apoi de nenumárate ori in China, 
ca de pildá, de cátre Jin 'J’ziu-sao in anuí 1247, iar la alti autori 
mult mai tirziu. Aproximarea 7t = ]/ 10 se intilneste si in alte 
párti: la Brahmagupta in secolul al Vil-lea, iar la Muhammed 
al-Horezmi-in secolul al IX-lea. 

Invátatul si conducátorul de osti Van Fan (decedat in anuí 
267) capátá o aproximare ceva mai buná tz = 142/45, adicá 
3,155... Nu stim cum a gásitel acest rezultat. In schimb, cunoas- 
tem calculul lui Liu Huei. Iu comentariul la prima carte din 
Matemática, Liu Huei aplicá procedeul propus pentru prima oará 
deArhimede si bazat pe aproximarea ariei cercului printr-o succe- 
siune de arii de poligoane regúlate inscrise cu k • 2" laturi. Mai 
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intli se calculeazá laturile unor asemenea poligoane incepínd cu 
hexagonul, iar apoi ariile lor, ultímele calculindu-se aproxima- 
tiv: laturile se inmultesc eu raza. Totul se reduce astfel la apli- 
carea tcoremei luí Pitagora si extragerea de rádácini pátrate. 
Liu Huei apreciazá exactitatea rezultatului, bazindu-se pe faptul 
cá aria cercului este mai mica decit aria unei figuri alcátuitc din 
poligonul regulat inserís si din dreptunghiurile construite pe 
laturile poligonului avind laturile opuse tangente la cerc. El 
foloseste inegalitátile: 

$2n < 5 < S n + 2 (S 2 ,i — 5,,), 

unde S este aria cercului, iar S n si S 2n sint ariile poligoanelor 
regúlate, avind numárul de laturi egal cu n si 2 n. Aceste eva- 
luári sint diferite de evaluárile din Másurareacercului lui Arhimede, 
carc se bazeazá pe calculul perimetrelor poligoanelor cu 96 de 
laturi inscrise si circumscrise. 

Stabilind cá pentru d, — 100 unitáti, 

S 96 = 313 — , S 192 = 314 — , 

96 G25 625 


asa incit: 

314 — < S < 314 — , 

625 625 

Liu Huei ia ca aproximare partea intreagá a rezultatului 314, 
corespunzátoare valorii n = 3,14. Continuind calculul pina la un 
poligon cu 3 072 de laturi, el gáseste o aproximare mai exacta, 
care in fractii zecimale este egalá cu 3,141 59. 

Liu Huei aratá cá procesul de aproximare a ariei cercului prin 
ariile poligoanelor inscrise se poate continua si mai departe. 
El serie: 

„Cu cit vom iinpárti in párti mai inici, cu atit mai micá va fi 
lipsa. Dacá se imparte din ee in ce inai departe, piná cind 
impártirea devine imposibilá, se realizcazá coincidenta cu circum- 
ferinta si nu va exista lipsá“ [47]. Aceste cuvinte se pot intelege 
in sensul cá pentru Liu Huei cercul coincide la limitá cu un 
poligon inserís, numárul laturilor crescind nelimitat. Se poate ca 
Liu Huei sá fi exprimat aiei si imaginca atomisticá despre cerc 
ca identic cu un poligon cu un numár suficient de mare de laturi. 
In mod similar, Liu Huei trateazá si calculul volumului pira- 
midei. 
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Eminentul astronom, matematician si inginer Jzu Ciun-ciji 
(430—501) calculeazá cu o precizie si mai mare valoarea lui tz, 
si in opera neajunsá pin-n zilele noastre aratá cá: 

3,1415926 < < 3,1415927. 

Jzu Ciun-ciji mai are inca o prezentare originalá a lui tz sub 
forma 355/113, corectá pina la a sasea cifra dupa virgula, pe care 
o denumeste „exactá“; aproximarea 22/7 pe care o cunoaste 
el o numeste „incxactá“. 

Exactitatea calculului lui r. atinsá in China in secolul al V-lea 
este depásitá doar cu 1 000 de ani mai tirziu, de Djemsid Ghiased- 
din al-Kasi, care determina tz cu 16 zecimale exacte. Aproximarea 
355/113 o gáseste din nou olandczul V. Otho, la sfirsitul secolu- 
lului al XVI-lea. Dupa cum se stie, aceastá valoare este una din- 
tre redusele fractii continui care aproximeazá numárul tz. Exis- 
tenta ei la matematicienii din China nu inseamná totusi cá ei 
fáceau uz de fractiile continué; aceastá fractie se poate obtine 
si pe altá cale. De pildá, V. Otho obtine valoarea 355/113 plecind 
de la aproximárile lui Arhimede 22/7 si Ptolemeu 377/120 si 
scázind membru cu membru numárátorii si numitorii intre ei: 

377 — 22 __ 355 
120 — 7 “ 113 

Másurarea. volumelor. Matematicienii Chinei antice pásese 
considerabil inainte in másurarea volumelor unor figuri ce se 
intilnesc in constructii. Pe ei nu-i intereseazá poliedrele regúlate 
ca pe grcci, dar in schimb ei másoará volumele altor figuri rámase 
in afara cimpului de preocupári ale babilonienilor, egiptenilor si 
grecilor. 

Notiunile de bazá privind másurarea volumelor sint expuse 
in carea a V-a din Malemalicíi (compará p. 38). Aici se studieazá 
paralelipipedul drept cu bazá pátratá, prismele drepte — cu 
baza trapezoidalá si triunghiulará, piramidele — cu baza pátratá 
si dreptunghiulará. Lucrurile nu se limiteazá totusi la asemenea 
cazuri foarte simple si in cartea a V-a gásim reguli exacte pentru 
másurarea unor figuri mult mai complicate pe care, dupá cum se 
vede din comentariul lui Liu Huei, chinezii stiau sá' le impartá 
in paralelipipede, prisme si pirámide. Astfel, Liu Huei deduce 
volumul unui trunchi de piramidá cu baza dreptunghiulará, 
descompunindu-1 intr-un paralelipiped drept, patru prisme egale 
douá cite douá si adiacente cu fetele lui si patru pirámide egale 
la colturi. 



Prezentám textul uneia dintre problemele mai complícate 
(nr. 17). 

„Existá un sian-ciu. Látimea de jos esle de 6 ci, látimea de sus, 
1 cijan [= 10 ci], adincimca, 3 ci, látimea de sus 8 ci, adincime 
nu are, lungimea, 7 ci. Se intreabá eare este volumul“. Ca intot- 
deauna, regula este lacónica: „Aduná [tóate] trei látimile, in- 
multestc cu adincimea, mai imnulteste cu lungimea, impártind 
la 6, ia o data [42, p. 475]. 

Corpul despre care se vorbeste este prezentat in fig. 7. unde 
a — 6, b = 10, c = 8, l = 7, h = 3. Dupa cum se vede, sian-ciu 
se descompune intr-o prisma dreaptá cu baza triunghiulará (cáte¬ 
tele l, h ) §i inálpmea a si douá pirámide de aceeasi márime side 

ináltime li, la baza cárora se aflá un trapez cu laturile ^ " 


si ináltimea l. Regula 


V = 


(a + 6 4 - c) l h 
6 


presupone únele transforman 
mei prin lila si 


pentru exprimarea volumelor pris- 
piramidelor prin 2 |^ * 



C 



Ulterior, volumul unui asemenea corp il determina A. Legendre 
la sfirsitul secolului al XVII-lea, ín propozitia 20 din cartea a 
Vl-a a Bazelor geometriei. 

Volumul corpului ciu-men (fig. 8) se dá prin regula: 

V = - (2 l x + l 2 ) ali, 

G 
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care se poate obtine, descompunind acest corp, prin planuri per¬ 
pendicular pe muchia superioará, intr-o prisma dreaptá cu haza 
triunghiulará si douá pirámide de aceeasi márime, cu bazele 
dreptunghiulare. $i aici sint necesare transforman algebrice. 

Volumul corpului ciu-tun asemánátor cu un trunchi de piramidá 
cu patru muchii, neconvergenle insá (fig. 9), se determina prin 
regula: 

y _ ( 2g i + «d 6i + (2a 3 + n i) fc 2 / li 


unde ai, b y sint laturile bazei inferioare, a 2 , b 2 sint laturile baze 1 
superioare, iar h — ináltimea corpului. Deducerea regulii exista 
la matematicianul Van Siao-tun din secolul al Vil-lea ; corpul se 
poate descompune in prisme si pirámide dupa cum se aratü in 
fig. 9. Atunci: 


V 


= h |a 2 


^ + hz xy « uy uz 


In China, problemele de másurare a volumelor sint in parte ase- 
mánátoare cu cele studiatc de babilonieni. In textele cuneiforme 
exista de asemenea problemc pentru calculul numárului de munci- 
tori necesari la executia unor lucrári de constructii si de pámint 




si pentru calculul volumelor unor constructii. Babilonienii ex¬ 
prima volumul unui sant de aparare (fig. 10) prin regula aproxi- 
mativá: 



2 


a + b 
2 


+ 


a' -f b' 1 h -f- h' 
2 ) 2 


U 


Cunoastem prea putin aceasla laturá a matematicii Babilonu- 
lui pentru a continua asemenea comparatii. 
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Dintre corpurile rotunde, in Matemática se determina volumele 
urmátoarelor corpuri: 


cilindrul: 


conul: 


V = —h, 

12 

V = —— 


$i trunchiul de con: 


CiCj —J— Cj —|- c| ti 
12 3 


Aceste formule sint juste pentru n = 3. Regula pentru volumul 
sferei nu se prezintá intr-o forma explícita, dar apare in cartea 
despre extragerea rádácinilor. Dupa cum s-a mai spus, diametrul 
sferei se exprima prin intermediul volumului, dupa formula: 


astfel incit: 


V = -d 3 . 
16 


Deoarece in realitate coeficientul numenc trebuie sá fie —, 

6 

27 

avem aici t: = —> ceea ce diferá de cea adoptatá pentru cerc, 
cilindru si con. E posibil cá sfera se lúa egalá ca volum cu un 

cilindru avind ca baza un cerc mare, de arie — d 2 si ca inál- 

4 

time — d: 

’ 4 

V = Id 3 = - d 2 --d. 


Mai tírziu, in comentariul lui Liu Huei, care dupa cum am vázut 
s-a ocupat cu succes de cvadratura aproximativá a cercului, pentru 
volumul sferei, se indica inegalitátile [38] 

- d 3 < V < - d 3 , 

16 16 

cárora le corespund urmátoarele limite pentru tc: 

3 < tc < 3 —• 


6 
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Geometría si algebra. Am vázut cá ín domeniul geometriei 
apar multe probleme algebrice. Figurilc geometrice se folosese 
pentru lámurirea si deducerea relatiilor algebrice, iar ultímele, 
la ríndul lor, sérvese pentru studiul figurilor. Exemple de acest. 

fel se intilnesc in decursul intregii istorii a 
matematicii din China. 

Legat de aceasta, este remarcabil faptul cá 
prima demonstratie a teoremei lui Pitagora in 
China nu este pur sintética, ci reuneste con- 
structii simple si transformári algebrice. De- 
monstratia o contine comentariul la Tratatul 
despre cijou-bi al lui Cijan Jziun-tin (secolele 
al II-lea si al III-lea). Ea se bazeazá pe des- 
Fig■ 11 compunerea unui pátrat (fig. 11) construit pe 

suma catetelor unui triunghi dreptunghic, 
in 8 triunghiuri congruente cu cel initial, si un pátrat inte¬ 
rior cu latura egalá cu diferenta catetelor, ceea ce ne dá: 

c 2 = (a -M) 2 — = a 2 + b 2 , 

sau (ceea ce Cijan exprimá in cuvinte): 

c 2 = 4 ^ + (a — b) 2 = a 2 -f- b 2 • 

Un desen similar, fárá explicatii, afará de indicatia „priveste“! 
o dá matematicianul indian Bhaskara din secolul al XH-lea (vezi 
p. 124). In Tratatul despre cijou-bi se dá acelasi desen, pentru 
cazul a = 3, b = 4, c = 5, pátratul marc fiind impártit in 49 de 
pátrate mici; se foloseste egalitatea 25 = 49 — 4-6. 

ín ceea ce priveste reprezentarea geometricá a relatiilor al¬ 
gebrice, se intilnesc exemple incá la Liu Huei si succesorul sáu 
apropiat ca timp, Cijan 'J’ziun-tin, care cunóse ilustrári planimc- 
trice ale unor identitáti de felul: 

2 ab + (6 — a) 2 = a 2 + b 2 , a 2 — b 2 = (a — b) 2 -f- 2b (a —■ b ), 
sau 

a 2 — b 2 = (a — b) (a + b). 

Vom aráta mai tirziu cá mijloacele geometrice sint folosite cu 
multá iscusintá pentru deducerea sumelor citorva serii numerice. 
Deocamdatá subliniem doar cá problemele de geometrie au o 
influentá mare asupra progresului algebrei, conducind la ecuatii 
de gradul al treilea. 
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ínainte de a ne referi din nou la algebra, sá mai adáugám 
cá ín secolul al XlII-lea sub influenta intáririi legáturilor stiin- 
tifice cu tárile Asiei céntrale, la unii matematieieni chinezi 
«reste considerabil interesul fatá de latura teorética a matema- 
ticii in general si in particular fatá de geometrie. Astfel, Ian Huei 
critica in anuí 1275 pe Li Ciun-fen si pe Liu I pentru faptul cáei 
aplicaserá anumite metode fárá sá elaboreze bazele lor teoretice. 
In vechime — spune Ian Huei — invátatii schimbaudenumirea 
metodelor lor de la o problemá la alta, iar acest fapt ascundea 
bazele lor reale. Ian Huei aratá cum se deduc multe procedee si 
propozitii ca, de pildá, regula pentru rezolvarea ecuatiei com¬ 
plete de gradul al doilea (amintitá mai sus) sau teorema egali- 
tátii unor dreptunghiuri complementare, la dreptunghiurile con- 
■struite pe diagonala unui dreptunghi oarecare. Ultima teoremá 
se deosebeste de propozitia 43 din cartea I a Elementelor, doar 
prin faptul cá in Elemente este vorba despre paralelograme. 

Existá temeiuri sá credem cá tocmai in decada a 7-a a seco- 
lului al XlII-lea, astronomii chinezi studiazá Elcmenlele lui 
Euclid. Totusi, geometria in China medievalá nu se dezvoltá ca o 
stiintá independentá, deductivá si preocuparea de Elementele 
lui Euclid, chiar dacá a existat, n-a lásat vreo urmá vizibilá 
[40, pp. 104—105]. Primele sase cárti ale Elementelor au fost 
traduse in limba chinezá mult mai tirziu, in anuí 1607. 

Ecuatiile de gradul al treilea. Problemele care duc la ecuatii 
numerice de gradul al treilea se intilnesc incá in Babilon, iar 
pentru rezolvarea lor se aplicá incercári si tabele. Xueste ciar 
insá dacá matematicienii babilonieni concepeau ca atare ecua¬ 
tiile de gradul al treilea. 

ín literatura elená, dupá cum stim, ecuatiile numerice de gra¬ 
dul al treilea nu se luau aproape de loe in considerare. Exceptie 
fac cxtragerile aproximative ale rádácinii cubice la Heron, si 
exemple izolate de ecuatii algebrice cu rádácini numere intregi, 
al cáror model a ajuns piná la noi in Aritmética lui Diofant. In 
exemplul lui Diofant: 

i 3 — 3a: 2 + 3a: — 1 = x 2 -+- 2x + 3, 

rádácina egalá cu 4 este usor de descoperit, aducind ecuatia la 
forma: 

3 ? + x = 4a; 2 + 4 
si simplificind cu x 2 + 1. 


6 * 
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ín afará de astfel de cazuri, ecuatiile numerice de gradul al 
treilea in forma explicitá apar in China. Este posibil cá ele fuse- 
será analízate Inca de Jzu Ciun-ciji. Fárá indoialá, probleme cu 
ecuatii de gradul al treilea diferite de cele binóme se intilnesc la 
astronornul si matematicianul Van Siao-tun din prima jumátate 
a secolului al Vil-lea, autorul lucrárii Continuári la matemática 
stráveche (Ti gu suan yw, aproximativ in anuí 625). 

Intr-una din probleme se cere sá se gáseascá laturile unuí 
triunghi dreptunghic cunoscind produsul catetclor: 

xij = P = 706 i, 

5U 

si diferenta dintre ipotenuzá si una din catete: 

]/ x 2 + y 2 — x = Q — 36 — • 

J V 10 

Van Siao-tun exprima verbal regula de formare a ecuatiei: 


x* +?-x 2 

■) 


P 2 

2f 


si adaugá laconic: 

„Efectuat.i operatia de gásire a rádácinii confonn extragerii 
rádácinii. Rezultatul va da prima laturá. Adaugind la aceasta 
prisosul, obtinein ipotenuzá. ímpártiti produsul cu prima la- 
tura, cítul este a doua laturñ“ [34, p. 5'i[. Valorile lalurilor care 

se dau in ráspuns x = 14 —, y = 49 — > y x 2 + y 2 = 51 — sint 

solutiile exacte ale problemei. Metoda de rezolvare nu se expune, 
dar nu exista nici o indoialá cá ea reprezintá in sine dezvoltarea 
procedeului antic chinezesc de extragere a rádáicinilor cubice. 

Aceastá metodá dá direct partea intreagá a rádácinii; partea 
fraccionará se poatc gási in fractii zecimale. Este de asemcnea posi¬ 
bil ca printr-o substitutie liniará, ecuatia sá se transforme mai intii 
intr-o ecuatie cu rádáciná intreagá; asemenea substitutii sint 
folosite de algebristii chinezi incá in secolul al III-lea (vezi p. 88). 
Desigur, dátele numerice ale problemei sint álese dinainte. 
Meritá atentie insási cáutarea solutiilor rationale ale problemei: 
laturile triunghiului dreptunghic sint proportionale cu numerele 
287, 984, 1025, adicá'cu 7, 24, 25. Am spus mai sus cá invátatii 
Chinei cunosteau regula generalá de construiré a triunghiurilor 
dreptunghice cu laturi intregi sau rationale. 
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ín alte probleme cu triunghiuri dreptunghice sau de calcul 
a elementelor unui trunchi de piramidá cu baza pátratá, Van Siao- 
tun obtine ecuatii numerice de forma mai generala: 

x 3 -f- ax2 + bx = c. 

Se cere de pildá sá se determine laturile unui triunghi 
dreptunghic cunoscind produsul dintre catetá si ipotenuzá 
1 

(P =) 1337 — si diferenta dintre ipotenuzá si cealaltá catetá 
1 

(D 1 =)1— • Dacá notám cátetele prin a; si y, atunci eliminarea 
lui y ne dá: 

[x + D) 2 (2 Dx + D 2 ) = P 2 , 


sau: 


¡x + 1 -f Í2- 

{ toj \ 10 


X -p \ 


21 

iooj 


! ( 1337 a)’ 


2 

Van Siao-tun dá foarte corect valoarea 1 x = 92 —; atunci ipote- 
1 . 3 

nuza este 93 —, iar y = 14 —. Aici laturile sint proportionale 
cu numerele 143, 924 si 935. 

Despre dezvoltarea ulterioará a algebrei in China piná la época 
ei de apogeu, adicá piná In secolul al XlII-lea, nu se stie aproape 
nimic. 


Algebra in secolul al XlII-lea. Metoda tian-iuan. ín decursul 
citorva zeci de ani din secolul al XlII-lea, in China tráiesc patru 
matematicieni eminenti — Jin Jziu-sao, Li E, Ian Huei si Ciju 
§i-tze, ale cáror lucrári de bazá s-au pástrat piná in zilele noastre. 
Este incontestabil cá acesti invátati au avut precursori, despre 
care ei vorbeau de altfel uneori. Ian Huei se referá de pildá la 
lucrárile matematicianului Liu I din secolul al Xl-lea (vezi p. 68), 
si la Jzia Sian, mai apropiat de el in timp si care, in jurul anului 
1100, a scris opera Explicarea tabelelor metodei de extragere a rá- 
dácinilor in lan[ [Li cijen so). Ian Huei spune cá 'J'zla Sian s-a 
ocupat de extragerea rádácinilor de ordinul patru si a cunoscut 

1 G. Loria, comitind o greseala de calcul, ajunge la concluzia eronatá ca 
rüspunsul lui Van Siao-tun este incorect si problema este imposibilá [28, 
pp. 156—157] — N.A. 


85 



tabelul numerelor, pe care noi le numim coeficienti binomiali. 
Ciju íjii-tze aminteste pe luán Hao-ven si pe Liu Iu-se pe care noi 
nu-i cunoajtem. 

Desi Jin Li, Ian Huei si Ciju au tráit simultan sau foarte aproape 
in timp unul de altul, nu putem afirma cá lucrárile lor s-ar afla 
in interdependentá; in orice caz, nici unul dintre acesti autori nu 
se refera ¡a celálalt. Acest lucru este pe deplin explicabil in cazul 
lui Tin Jziu-sao si Li E care lucreazá la mijlocul secolului al XIII- 
lea. Primul este un inalt demnitar in statul sud-chinezesc Sun, 
aflat in dusmánie cu mongolii, cuceritorii Chinei de nord, unde 
tráieste celálalt matematician si ocupa de asemenea posturi 
inalte. In operele tuturor celor patru matematicieni exista deose- 
biri in terminologie si scriere. Totusi, dupa continut, aceste opere 
se completeazá una pe alta in multe privinte. 

Lucrarea Nouá cárfi de matemática (Su $u tziu cijan) a lui Jzin 
Jziu-sao, apárutá in anuí 1247, contine la inceput un capítol 
teoretico-numeric, iar in partea algébrica de baza contine o expu- 
nere foarte completa a asa-numitei metode a lui Horner pentru 
ecuatii de grade superioare, precum si probleme. Li E (1178—1265), 
in Oglinda marina a mñsurátorilor cercului (Tze iuan hai fzin, 
1248) si Pa$i noi in calcule (/ gu ian duan, 1259), invatá cu lux 
de amánunte cum se reduc problemele geometrice si de alta natura 
la ecuatii algebrice [47 o]. Pentru a evita orice neclaritate, sá ob- 
servám cá denumirea primei cárti a lui Li nu este legatá de cal- 
culul lui ti, ci de diferite probleme despre cercuri inscrise in tri- 
unghiuri etc. Explicarea amánunfitá a regulilor matemmtice din. 
„Cele nouá cárfi“ $i noua lor clasificare (Sian fze fziu cijan suan. 
fa fzuan lei), apárutá in anuí 1261, si alte lucrári ulterioare ale 
sudicului Ian Huei se apropie din punct de vedere tematic in 
multe privinte de vechea Matemática in nouá cárfi ; o atentie deo- 
sebitá se acordá aici sumárii seriilor finite. ín sfirsit, dascálul 
cálátor Ciju íj>i-tze in Introducerea in studii matematice (Suan siaa 
ciji men, 1299) face o introducere generalá in algebra si expune, 
in particular, regulile semnelor la adunare si inmultire, iar in 
Oglinda de jasp a celor patru elemente (Si iuan iui fzian, 1303), 
descriind metoda lui Horner si procedeele de formare a ecuatiilor, 
elaboreazá un sistem de scriere a ecuatiilor de grade superioare cu 
patru necunoscute si rezolvá o serie de probleme ce se reduc la 
astfel de ecuatii [47 6], Se cunóse numele unor precursori ai lui 
Ciju $i-tze in rezolvarea unor asemenea sisteme cu douá si trei 
necunoscute si chiar denumirea lucrárilor lor, dar ele n-au fóst 
descoperite piná in prezent [38]. 
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Nu sint studiate suficient cauzele datoritá cárora ínfloreste alge¬ 
bra in secolul al XlII-lea, tocmai cind au loe rázboaie grele cu 
mongolii. In mijlocul decadei 1230—1240, mongolii cotropesc 
China de nord, iar catre anuí 1280 — si pe cea de sud. Jara in- 
treagá suferá un imens dezastru. Nivelul unor studii matematice 
se ridicá insá datoritá, pe de o parte, intáririi contactului cu 
ínvátatii tárilor Asiei céntrale, cázute de asemenea sub puterea 
mongolilor, iar pe de alta parte, datoritá ocrotirii de care s-au 
bucurat astronomii si matematicienii din partea conducátorilor 
mongoli. 

Realizarea fundamentalá a algebrei din aceastá perioadá este 
extinderea procedeului de rezolvare a ecuatiilor binóme de gra- 
dul al doilea si al treilea descris mai inainte, asupra ecuatiilor 
algebrice oarecare, cu coeficienti numerici, adicá, continuarea 
elaborárii metodei lui Horner. Cífrele rádácinii cáutate se gásesc 
pe rínd cu ajutorul incercárilor, ca párti intregi ale rádácinilor 
ecuatiei initiale si ale celor auxiliare. Substitutia liniará 

x = ky, k = 10 m 

permite de fiecare datá sá se obtiná ca partea intreagá a rádácinii 
cáutate sá nu depáseascá pe 9. O altá substitutie liniará, 

y = p + z, 

unde p — este partea intreagá gásitá a rádácinii ecuatiei auxiliare 
cúrente, dá trecerea la ecuatia urmátoare. Coeficientii ultimei 
ecuatii se calculeazá dupá schema ale cárei exemple s-au dat 
mai inainte, adicá, dupá asa-numita schemá a lui Horner. 

Jzin Jziu-sao descrie amánuntit aceastá metodá, rezolvind 
ecuatia de gradul patru: 

—x* + 736 200 x 2, — 40 642 560 000 = 0 

cu rádácina dinainte aleasá x = 840. Este interesantá lipsa de 
interes fatá de rezolvarea prin radicali, aplicabilá acestei ecuatii 
de gradul al doilea in raport cu x 2 . Acest procedeu se foloseste 
si pentru ecuatii de grad mai mare decit patru. Nu se stie dacá 
Tzin Jziu-sao este primul care extinde procedeul lui Horner 
asupra ecuatiilor de orice grad cu rádácini pozitive. Pentru 
ecuatia 

z 4 = 1 336 336, 

unde x = 34, Jzia Sian foloseste acest procedeu un secol si jumá- 
tate mai devreme. In orice caz, lui Xzin ii apartine meritul de a 
fi expus in mod sistematic si complet aceastá metodá. 
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Schema de calcul a coeficientilor in cazul general se poate obtine 
in mod diferit. Fie cá ea fusese extinsá direct de la ecuatia 
x 3 =a asupra celorlalte ecuatii, fie cá ea apare prin transformarea 
concreta a coeficientilor unor ecuatii numerice de grad superior prin 
substitutia liniará x = p + y, ordinea de calcul corespunde la 
prezentarea pártii din stinga a ecuatiei transfórmate, sub forma: 

{ [(a* + b) x + c]x + d) x 

etc. 

Metoda expusá capátá la Li E denumirea de metoda elementulur 
ceresc tian-iuan-^u ; prin element ceresc lian-iuan, Li denumeste 
márimea necunoscutá, iar $u inseamná metoda. 

Substitutia x = ky, folositá mai intii pentru a transforma 
rádácinile ecuatiilor auxiliare intr-un numár mai mic decit 10, 
se aplica atit pentru a reduce la unitate coeficientul termenului 
superior, cit si pentru a gási rádácinile fraccionare rationale. lata 
unul din exemplele lui Ciju íjji-tze [36,p. 142]. Rezolvínd ecuatia: 

576 i 4 — 2 640 s 3 + 1 729 x 2 + 3 960 x — 1 695 252 = 0 

si gásind pe 8 ca parte intreagá a rádácinii, Ciju face substitutia 
x = y +8, ceea ce dá: 

576 y 4 + 15 792 rf + 159 553 y 2 + 704 392 y — 545 300 = 0. 

Apoi el noteazá y = --- si obtine: 

5Í6' ' 

z 4 + 15 792 z 3 + 91 902 528 z 2 + 233 700 360 192 z — 

— 104 208 452 812 800 = 0 

iar de aici determinínd z = 384, gáseste cá y = —- = — si x= 8 — » 

6 f y 576 3 ’ 3 

Ulterior, F. Viéte introduce din nou substitutia y = ky. 

Scriind ecuatiile in notatii moderne nu ne indepártám prea 
mult de simbólica matematicienilor chinezi din secoluí al XlII-lea. 
Pentru exponentii termenului necunoscutei si ai termenului 
liber, chinezii folosesc hieroglife speciale. Semnul egalitátii 
lipseste, dar aceastá lipsá este compensatá de insási forma de 
scriere. Jin Jziu-sao serie in ordine coeficientii puterilor crescá- 
toare ale necunoscutei incepind cu termenul liber, de sus in jos, 
asezintíu-i intr-o coloaná. Inainte vreme, termenul liber era pozi- 
tiv si cu el se egala ansamblul celorlalti termeni. Acum, el se 
grupeazá cu ceilalti termeni si se ia negativ; se subintelege cá 
suma algebricá a termenilor ecuatiei este egalá cu zero. O asemenea 
modificare asigurá unitatea operatiilor in schema lui Horner: 
inainte, coeficientii ecuatiilor se obtineau prin adunare, iar ter- 
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mcnul liber — prin scádere; acum, el se gáseste la fel ca si toti 
ceilalti coeficienti. 

Puterile lipsá din ecuatie se inseamná printr-un cerculet, adicá 
cu semnul lui zero. La dreapta coeficientului, pe lingá prima putere, 
se pune hierogliful necunoscutei care determina puterile celor- 
latyi terineni; uneori se serie semnul termenului liber sau hiero- 
glifele tuturor puterilor. Aceastá scriere, in notatiile noastre, 
pentru ecuatia: 

—x 4 + 736 200 x 2 — 40 642 560 000 = 0 

ar fi avut forma: 

—40 64 2 560 000 
0 

736 200 
0 

— 1 . 

Coeficientii negativi sint tipáriti la Jin Jziu-sao in culoare neagrá, 
iar cei pozitivi — in culoare ro^ie ; pentru acelaji scop, Li E bareazá 


244800 =... = mi = nr O O & 



I'ig. 12. Expresii algebrice (dupa cartea lui Li Ian). 
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semnele cifrclor. Initial, Li E asazá jos termenul liber, dar in 
cea de-a doua carte a sa procedeazá la fel ca '¡'zin. Vom da citeva 
exemple de scriere chinezá din care se vede, intre áltele, cá asezind 
coeficientii de ambele párti ale termenului liber, algebristii chi- 
nezi puteau reprezenta puterile negative ale necunoscutei. In 

acesia i’xcinplo. liierogliíul tui insei'.uia lr¡ meiiul libi'r ( 11110 - 

(iri se serie tai si. aclicá nutnar — deimpar!!l), inr liierogliíul 

iuan 7C. (adíen ccrul) rcprezinlñ nccmiosculn. 

Forma canónica adoptatá in China pentru scrierea ecuatiilor 
este analogá cu cea introdusá de T. Ilarriot si R. Descartes in 
secolul al XVII-lea pentru a serie toti termenii ecuatiei de o 
parte a semnului egalitátii, iar de cealaltá parte sá apara semnul 
zero. Asemánarea creste si mai mult prin faptul cá Descartes si 
oitiva din continuatorii lui noteazá prin stelute lipsa termenilor 
din ecuatie. Pina la inceputul secolului al XVII-lea, matemati- 
cienii europeni, urmind traditia greco-araba, scriau termenii 
ecuatiilor cu coeficienti pozitivi de ambele párti ale semnului 
egalitátii. In China, scrierea ecuatiilor de tipul f(x) = 0 a stat 
la baza aplicárii unitare a schemei luiHorner; Descartes sublinia- 
zá cá aceastá scriere alcátuieste baza pentru formularea unitará 
a unei serii de teoreme privind insusirile ecuatiilor, ca, de pildá, 
regula semnelor date de el etc. 

Metoda tian-iuan reprezintá una dintre cele mai mari descope- 
riri ale matematicienilor Chinei antice. Dupá un secol si jumátate 
gásim la Djemsid-al-Kasi acest procedeu aplicat la extragerea 
rádácinilor de orice ordin. In Europa, un procedeu similar este 
propus in anuí 1600 in lucrarea lui F. Viéte, care nu dá totusi 
o schemá comodá pentru calculul coeficientilor auxiliari. La 
inceputul secolului al XIX-lea, inetoda tian iuan este descoperitá 
din nou, aproape simultan, de cátre P. Ruffini (1804, 1813) si 
U. Horner (1819), si in prezent poartá de cele mai multe ori numeíe 
ultimului. 

Matematicienii chinezi au neglijat problemele generale teore- 
tice ale teoriei ecuatiilor de grad superior. Metoda tian iuan satis- 
fácea pe deplin cerintele stiintei din China medievalá. Sub raport 
practic si calculatoriu, ea prezintá avantaje fatá de rezolvarea 
ecuatiilor prin radicali, posibilá, de altfel, doar pentru clase 
particulare de ecuatii algebrice. Pe de altá parte insá, de metoda 
tian iuan nu sint legato probleme fundaméntale, aduse la ordinea 
zilei de cercctárile matematicienilor italieni, care descoperá rezol- 
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varea prin radicali a ecuatiilor de gradul al treilea si al patrulea 
si de studiul cárora este strins legatá dezvoltarea algebrei din 
Renastere. 

Sá mai observám cá algebristii chinezi, pina in secolul al 
XlV-lea, se limiteazá la gásirea unei singure rádácini pozitive a 
ecuatiei, adicá a unei singure solutii a problemei. Despre posi- 
bilitatea mai multor solutii a ecuatiilor de gradul al doilea si 
mai mare dá mai tirziu indicatii U 'J'zin in Clasijicarea completé 
a metodelor rnatematice din opera in noui car^i (Tziu cijan suan ja 
bi leí da fiuan, 1450). Ar fi interesant dacá s-ar studia mai in 
amánunt aceastá opera [38]. 


Sisteme neliniare de ecuatii. Rezolvarea sistemelor neliniare 
cu patru necunoscute este unul dintre obiectele principale din 
opera lui Ciju $i-tze, Oglmda de jasp a celor patru elemente. Cele 
patru elemente sint necunoscutele, laturile unui triunghi drept- 
unghic si inca o márime legatá de ele. Ciju le numeste elementele 
cerului — tian, ale pámintului — di, ale omului — jen si, in 
sfirsit, ale obiectului — u; le vom nota in ordine prin x, y, z, w. 
Scrierea unor asemenea ecuatii reflectá asezarea coeficientilor pe 







Á. 


— ¡i 


A7C, 


k. 





mzm: 



= x +y+z-\-w. 





Fig. 13 


= ‘Ixy 

2xz 2xw 4 - 2 ?/s 
+ 2ytv 4- 22 w. 


91 







abac. Coeficientii se scriu intr-un tabel dreptunghiular in centrul 
cáruia se aflá termenul liber, sau, dacá acesta nu exista, hiero- 
gliful tai (vczi la p. 89). Coeficientii puterilor lui x se scriu sub 
centru, ai puterilor lui y — la stinga, ai puterilor luiz — la dreapta, 
iar ai puterilor iv — deasupra. Produsele yx, yw, ivz, xz se asazá 
la intersectia rindurilor respective;' produsele yw si zy pentru 
care nu mai rámíne loe se scriu oblic fatá de centru. In fig. 13 
se aratá scrierea expresiilor x + y + * + W si x 2 + y 2 + z 2 + W 2 + 
+ 2 xy + 2a:z + 2 xw + 2t/z + 2 y\v + 2 zu\ 

Li E serie ecuatia: 

2 y 3 — 8j/ 2 — xy 2 + 28 y + 6.t y — x 1 — 2 x = 0, 
asa cum se vede ín fig. 14. 

Problemele se rezolvá prin eliminarea succesivá a necunoscu- 
telor. Ecuatiile intermediare se reprezintá simultan pe citeva 
abacuri prin párti de tabele in genul celor arátate. Sá analizám o 
problema a lui Ciju $i~í ze > transcrisá in simbolurile noastre, 
necunoscuta principalá fiind márimea u = 2 x + 2 y- 

x — 2 y + x = 0, 

2x — x 2 + 4y — xy 2 + 4z + xz = 0, 
x 2 -y- y 2 — z 2 — 0, 

2 x + 2 y — u = 0. 


Aici x=3, y = 4, z = 5 si u = 14. A doua ecuatie exprima 
urmátoarea conditie a problemei 1 : 


2 .r + + ftz 

x 


x + ty 2 — z. 


II 


=iií 

k 

o 

\ 

T 


o 
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o 

o 

o 
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Fig. 14 



Fig. 15 


1 Situapi asemánátoare intilnim ;i ín matemática babilonianá. Este 
vorba de probleine conslruite ín scop didactic si nu de probleine concrete, 
luate din viaja de tóate zilele — I.P. 
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Dupa cum se vede, Ciju Si-tze nu respecta principiul omogenitátii 
tertnenilor ecuatiei, adunind márimi liniare cu áltele pátratice etc. 

íncheind aceastá trecere in revista a dezvoltárii algebrei in 
China, trebuie sá subliniem únele particularitáti ale unui grup 
destul de mare de probleme geometrice. Pentru a se exersa in 
rczolvarea ecuatiilor de grade superioare, algebristii chinezi reduc 
deseori problema la o ecuatie acolo unde n-ar fi fost nevoie, sau 
fonneazá o ecuatie mult mai complicatá décit ar fi fost necesar. 
De pildá [28, p. 158], aria x a unui patrulater alcátuit din douá 
triunghiuri isoscele adiacente cu baza comuna, laturile fiind 
cunoscute (fig. 15), e determinatá de 'J'zin 'J’ziu-sao ca rádáciná a 
ecuatiei: 

— a* + 2{A + B)i r 2 — [A - B) 2 = 0, 


A = 




Dar cunoscind A si B se poate obtine dintr-o data: 


x = Va + 1 /b. 


Transformári preliminare foarte complícate se cer in urmátoarea 
problema a lui Ciju íjii-tze. Se dau: aria unui triunghi dreptunghic 
egalá cu 30 si suma catetelor egalá cu 17. Se cere sá se gáseascá 
suma dintre cateta mai mica si ipotenuzá. Noi am fi rezolvat 
sistemul: 


xy = 60, x -f- y = 17 

si cunoscind x = 5, y = 12 am fi calculat ]/x 2 -j-y 2 — 13, iar 
suma cáutatá ar fi fost 5 -f- 13 = 18. Ciju adopta ca necunoscutá 
principalá suma dintre catetá si ipotenuzá v = x [/ x 2 -\- y 2 , 
spunind cá ecuatia finalá este: 

—3 600 — 3 706 v — 71 v 2 + 34 v 3 — t 4 = 0. 

Aici rádáciná 18 este cea cáutatá. Cealaltá rádáciná pozitivá 25, 
pe care Ciju o trece cu vederea, dá suma dintre ipotenuzá si cea¬ 
laltá catetá (celelalte rádácini —1, —8 sint negative). Dupá 
accasta, Ciju rezolvá separat problema in care se cautá suma din¬ 
tre cateta mare ji ipotenuzá si ajunge din nou la aceeasi ecuatie. 
Este de mirare cá el nu remarcá la ecuatia datá existenta a douá 
rádácini pozitive. 
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E necesará multa indeminare in transformári algebrice pentru a 
ajunge la o ecuatie de gradul patru 1 de mai sus. 

In operele din secolul al Xll-lea exista si ecuatii de grad mai 
mare decit patru. Astfel, generalizind problema data mai inainte 
in Matemática in nouá cár\i cu privire la un oras de forma pátratá 
(p. 6B), care este inlocuit aici printr-un cerc, si luind tz = 3, 
Tin 'l'ziu-sao exprima necunoscuta ca rádáciná a unei ecuatii de 
gradul zece: 

x 10 + 15x® + 72x 6 — 864x 4 —11 664x 2 — 34 992 = 0, 

care, e drept, se poate reduce imediat la o ecuatie de gradul 5 
ín problema se cere sá se determine diametrul unui cerc, dacá 

(vorbind in limbaj modern) dintr-un 
punct dat C al tangentei in A la 
cercul de diametru AB se duce a 
doua tangentá la cerc astfel ca ea sá 
intersecteze prelungirea diametrului 
AB intr-un punct dat D. La yin 
AC = 9, BD = 3; rádáciná x a 
ecuatiei exprimá raza cercului si este 
egalá cu 9/2. ISu este ciar cum a 
ajuns yin la ecuatia lui. In orice 
caz, problema e usor de exprimat 
(fig. 16) pe baza asemánárii triun- 
ghiurilor OED si DAC printr-o ecuatie de gradul patru: 

4x 4 + 12x 3 + 9x 2 — 486x — 729 = 0. 



Fig. 16 


1 De exeinplu, 

dacá in v — x + V + V 2 se expfimá .x — , 


otunci: 



r2 —1/2 v 2 — y 2 

■}-y — 17 ; • y — 60, 

2 b ' J 2v U 


sau : 

y 1 — 2 vy + (34 v — «*) = 0, 

(a) 


y 3 — v 3 y + 120 v = 0. 

(b) 

Din (a) 




y = v — Y 2r 2 — 34r. 

íntroducind pe y in (6), reducind cu v, izolind radicalul si ridicindu-1 
la pátrat, vom obtine: 

r 4 — 34 v 3 -V 71 v 2 + 3 706 v + 3 600 = 0 — IV..4. 


94 



Din egali latea ariilor &DAC = AOED 2 A OAC se poate 
obtine [28, p. 159] o ecuatie si mai simplá de gradul al treilea: 

2x 3 + 3.r 2 = 243. 


La Li E se intilneste o ecuatie de gradul sase, iar la Ciju Si-tze 
— o ecuatie de gradul paisprezece. 


Rezolvarea ecuatiilor de grad superior nu avea aplicatii prac- 
tice. Dar n-ar fi just dacá am crede cá algebra se dczvoltá in afara 
cerintclor altor stiinte. Dupa cum vom vedea mai departe, poli- 


nomele de gradul al doilea 
si al treilea capátá aplica¬ 
tii importante ín formúlele 


i £ 

m 


empirice din astronomia 
chinezá. 


Coeficientii binomiali. 

_ i 

In Oglinda de jasp a celar 
palru elemente a lui Ciju 
Si-tze se prezintá un tabel 
triunghiular cu numere, 
care nu sínt altceva decit 
coeficientii binomiali pina 
la gradul opt (fig. 17). Ciju 
insusi nu pretinde cá ta- 
belul ar fi o noutate. S-a 
mai spus cá dupálanHuei, 
de acest tabel se folosise 
(la o scará ceva mai micá, 
piná la n = 6) si Jzia Sian 
in jurul anului 1200. De- 
numirea lucrárii lui Jzia 
Sian (vezi p. 85) pare sá 
spuná cá tabelul s-ar fi fo- 
losit la extragerea rádáci- 
nilor. 

Triunghiul coeficient.ilor 
binomiali fusese cunoscut 
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Fig. 17. Coeficientii binomiali (din 
enciclopedia lui Iun-le da dia din 
1403—1424). 


si mai inainte. Matemati- 


cienii hindusi il cunosteau incá din secolul al II-lea i.e.n. Dar 
aici el se folosise in probleme de analizá combinatorie si nu 
avem temei sá spunem cá indienii ar fi cunoscut incá din acele 
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vremuri dezvoltarea puterii unui binom. Pentru puterea 4, re¬ 
gula binomului o cunojtea matematicianul iranian al-Karadji 
in jurul anului 1000. Este foarte probabil cá teorema binomului 
pentru orice exponent natural ii era cunoscutá lui Ommar Khay- 
yam care a tráit in secolele al Xl-lea—al Xll-lea. 

Problema locului $i a timpului descoperirii formulei puterii 
binomului pentru orice exponent natural continua sá ráminá 
deschisá. Dupa Ciju íjji-tze, tabelul coeficientilor pina la indícele 9 
se intilnejte la Djemjid al-Kaji, in Europa — la P. Apianus in 
anuí 1527, iar la M. Stiefel — in anuí 1544. Tabelul coeficientilor 
binomiali capátá o larga popularitate dupa aparitia lucrárii 
Tratat despre triunghiul aritmetic a lui B. Pascal, publicatá in 
anuí 1665; Newton in aceeaji vreme extinde formula binomului 
asupra exponentilor real! oarecare, bazindu-se pe regula multi¬ 
plicativa descoperitá de el pentru formarea coeficienDlor. 

Nu este exclus ca numerele binomiale sá fi fost folosite de 
matematicienii chinezi in probleme de analiza combinatorie. 
Invátatul $en Ko din secolul al Xl-lea aratá cá preotul budist si 
astronomul I Sin, al cárui nume laic era Cijan Ghe-sui (683—727), 
a calculat pozit.iile posibile int.r-un joc care amintejte jahul, pen¬ 
tru diferitc numere de rinduri si figuri. Pentru cinci rinduri si 
douázeci si cinci de figuri, I Sin gáse^te cá numárul de combinatii 
posibile este egal cu 827 288 699 443. Pentru japte rinduri, 
dupá $en Ko, numerele corespunzátoare nu mai au denumiri, 
iar pentru 361 de rinduri, numárul va fi aproximativ de ordinul 
1 q2os. j)j n pá ca te, nu cunoastem eonditiile exacte si procedeul de 
rezolvare a problemei lui I Sin, care n-a fost desigur nici primul 
si nici unicul invátat preocupat de probleme de analizá combina¬ 
torie. Tóate lucrárile lui I Sin s-au pierdut. E posibil ca invátatii 
budijti sá fie aceia care au introdus pentru intiia oará in China 
coeficientii binomiali. 

Probleme de teoría numerelor. Un mic grup de probleme liniare 
nedeterminate existá, dupá cum am vázut, incá in vechea Mate¬ 
mática in nouá car ¡i. In aceste probleme, solutia intreagá cáutatá 
este unicá. Ulterior, invátatii chinezi studiazá o serie de alte pro¬ 
bleme liniare mai generale, din asa-numita analizá diofanticá. 

Nu mai tirziu de inceputul secolului al III-lea apare „problema 
pásárilor“. In secolul al Vi-lea Cijan Luán serie comentarii la o 
lucrare dispárutá a lui Siu E, care a tráit in jurul anului 200, si 
afirmá cá in aceastá carte existá rezolvarea urmátoarei probleme: 
citi cocosi, gáini si pui se pot cumpára cu 100 de monede, dacá in 
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total sint 100 de pásári si dacá un cocoj costa 5 monede, o gáiná — 
4, iar 4 pui — o moneda. Cijan Luán dá única solutie posibilá: 
15 cocosi, 1 gáiná si 84 de pui. Intr-o altá problemá cu conditia: 

4* + 3y +±=100, 

J 

Lijan Luán prezintá de asemenea o singurá solutie: x = 8, y = 14, 

- = 78, dcsi existá ji o a doua solutie: x — 16; y = 3, z = 81. 

ín Tratat de malemalica (Suan tzin), Cijan Jiu-tzian, care a 
tráit probabil in a doua jumátate a secolului al VI-lea, aratá cá 
pot exista citeva solutii in numere intregi ale problemei despre 
j)ásári. Problema lili Cijan, pe care el o exprimá prin cuvinte, este: 

x + y + z = 100, 

5x + 3y + — z = 100. 

3 

Cijan dá trci ráspunsuri: 

4 cocosi, 18 gáini si 78 de pui, 

8 cocosi, 11 gáini si 81 de pui, 

12 cocosi, 4 gáini si 84 de pui, 

observind cá numárul cocosilor creste de fiecare datá cu patru, 
numárul gáinilor scade cu sapte, iar numárul puilor creste cu 
trei. E usor de verificat cá solutiile prezentate sint unicele solutii 
pozitive intregi ; afará de ele mai existá una nenegativá x = 0, 
i/ = 25, z = 75, care i-a scápat dcsigur matematicianului chinez. 
Solutia sistemului se poate exprima sub forma parametricá: 

x = 4£, y = 25 — 7í, z = 75 + 3í, 

in care l ia valorile intregi 0 l ^ 3. 

Problema despre pásári capátá o mare ráspindire atit in China 
'Li Ciun-fen, in secolul al Xl-lea, Se Cije-vei si altii), cit si in alte 
liiri. Exemplc numerice cu aceastá problemá existá la indianul 
llliaskara (sccolul al XH-lea), egipteanul Abu Kamil (secolul 
al X-lea), care consacrá un tratat special variantelor acestei pro- 
bleme (vezi p. 244), si la multi a 11i invátati din tárile Oricntului 
Apropiat si Mijlociu. Analiza amánuntitá a problemei a dat-o 
Djemsid al-Kasi, si, lucru curios, la el membrul din dreapta al 
ccuatiilor esle de asemenea egal cu 100. ín Europa o problemá 
asemánátoare, cu acelasi inembru din dreapta. se intilnestc pentru 
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intiia oará in culegerea de problcme atribuitá lui Alcuin (secolul 
al VlII-lea). Sub diferite denumiri, aceste probleme figureazá 
apoi in aritmeticile din Europa medievalá. 

O alta problema mai complicatá de teoría numerelor apare in 
Tratatul de matemática (Suan tzin), scris de Sun-tzi in secolul al 
III-lea sau al IV-lea. Aceasta este o problema de rezolvare a 
unui sistem de congruentá de gradul intii modulo n. Se cere sá se 
gáseascá un numár care, impártit prin 3,5 si 7, sá dearespectiv 
resturile 2, 3 si 2. Regula lui Sun-tzi glásuiestc: 

„Prin impartiré cu 3, restul este 2. De aceea luati 140. Prin 
impartiré cu 5, restul este 3, de aceea luati 63. Prin impartiré cu 
7, restul este 2, de aceea luati 30. Adunindu-le impreuná obtinem 
233. Din aceasta scádeti 210 si obtineti ráspunsul“, adicá 23. 
„In general — spune Sun-tzi — dacá restul impártirii cu 3 este 1, 
luati 70; iar dacá restul impártirii cu 5 este 1, luati 21; dacá 
restul impártirii cu 7 este 1, luati 15. Dacá suma acestor numere 
este mai mare decit 106, scádeti cite 105 inaintc de a cápáta 
ráspunsul“ [34, p. 32]. 

Se poate presupune cá asemenea probleme apar in legáturá cu 
calcúlele calendaristice si astronomice. In orice caz, tocmai in 
astfel de calcule, ele isi gásesc aplicare. Rezolvarea unei serii de 
probleme de acest fel o expune insá astronomul amintit I Sin, 
autorul unui sistem special de calendar. J’in 'J’ziu-sao, care in 
prima carte a operei sale (1247) a dat rezolvarea amánuntitá a 
problemei lui Sun-tzi, spune cá metoda fusese elaboratá de intoc- 
mitorii calcndarelor si de astronomi si prezintá o asemenea pro- 
blcmá. Conform calendarelor vechi, solstitiul de iarná se repetá 

la fiecare 365 — zile, luna limará are 29-"-zile, iar ciclul „ki 
4 940 

sa-tsu“ contine 60 de zile. Dupá citi ani, luni sau zile, se regáseste 
o aceeasi situatie oarecare initialá? 

Sá dám solutia problemei lui Sun-tzi conform lui 7’i n Tziu-sao, 
folosindu-ne de notatiile din teoría moderná a congruentelor. 

Se cautá rezolvarea unui sistem liniar de congruente cu moduli 
primi intre ei: 

x= r¡ (mod qj, 
x — r 2 (mod q 2 ), 
x=r 3 (mod q 3 ) 

(in problema lui Sun-tzi: 

r i = 2, r 2 = 3, r 3 = 2, 9 i = 3, q 2 = 5, q 3 = 7). 
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ín primul rind, se gásesc numerele auxiliare N u N 2 , N 3 care satis- 
íac ecuatiile: 

N x q 2 q 3 = 1 (mod q^j, adicá 35.^ = 1 (mod 3), 

N 2 q l q 3 ^l 1 (mod q 2 ), adicá 21 iV 2 = 1 (mod 5), 

N 3 q l q 2 = 1 (mod q 3 ), adicá 15./V 3 = 1 (mod 7). 

Aceste congruente se inlocuiesc prin áltele mai simple, dacá in 

calitate de coeficienti se iau resturile provenite din impártirea 
coeficientilor dati, prin modulii: 

2 Ni — 1 (mod 3), 

N 2 1 (mod 5), 

N 3 ~ 1 (mod 7). 

E usor sá alcgem: 

N, = 2, N 2 = 1, N 3 = 1, 

atunci: 

A i9¡ ( h = '0, N 2qi q 2 = 21, A 3 ‘? 1 < ?2 = l'J- 

ín sfirsit, solulia cáutalá este: 

x = (A r i<?2 < ?3' - 1 + N tfl<Í3 r 2 + N 3M2 r 3 ) ( mod '¡192%), 

adicá: 

x = (140 -)- 63 + 30) mod 105, 

sau: 

x - 233 — 105í, 

unde t este un numár intreg oarecare. Valoarea minimá pozitivá 
23 se obtine pentru l = 2. 

íncá 1 Sin extinde metoda lui Sun-tzi asupra cazului cind mo¬ 
dulii nu sint primi intre ei (in acest caz problema n-are totdeauna 
solutie). Nu ne vom opri asupra modificárilor respective ale me- 
todei pe care le expune Jin T’ziu-sao. Vom aráta doar cá intr-unul 
din exemplele lui Tin, se cautá solutia sistemuhy : 

x = 32 (mod 83), 
x = 70 (mod 110), 
x ~ 32 (mod 135). 

Calcule dificilc implicá si exemplele lui I Sin [40, p. 120]. 

Asemánátor cu problema despre pásári, problema lui Sun-tzi 
are un istoric bogat. Cu aceleasi date numerice si in alte variante, 
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problema aceasta o prezintá Leonardo Pisano in anuí 1202 ín 
Cartea abacului, iar aproximativ cu 100 de ani mai tirziu o afláni 
intr-un manuscris bizantin. In secolul al XV-lea aceastá problema 
cu diferite date numerice figureazá ín manuscrisele aritmelice 
germano, iar in secolul al XVlI-lea, in manuscrisele aritmético 
rusesti [18]. ín sfirsit, metoda veche chinezá este elaboratá din 
nou de L. Euler (publicatá in 1740) $i elaboratá in intregime do 
K. Gauss in § 32—36 in vestitele lui Studii aritmetice din 1801. 
Euler si Gauss n-au stiut cá matematicienii chinozi se ocupasera 
de aceastá problema cu 1 500 de ani inaintea lor. Sá mai amintim 
cá matematicienii din China, de mult timp, incá inaintea eroi 
noastre, se ocupaserá de intocmirea aja-numitelor pátrate mágico., 
adicá de o asemenea repartizare a celor n 2 numere naturale cnnso- 
cutive 1, 2, 3,..., n 2 intr-o retea pátratá, in care súmele numerelor 

din fiecare coloaná si linie sá fie aceleasi, adicá egale cu— (n 2 + 1)- 

2 

Pátratele magice s-au folosit adesea pentru speculatii místico, 
dar totodatá au alcátuit ji una din fórmele de distractii matemá¬ 
tico. Ian Huei continuá si dezvoltá in anuí 1275 procedeele do 
formare a pátralelor magice, iar apoi munca lui o continuá mullí 
matematicieni din China ji Japonia. Dupá cito se pare, Teon 
din Smirna cunoaste cele' mai simple pátrate magice, in jurnl 
anului 130; de ele se ocupá si invátatii arabi si bizantini. 

Sumarea seriilor finite. Probleme cu progrosii aritmetice si 
geométrico existá in vechea Matemática in ímiuí. cdrti ji incon- 
testabil cá ole sint cunoscute si mai inainto. Unele problcmo 
din Matemática in nouá cár}i, legate de aplicarea progresiilor 
aritmetice, sint deslul de complícate. Vomprezenta douá exemple. 

ín problema nr. 19 din cartea a Vl-a se cere sá se determino 
termenii progresiei aritmetice a lt a 2 = -(- d, . o 9 = a x -(- 8d 
pentru conditiilc a 7 -|- a g -)- a 9 = 4, a x -)- a 2 -)- o 3 -)- a 4 = 3. Mor- 

sul rezolvárii, care dá a, — si d = — este in parte similar cu pro- 

66 ’ 60 

cedcul de rezolvarc a vechii probleme babiloniene, in care sint 

10 8 

date:X^ n k= 100, a 3 = 6 $i se cautá d = — [42,pp. 554 — 557]. 

feí 5 

Un elev din timpurile noastre ar fi scris mai degrabá ecuatiile: 

3o x 21 d = 4, 

4 a 3 -)- 6d = 3 
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A JL 

si eliminind pe ay ar fi gásit d - —--, iar apoi pe a 1 . Invátatii 

1 2 

chinezi folosesc in aceastá problema mediile aritmetice ale sumei 
termenilor. Mai intii se formeazá „coeficientul inferior" cu 4:3; 
íicest nuinár se declara de-a dreptul egal cu « g . lntr-adevár, 

a i + a s + a t _ _ _ 4 


Apoi se calculeazá „coeficientul superior" 3:4 

a i + a z + a 3 + a t _ 3 í _ a z + a s 1 ^ 

4 _ 4 \ ~ 2 J ’ 

ín sfirsit, diferenja-se imparte cu diferen^a 9 — 

7 

cena ce dá á = —. Probabil cá cea de-a doua diferenjá s-a obpnut 

din considérente de felul urmátor. Termenul a m = ay -)-(m— l)d 
diferá de a k = ay -)- [k — 1) d prin d luat de (m — 1) — [k — 1) 

ori, ji de aceea o g diferá de — -f- — prin d, luat de 


9 — 



3—1 

2 


9 


4 + 3 

-orí. 

2 


ln Matemática nu exista termeni speciali pentru progresii $i 
inárimile legate de ele. In problema data era vorba despre un 
irunchi de bambus din nouá noduri, fiecare deosebindu-se de cele 
vecine prin aceeaji distantá. 

ín conditia problemei 19 din cartea a Vil-a, un cal trapas si o 
jfloabá pleacá dintr-un punct dat; trápasul parcurge in prima zi 
193 li, iar in fiecare zi urmátoare cu cite 13 li mai mult; gloaba 
parcurge in prima zi 97 li, iar in fiecare zi urmátoare cu cite % 
li mai putin. Dupá ce a parcurs 3 000 li, trápasul se inapoiazá 
si pe drum se intilne^te cu gloaba. Se intreabá dupá cite zile s-au 
intilnit cei doi cai $i cit a parcurs fiecare? Problema se rezolvá 
dupá procedeul falselor pozitii. In n zile intregi, trápasul $i 

\ 

gloaba parcurg impreuná 290 n — 6 — ( n 2 — n) li; drumul total 

4 

trebuie sá alcátuiascá 6 000 li. Pentru n = 15, lipsa va fi de 
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6 000 = 5 662 ~ = 337 -i- 1 i, iar pentru n — 16 va fi un prisos 

de 6 140—6 000 = 140 li. Admitind cá in cuprinsul fiecárei zile 
vitezele nu se schimbá, obtinem: 


15.140 + 16.337 — 

-- = 15— 5 zile * 

140 + 337 — 191 

2 


Asupra folosirii formulei de sumare a progrcsieí aritmetice nu 
exista nici un fel de indicatii In Matemática. Regula sumárii pro- 
gresiei este certa doar la Cijan Jiu-tzian (secolul al V-lea); intr-o 
problema pentru gásirea ratiei progresiei, el foloseste relatia: 


O 


.s 



unde d, — este ratia, S — suma, a — primul termen, iar n — 
nuinárul termenilor. Cijan'J'iu-tzian foloseste de ascinenea regula: 

S = — ( a i + a n ) • 

Problemele cu progresii geometrice sint elementare in Mate¬ 
mática in nouá car (i, ratia in aceste progresii este numai 2, iar 
formula generala de sumare nu se intilneste. Este intcresant cá 
in únele probleme cu progresii aritmetice sau geometrice este vorba 
de productia unor tesátoare cu o productivitate a muncii crcsca- 
toare sau descrescátoare. Dátele numerice n-au importantá prac¬ 
tica, dar problemele in sine (ca si problemele amintite mai inainte 
despre cumpárarea firelor de mátase si áltele) aratá rolul mare pe 
care productia textilá o juca in economia tárii. 

Cunostinte mult mai avansate in sumarea seriilor aritmetice 
intilnim in secolul al Xl-lea la omul de stat, inginerul, astro- 
nomul si matematicianul § en (1030—1094). In cartea 18 

din Rafionamentele lui Men Si 1 (Men Si bi tan, 1086) se calculcazá 
numárul de obiecte ce alcátuiesc un trunchi de piramidá cu trepte 
din n straturi; straturile au forma unor dreptunghiuri, ale cáror 
laturi verticale cresc consecutiv cu o unitate. Dacá in stratul 
superior sint ab obiecte, atunci se cere sá se gáscascá suma seriei 

S = o6 + (o+l)(6 + l) + ... + [o + fn —1)] [6 + (n —1)]. (1) 

1 Men este unul dintre numele lui $en Ko — JY./l. 
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( 2 ) 


ísen Ko, fárá vreo explicatie, prezintá regula. 


S = — [a(2b -(- B) + A(2B — i») —(B b)], 

6 

unde 

A = a + n — 1, B = b n — 1. 

Incontestabil cá aici se aflá la baza regulilc de sumare a pro- 
gresiei aritmetice si a seriei pátratelor numerelor naturale. Gru- 
pind termenii in (1), avem: 

S = nab + [1 + 2 -f- ... + [n — 1)] (a + b) + [l 2 + 2“ + 

+ ... + (n — 1)*], 

si dacá se stie cá 

1 + 2 + ... + (n — 1) = " 


l 2 -)- 2 2 4" ••• + (n — l) 2 = { - --íi, 

6 

atunci 


S= - [6a6 + 3 (n — 1) (a + b) + (n — 1) (2 n — 1)]; 

6 

de aici, deoarece n = A — a+1 si n = B — b - )- 1, se poate 
obtine (2). Transformárile algebrice necesare nu prezentau difi- 
cultáti pentru matematicienii chinezi din acea vreme. 


n n 

Súmele pentru ^ k si k 2 s-au putut obtine cu ajutorul 

Ar-l A:=l 

unor considérente geometrice. In cartea lui Ian Huei, Procedee 



Fig. 18 


rapide pentru másurarea ogoarelor (Tian nu bi lei cen iui fze ja 

anuí 1275), egalitatea 3-(-5+7-(-9= —(3 + 9) se ilustreazá 

prin calculul suprafcfei unui paralelogram in trepte format din 
straturi egale (fig. 18). De altfel, suma progresiei aritmetice se 
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obtinc usor si pur aritmetic si avem de-a face aici, poate, cu o 
explicatie geométrica a unui fapt cunoscut. Este foarte probabil 
insá cá sirul de pátratc a fost sumat cu ajutorul mijloacelor 
gcomc trice. 

n 

Eormula de sumarey*) k 2 in Explicaría ainánunfild a regulílor 
kíi 

materna tice a lili Ian Huei (1261) are forma (pentru n = 5) 
pulin inai deoscbitá de cea folositá astázi: 



Despee felul cuín se obtinc, Ian Iluoi nu spnnc niinic, dar modul 
in carc forrnnleazñ el regula (3) ne da o baza pentru o reconstructie 
foarte vcridiefi a aeesleia. Sá ne íniaginám seria 

I 2 2 + 3 2 + 'i 2 -f 5 2 


sub forma unei pirámide in Lrepte ale eárei si ral uri sinl alcátuile 
din 1, 1, ü, 13. 2") de cuban niie.i use/.ate cuín se aratá In fig. 19. 
Dacá se asazñ una lingá alta irei pirámide de ace.st fel, dupa cuín 
se aratá in fig. 2(). ele vor aleátui un para lelipiped din cinci 
slraturi cu baza de (5 + 1) 5 cuburi, pe a cárui muchie supc- 
rioará inai ajiare un strat incomplet de 1 —f-2 —f-3-(-4-j-o cuburi 





(fig. 19). Táind in douá iejindul orizontal, el se poate ajeza pe 
muchia superioará a paralelipipedului sub forma unui strat cu 
1 

ináltimea de—. \ olumul paralelipipedului ce se obtine este evi- 
dent 5(5 + 1) Í5 -j- -i-j, de unde rezultá (3). 
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Textul apartinind lui Ian Iluei glásuiestc: 

„La latura de jos adáugám 1, ininuUim cu latura de jos $i maí 
1 

adáugám —, aceasta este inál^imea si inmultim cu fiecare pátrat 


C, 



(aici probabil se are in vedere suprafata bazei paralelipipedului. 
— N.A.). Acest volum sá-1 impártim in trei párti si sá luám una 
din ele“ [49] 1 2 . 

ín aceeasi lucrare din 1261, Ian Iluei dá regula de sumare a 
seriei: 

1 4- 3 + 6 + ... + — n[n + 1) = — n (n -)- 1) (n + 2) (1) 

2 o 

Aceasta este o serie de numere pe care noi, urmind pe grecii antici, 
le numim triunghiulare. Ian Huei dá aceastá regulá imediat dupá 

1 Aceastá reconstruye propusá nu de mult de Siui Ciun-fan [49] coincido 
in eBen[á cu reconBlructia regulii antice babiloniene: 



data in 1937 de S.I. Lurie [48 b, p. 193—194]. In articolul noslru [50] se 
da o allá reconstruye geomelricá pentru deducerea sume i unei serii de 
pátrate, propusá de Siui Ciun-fan mai inainte [51]; ea este inai pu(in vero- 
siniilá — IV.A. 
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«alculul volumului piramidei cu trei muchii, iar sumarea (4) 
el o trateazá ca o definitie a volumului unui „corp cu trei muchii“ 
cu straturi múltiple. Rcconstructia este analogá cu cea precedentá 1 . 

Un numár mare de reguli de sumare se da fárá demonstratie ín 
operele lui Ciju íjii-tze [36, pp. 130—134]. Din acestea fac parte, 
de pildá, seriile care apar prin inmultirea numerelor naturale, 
triunghiulare si pátratice cu termenii unei progresii aritmetice 
■crescátoare sau descrescátoare: 


1- a 2 [a d) d - ...-)-n[a-|-(n — 1) d] — 

_ n(n + 1) [2dn + (3a — 2d)] 

6 

1 • [a + (n — 1) d] -+ 2 [o -f (rc — 2 )d] -)- ... -+ na = 
n[n -f 1) [dn + (3a — d)] 

6 

«• a + 3(a + d) -f- ... + n( " 2 +1) [a + (n — 1) d] = 

n[n + l)(n + 2) [3 dn -f (4a —3d)] 

~ 24 

4 • [® "h ( n —1) d] -)- 3 [a -+■ [n — 2) d] -+ ... +- ———- a 

n (n + 1) (n + 2| [dn + (4a — d) ] 

24 

l 2 • a -|- 2 2 (a -f d) + ••• + n 2 [a + (n — 1) d] = 

= — n ín -+ — | (n l)a -+ —- (n 2 — 1) n(3n 2)d . 
l 2 - [o (n — 1) d] -+ 2 2 [a + (n — 2) d] + ... + n 2 a = 

= y « (« + y] (w + !) « + ^(« 2 — 1) ™ 2 d- 


( 5 ) 


( 6 ) 


(?) 


1 Din suma unei serii de numere triunghiulare este usor de ob|inut suma 
pátratelor, adunind membru cu membru: 

1 -f 3 + 6 + ... + “ n (n + 1| = — n (n + 1| (n + 2), 

¿ O 

1+3 + ••• + ~r ( n — 1) ri = — (n — 1) n (n -)- 1). 

¿ O 

Din punct de vedere geometric, acestei operatii ii corespunde unirea a 
4oui pirámide corespunzátoare in trepte, intr-una singurS, reprezentatá. 
in íig. 19 — N.A. 
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O alta grupa de serii o formeazá diferite numere geometriee: 
triunghiulare, piramidale, de forma l n i 2 1 ^ a ltelei 


" fc(fc + 1 )Jk + 2) = n (n_+ 1) (n + 2) [n 

2—i r. 

/t-i u 


3) 


24 


( 8 ) 


" fc (fe + 1) (fc + 2) ( k + 3) _ n(n + l)(n + 2) (n + 3)(« + 4» _ , gv 
¿i 24 ~ 120 ^ 

yx k[k + 1) (2 k + 1) = n(n + 1) (n + 1 ) („ + 2) QNi 

fcí 6 12 ’ 



k= 1 


1 ) ( 2 k 
G 


1) 


n (a + 1 ) (/i + 2) 

60 




etc. 

Calculul sumelor (5) este stríns legat de sumarea uncí serii de 
pátrate, al sumelor (6) — de sumarea unci serii de euburi (a cárei 
existervtá este de asemenea confirmatá in matemática chinezá diis 
secolul al XlII-lea) ji de (8), iar a sumelor (7) — de sumarea une» 
serii de euburi. Nu stim totuji care dintre aeeste sume s-au obtinut 
mai intii. 

De sumarea seriilor aritmetice s-a ocupat cu suecos si Jin Tziu- 
sao In opera sa din 1247. 

Nu se stie clt sint de origínale rezultatele prezentate. Regula 
de sumare a unci serii de pátrate natura le o stiau inca babilonienii. 
O formula analogá pentru cazul progresiei aritmetice a dedus-o 

n n 

ji Arhimede. Súmele yNc 2 

/, = ! k — 1 


ji k 3 le cunostea Aryabhata. Grecii 


antici 


si aeelasi Aryabhata stiau sá 


suineze 


seria 


E 


k[k 


ín secolul al IX-lea, Magavira sumeazá seriilc de pátrate si 
euburi ale termenilor unei progresii aritmetice, iar indianut 
Naraiana aplicá in secolul al XlV-lea formule de genul lui (8) 
$i generalizárile lor sint in studiul progresiilor aritmetice. Dupái 
cite se pare, seria lui $en Ko se intilnejte in afara Chinei. 


Interpotarea. Problemele de astronomie care au incitat interesul 
pentru analiza diofanticá (nedeterminatá) duc la najterea si 
elaborarea metodelor de interpolare. ín acest domeniu, natcira- 
ticienii chinezi fac un pas inainte in comparare cu preeursorii 
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lor, trecind la interpolarea pátraticá $i apoi la cea cubica. ínainte 
de aceasta se folosise doar interpolarea liniará ca de pildá la 
Ptolemeu, la intocmirea tabelului coardelor (sinusurilor). 

Scopul dircct al proccdeelor de interpolare din China era canta- 
rea unci formule einpirice care sá exprime miscarea neuniformá 
unghiulará vizibilá a Soarelui dc-a lungul eclipticii, in functie 
de timp. Calculul coeficientilor forrnulei se face cu ajutorul unor 
diferente simple sau divizate, ajungindu-sc pina la diferente 
constante in limita observatiilor 1 . 

Dupa cit se jtie, primele in aceastá directie sint lucrárile calen- 
daristice ale astronomului si matematicianului Liu Cijo (544— 
610), efectúale aproximativ in anuí 600. Liu Cijo ia valorile echi- 
distante ale argumentului si face uz penlru interpolare de un tri- 
noin pátralic, folosind diferente de ordinul intii si doi. Formula 
de interpolare a lui Liu Cijo este intrebuintatá de Li Ciun-fen 
(605—673) in anuí 664 in noile lui calcule calendaristice; ea este 
folositá si mai tirziu, in anuí 1024, pentru calculul calcndarului. 
Interpolarea cu ajutorul trinomului patratic satisface multa 
vreme pe astronomi, dar in secolul al XlII-lea cindcrejte precizia 
observatiilor se mai adougá un termen de gradul trei. Formula 
interpolara cubice o propune inginerul, malematicianul si astro- 
nomul Go $ou-tzin (1231—1316) de la curtea lui Cublai-han, 
várul lui Hulagu-han, stápinitorul Iranului; Go ^ou-tzin elabo- 
reazá in 1276 un calendar nou. La baza calculelor el pune observá¬ 
bale efectúate la Observatorul din Pekin, inzestrat cu cele mai 
tune instrumente din acea vreme. Calendarul lui Go ^ou-^zin 
se introduce in anuí 1281 $¡ rámine in vigoare pina in anuí 1367. 
Operele lui Go nu s-au pástrat, dar' calcúlele lui calendaristice 
sint expuse in alte lucrári ajunse pina in zilele noastre. 

Formúlele moderne de interpolare parabólica, in care functia 
f[x ) cu n -(- 1 valori date: f(x 0 ), /(z^), ..., f(x n ) se inlocuie^te 
printr-un polinom algebric de grad n care coincide in púnetele xo, 
■Xj, ..., x n cu f[x), au fost elabórate de matematicienii englezi 
J. Gregory, I. Newton $i J. Stirling. 

Formúlele lui Liu Cijo ji Go $ou-tzin reprezintá cazuri particu- 
lare pentru n = 2 ji respectiv ti = 3 ale forrnulei mult folositá 
in prezent si publicatá de Newton in anuí 1711, iar de Stirling 
in 1730. Sá scriem in siinbolurile noastre valorile argumentului 
functiei date $¡ a diferentelor ei sub forma unui tabel in care fie- 

1 Expriininil mai departe rcgulile invátatilorehinez.i prin formule moderne, 
urmSm expunerea dupa sursa principáis acceeibilS nouá [52] — JV..4. 
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care diferentá se obtine ca o diferentá algébrica a numerelor in\e- 
cinate de sus si de jos din coloana din stinga: 


Argumentul | 

Fundía 

DiTercnte 
(le ordinul 1 

Diferente I 
de ordinul 2 

Diferente 
de ordinul 3 

,t 0 — 2h 

¡(x 0 - 2h) 

A- - 
2 

| 

i 

1 


x Q h 

/[x 0 - h) 


Al 2 ] 

a (3! , 


. ! 

A~ 1 | 

2 


2 

Xq 

IM 

aí? 1 


x u + 

l[x 0 + h) 

A- 

2 

, 

a' 2 > 

A 1 

2 


1 

A®- 



x 0 4- 2h 

¡ /(* u + 2//) 

1 


1 



Atunci formula lui Newton-Stirling este: 
/(x 0 + hx) = 


A- 


-- + A- 


(31 , 

A—- + A 


= f{* o) + x 


+ 7 ^" + 


x(x 2 — 1 ) 


< 3 >l 


+ 


Hegulile verbale ale matemalicienilor chinezi corespund pe 
deplin acestci formule, luatá cu numárul cuvenit de termeni. 
Pentru denumirea diferitelor inárimi care intrá aici, matemati- 
cienii chinezi foloseau termeni speciali. 

ín calcúlele lui calendaristice, I Sin extinde interpolarca asupra 
cazului argumentelor neechidistanle. Aja-numitele diferente, 
divizate, care intervin in formula pátraticá a lui I Sin, pot fi 
definite cu ajutnrul tabelului. 


Argumentul 

Fuiiet ia 

Diferente descompuse 
de ordinul 1 

Diferente deseompuse 
de ordinul 2 

*0 

IM 

I[Xq, Xj) 

l[X 0 , .Tp X 2 ) 

*1 

H* i) 

/(•*!• **) 


/(**) 
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Diferencie divizate pot fi reprezentate comod sub forma: 


J(x o, xj) = -ííísL + -íífii-, /(*,, * a ) = -íífiL + -Í!í*!L, 

Ig " íj Jj 1 -- Xi) iTj --' 


/(a-Q, x x , x 2 ) = 


f( x o 


+ 




(*o — *1) (*o — *s) (*i — X») (*1 — *2) 

rt*.) 


+ 


(^2 *0) ^1) 


Formula lui I Sin este: 


/(x) = /(x 0 ) + (x — x 0 )/(x 0 , x x ) + (x — x 0 ) (x—x x )/ (x 0 , x x , x a ); 

sub forma generala formula aceasta a fost data de Newton in 
anuí 1687. 

Elaborarea formulelor de interpolare este legatá de particula- 
ritá^ile de dezvoltare ale astronomiei in China, similare intr-un 
oarecare sens cu dezvoltarea ei In Babilonul antic. Í 11 Grecia, 
apoi in India si in tari le Orientului Apropiat si Mijlociu, astro- 
nomii folosesc modele gcometrice-cinematice, fapt care a dus la 
crearea aparatului corespunzátor al trigonometriei. In Babilon, 
la fel ca fi in China, calculul efemeridelor se bazeazá pe interpo- 
larea numérica a rezultatelor observa|iilor, fárá a folosi modele 
pentru mifcarea aftrilor cerefti. 

In secolul al Xl-lea, al-Biruni recomandá interpolarea pátraticá 
a tabelelor trigonometrice, iar in secolul al Xll-lea, este folositá 
de fapt in aceleafi scopuri de catre Bhaskara. Nu se ftie dacá a 
existat sau nu vreo legáturá intre aceste cercetári aleinváCClor 
din China, India fi ^arile Islamului. 

Dezvoltarea astronomiei fi geografiei in a doua jumátate a 
secolului al XlII-lea fi inceputul secolului al XlV-lea seimbiná 
cu elaborarea trigonometriei sfcrice in China. Primele informa^ii 
cu privire la tabelele de sinusuri apar in China inca in secolul 
al Vil-lea dar, dupa cit se pare, trigonometría nu-si gásefte timp 
indelungat adepti in aceastá tará- Numai Go $ou-C¡n se ocupa 
la o scará destul de mare de analiza problemelor de trigonometrie 
sfericá [53], Defi procedeele lui nu sint lips.ite de originalitate, 
totufi cu greu ne-am putea inchipui ca el sá nu fi fost influenlat 
de bogáliilc acumúlate in acest domeniu in lárile Asiei céntralo. 
Acest lucru este cu atit mai probabil, cu cit in anuí 1267 sosefte 
la Pekin, venind din Irán, Cija-Ma-Lu-Tin (Djamaleddin), cola- 
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borator la Observatorul din Maraghin, aducind cu el o serie de 
aparate noi astronoinice. Totuji lucrárile de trigonometrie sfericá 
ale lui Go ípou-tzin nu s-au mai continuat in China medievalá: 
acest ínvátat íncheie jirul lung de matematicieni si astronomi 
cminenti ai Chinei medievale. 

Dupa multe secóle de ridicare continua dar lenta, incepind din 
mijlocul secolului al XlV-lea, in China incepe o stagnare jtiinti- 
ficá de lungá duratá. Reglementarea birocraticá riguroasa a 
intregii vieti economice $i cultúrale, oprirea progresului tehnic 
dupa o serie de descoperiri strálucite, anchilozarea formelor 
social-economice — tóate acestea incátujeazá dezvoltarea conti¬ 
nua a creatiei stiintifice in domeniul jtiintelor naturii ji al mate- 
maticii. De la sfirsitul secolului al XVI-lea, in China incep sá 
pátrundá descoperirile invátatilor europeni in domeniul trigono- 
metriei si algebrei, se traduce opera lui Euclid, apoi se face 
cunojtintá cu logaritmii, cu seriile infinite ji áltele. Totu^i,, 
timp indelungat, contactul cu noua stiintá europeaná rámine 
inca superficial. Numai in secolul nostru $i indeosebi dupa creare» 
llepublicii Populare Chineze a sosit timpul pentru o nouá inflorire- 
strülucitoare a inatematicii in China. 

Rolul istoric al matematicii Chinei antice. Fácind bilan^ul 
celor spuse vedem cá pina in secolul al XIY-lea matemática se 
dezvoltá in China cu preponderenLá ca un ansamblu de algoritmi 
destinati pentru rezolvarea unor clase de probleme de aritmética,, 
algebra ji geometrie cu ajutorul abacului. Cei mai importante 
algoritmi de accst fel sint metoda fan-cen de rezolvare a ccuatiilor 
liniare $¡ metoda tian-iuan — de rezolvare a ecuatiilor numerice de 
orice grad. Am vazut mai departe cá matematicienii Chinei mi 
sint doar nijte ,,cmpirici“, ci aplica pe scará larga diferitc trans¬ 
forman algebrice si geometrice, au la dispozitie demonstrati» 
cítorva teoreme geometrice si identitáti aritmctice, cunóse o 
serie de insujiri ale principalelor figuri si áltele. Introducind 
numérele negative, ei se apropie de interpretarea lor cea mai 
simplá. Am arátat, in sfir^it, cá ei nu se limiteazá la probleme 
ridicate direct numai de viata practica, ci, plecind de la aseme- 
nea probleme, au elaborat teorii mai abstráete ale matematicii r 
care in acea vreme nu cápátase inca aplicatie decit in cadrul mate¬ 
maticii propriu-zise. Totodatá, invátatii Chinei se aflá departe 
de idealul matematicii creat de clasicii eleni, de constructia deduc¬ 
tiva a unor discipline intregi pe baza numai a citorva premise de 
dezvoltare insási a teoriei demonstratiei matematice. 
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Matemática Chinei este una dintre componcntele matematicii 
calculatorii a Orientului medieval. In prezent nu se poate aprecia 
in másurá exacta influenta pe care chinezii au avut-o asupra 
progresului matematicii in alte tari: legáturile reciproce intre 
China $i vecinii ei nu sint studiate nici pe departe in intregime, 
deoarece in lucrárile strávechi lipsesc de regula referiri la surse. 
Cu tóate acestea, materialele existente aratá in ansamblul lor 
cá in decursul secolelor a avut loe un schimb reciproc de desco- 
periri ale matematicii din China, India si tárile Islamului. 

S-a vorbit mai sus despre ráspindirea budismului in China in 
primul mileniu, despre participarea directa in secolul al Vil-lea 
a specialijtilor indieni la lucrárile Biroului astronomic ji despre 
aparitia traducerilor operelor sanscrite. ín secolele al XlII-lea 
—al XlV-lea, in Biroul astronomic chinez au lucrat invátati 
din Irán si Asia céntrala. Pe de alta parte, la Observatorul lui 
Nasireddin at-Tusi din Maraghin au colaborat in secolul al XlII-lea 
$i astronomi ehinezi; chiar in operele lui at-Tusi se expune 
caleulul anilor dupa sistemul chinczesc. Calendarul chinez este 
binecunoscut si la Observatorul lui Ulug-bek (secolul al XV-lea), 
din Samarkand. Contactul personal intre astronomii diferitelor 
tari este insotit in mod inevitabil de un schimb de cunojtinte 
mnteniatice. 

Despre legáturile dintre matemática Chinei si materna tira 
altor tári vorbeste ji succcsiunea inultor descoperiri. Cu greu 
s-ar putea erede cá este ¡ntimplátor faptul cá numere le negative, 
regnlile de extragere a rádácinii pátrate si cubice, problemele 
despre trunchiul de bambu-i, o demonstrare asemánátoare cu 
cea ehinezá a teoremei lui Pitagora se intilnesc in matemática 
Indiei cu citeva secóle mai tirziu deeit in matemática Chinei. De 
asemenea, e greu de presupus cá este o simplá coíncidentá apli- 
carea in Asia centralá a regulii celor douá false pozitii san a 
metodei lui Horner pentru extragerea rádácinilor de un indice 
oarccare ji folosirea fractiilor zecimale — dupá ce tóate acestea 
fuseserá elabórate in China. Tot cc s-a spus se referá in egalá 
másurá $i la problemole de analizá nedeterminatá, prezentate 
mai sus. 

ín evul mediu aufost deosebit de strinse legáturile intre China. 
Corcea ji Japonia. Incá in anuí 554, in Japonia pátrunde calen¬ 
darul chinez, iar de la inceputul secolului al VlII-lea, in jeolile 
japoneze se introduce sistemul chinez de predare a matematicii. 
Am mai amintit cá mai tirziu, in secolul al XVII-lea, invátatul 
japonez Seki Kowa, plecind de la lucrárile chinezesti de algebrá, 
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ajunge la crearea unei metode de rezolvare a ecuatiilor liniare, 
care in esentá coincide cu metoda determinantilor. Traducerile 
cártilor chineze au stat de asemenea la baza educatiei matematice 
in Coreea. 

Foarte pu^ine din lucrárile matematicienilor chinezi au devenit 
cunoscute la timp in afara granitelor Chinei. Dar, in ansamblu, 
cercetárile matematice ale invátatilor Chinei au pátruns in curen- 
tul general al matematicii calculatorii din Orientul medieval. 
Este incontestabil cá cercetárile viitoare istorico-matematice vor 
preciza ji vor extinde fárá indoialá cu mult cunojtintele noastre 
in aceastá problema. 



MATEMATICA ÍN INDIA 


Generalitáti. Cercetárile arheologice aratá cá la mijlocul celut 
dc-al trcilea mileniu inaintea erei noastre, in valea riului Ind a 
existal un slat sclavagíst cu o cultura situatá la o treaptá inaltá 
de dezvoltare. ín apropierea colinelor Mohendjo-Daro se afla un 
oras niarc cu un plan bine conceput; alte oraje fuseserá construite 
dupa un plan similar. Pe obiecte de uz casnic si pe sigilii s-au 
gásit inscriptii pictográfico, aproape cu totul nedescifrate inca 
pina in prezent. Nu s-au descoperit insá monumento ale mate- 
maticii. In mod indirect, dupa rámájitele cládirilor publice, 
sistemóle de canalc de irigatie si de evacuare a apei, ornamentatia 
ceramicii, dupa sculpturá, dupa o riglá cu diviziune zecimalá 
confectionatá dintr-o scoicá, se poate conchide cá unul din ele¬ 
mentóle acestei culturi fusese ji un oarecare bagaj de cunojtinle 
matemático. Aproximativ la mijlocul celui de-al doilea mileniu 
Mohendjo-Daro este párásit. In aceastá época in India pátrund 
noi triburi arienc, care in parte distrug, in parte supun populatia 
bájtinasá. Limba noilor veniti este sánscrita. 

La inceputul primului mileniu, ocupatia de baza a indienilor 
este agricultura, care are nevoic de irigarca artificíala a ogoarelor. 
Apar State rclaliv mari, lipsitc totusi de o unitate económica 
stabilá, sfisiate de rázboaie externe si contradictii interne ji care 
in cele din urmá n-au o viatá lungá. In interiorul statclor se duce 
lupta pentru stápinirc intre membrii ta?melor conducátoare — 
varne: soldatii — ksatri si prcotii cultului — bralimani. Se produc 
ráscoale ale taginelor vaisia — membri liberi ai comunitátilor 
sátesti, negustori si sudri — membri fará drepturi depline ai 
comunitátilor, mcscriasi, slugi. Varnelc se impart in caste — 
djatii, care rcunesc oamenii de acecasi profesiune, deseori moste- 
nitá. Pe o treaptá inferioará judrilor se aflá robii. Nemultumirea 
páturilor exploatate ale populatiei capátá expresie in noua religie 
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— budismul, ce apare in jurul secolului al V-lea i.e.n. si atrage 
un mare numár de adep^i, iar cu timpul se ráspindeste in alte 
tari. Aproximativ catre sccolele al Vil-lea — al V-lea i.e.n. 
apar primele márturii scrise cu privire la matemática din India. 

ín jurul secolului al IV-lea i.e.n. si poate ceva mai devreme 
se stabilcsc legáturile cu Asiria si Babilonul. La sfirsitul secolului 
al Vi-lea i.e.n. regele persan Darius Histaspe cucereste o parte 
din Pendjab si organizeazá o nouá satrapie, a cárei granitá rásá- 
riteaná devine riul Ind. Dupa 200 de ani, in anii 327—325 c.n., 
Alexandru Macedón pátrunde si mai departe decit persii. Expedi- 
t.iile lui Alexandru si crearea dupa moartea lui a monarhiei 
Seleucizilor, in care intra Siria, Mesopotamia, Iranul, o parte 
din Asia céntrala si India, duc la o intárire considerabilá a con- 
tactului cu cultura tárilor mediteraneene. 

Aproape simultan cu monarhia Seleucizilor, in bazinul Indului 
si valea Gangelui apare un nou imperiu puternic, al Maoriilor, 
intemeiat de catre Chandragupta (322—298). Ca urmare a avintului 
miscárii nationale, Seleuc I Nicator intrá in rázboi cu Chandra- 
■gupta, dar fiind respins stabileste cu el relatii pri'etenesti. Nepotul 
lui Chandragupta, Ajoka (273—232), cucereste intreaga Indie de 
nord si o parte mare din India de sud. Dupa citiva zeci de ani de 
inflorire se produce totusi o descompunere rapidá a statului Ma¬ 
oriilor. 

La mijlocul secolului al Ill-lea i.e.n. din statul Seleucizilor 
se separa statul Greco-bactrian situat pe teritoriul unei párti din 
Asia céntrala, Afganistán, Casmir ji valea Indului. El dureazá 
ceva mai mult de 100 de ani, dar lasa o urmá vizibilá in dezvol- 
tarea culturii Indiei. 

In secolul I i.e.n. teritorii vaste din Asia céntrala si India 
nord-vesticá sint cucerite de scitii saka. Noul stat al kusanilor 
capátá denumirea de la numele unui trib al scitilor. Kusanii sta- 
bilesc legáturi comerciale cu Imperiul Román si cu China. In 
anuí 99, o solie a regelui Kaniska (78—123) viziteazá Roma. In 
aceastá perioadá pátrunde probabil budismul in China. 

Cultura hindusá atinge un nivel inalt in secolele al IV-lea — 
al V-lea in regatul Gupt, apárut in India de nord si céntrala si 
descris de cálátorul chinez Fa Sian, care parcurge intreaga tara 
pina la Ceylon in anii 399—414. In aceastá época se situeazá 
multe realizári importante ale stiintei. Atunci se scriu lucrárile 
de astronomie si matemática Siddhanti. In jurul anului 500 
lucreazá Aryabhata, náscut in apropierea marelui oraj al tari i 
Pataliputra (Patna) si Varaha-Mihira, originar din imprejurimile 
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unui alt mare centru cultural Uddjain din India céntrala. Cova 
mai tirziu, in prima jumátate a secolului al Vil-lea, la Uddjain 
lucreazá Brahinagupta. De aceastá perioadá tiñe definitivarca 
in India a sistemului zecimal pozitional de scricro a numerelor. 

Secolele al Vi-lea —-al Vil-lea sint inarcate de slatornicirea fcu- 
dalismului in forme specifice, caracterist.ice pentru India, lmpár- 
tirea in castc capátá o nouá dezvollare, fiind consolidatá prin 
dogine si obicciuri religioase. Pe treapta ¡nfcrioará se aflá nume- 
roase grupuri de „int.angibili“ — paria. Situatia grea a castelor 
inferioarc contribuie la ráspindirea islamismului, devenit religie 
oficiala in tárile invecinate din Asia céntrala. 

Legáturile cu \árile Islamului au avut o inare importantá 
pentru progrcsul continuu al stiintci. ín secolele al Y II-lea — 
al VlII-lea, lucrárile indiene de aslronomie si matemática devin 
cunoscute in califatul arab. Tot atunci, invátatii indieni lucreazá 
cu succes si in China — dupa cuín s-a arátat in cap. I. 

Statele slabe din India nu se pot opune presiunii unor noi cuce- 
ritori. In secolul al Y I-lea pe o parte din teritoriul Indiei apare 
pentru scurt tiinp statul hunilor. In prima jumátale a secolului 
al \’II-lca, statul vremelnic Kanaudj din valea Gangclui duce un 
rázboi grcu cu China. Ín secolul al VIII-lea valea inferioará a 
Indului cade sub putcrca conducátorilor militari arabi. Odatá 
cu secolul al Xl-lea, incep incursiunile sultanilor din statul Gazna, 
sítuat la granitcle nord-vcstice ale Indiei. ín anuí 1206 se creeazñ 
sultanatul de la Delhi carc timp de 100 de ani stápiueste aproapc 
intreaga Indie, afará de regiunile ei sudice. Dar dé la inijlocul 
secolului al XIYMea, sultanatul se descompunc si dispare in 
anuí 1398 sub lovitunle zdrobitoarc ale expeditici lili Timur. 

In ascmenca conditii complexe continua dezvoltarca ínatematicii 
mereu strins legatá de astronomie. Dintre marii invá|afi ai 
acelor vremuri citáin pe Magavira din orasul sud-indian Maisor 
(secolul al IX-lea), Sridhara (secolul al Xl-lca), Bhaskara (secolul 
al _XII-lea), .\araiana (secolul al XlV-lea). 

ín cursul secolelor al XlV-lea - al XV-lea, se fac cercetári 
jtiinDfice incununate de succes in statele din sud, indeosebi in 
Vidjaianagara, a cárei descricrc nc-a lásat-o cálátorul rus Afanasii 
Nikitin, care viziteazá aceastá tara in anii 1469—1472. In jurul 
anului 1500, la sfirsitul perioadei pe care o analizám, in sudul 
Indiei lucreazá cmincntul matematician Nilakanta. 

Cele mai importante opere de matemática. Din timpuri strá- 
vcchi, matemática s-a bucurat de un mare respect in India. Con¬ 
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fonn legendelor, Gautama, adica Buda, de la virsta de 8 aní In- 
cepe sa invete scrierea, iar apoi aritmética, acestea fiind cele mai 
importante ftiin^e din acele vremuri. In secolul al IX-lea Maga- 
vira inaltñ un adevarat panegiric al matematicii: „Calculul este 
útil in tóate lucrarile legate de treburile lumesti, de vede sau de 
.alie treburi aseinanatoare religioase. fjitiinta calculului este pre- 
l.uila mult in stiin^a dragostei, in stiinta bogatici, in rnuzieñ §¡ 
drama, in arta culinará, in medicina, in arhitectura, in prosodic, 
poética fi poezie, in lógica si gramática si in alte lucruri... Ka 
•este legata de miscarile Soarelui si altor astri, de eclipse si con- 
junc^iile planetelor fi de directa, pozitia, timpul, precum si de 
inersul Lunii. Numarul, diametrele si perimetrele insulclor, al 
oceanelor si al mun^ilor, dimensiunile mari ale centrelor popúlate 
si ale cladirilor locuitorilor lumii, ale spatiilor dintre lumi, lumca 
lumii, lumile zeilor si ale locuitorilor iadului si alte masuratori 
posibile, tóate acestea se fac cu ajutorul matematicii" [54,p.5]. 

Aceastá tirada aminteste oarccum „lauda aritmcticii" din pre- 
fctcle la operele de aritmética ale autorilor europeni din evul me- 
<liu tirziu. 

lnformatiilc cele inai timpurii despre matemática din India 
tin de época compunerii cñrtilor sfinte religioase fi filozofice: 
('unoftin^e — Vede (veda in limba sánscrita inseamná cunostin^á; 
compara cu verbul din limba rusa vedat). Ca sursa pre^ioasa sér¬ 
vese Regulilc funiei (Suliva-autra) , care confín construc^ii geo- 
inctrice fi rezultatele citorva calcule, fíegulile funiei au ajuns pina 
la noi in trei redactan: cea mai vcche — a lui Baudhaiana, fi 
nltele doua mai tirzii — ale lui Apastamba si Katiaiana [58]. 
Oamcnii de stiinta au páreri diferitc in ce priveste determinaren 
timpului cind au fost scrise Regulile funiei. Unii presupun cá 
•atieste cár^i s-ar fi scris in sccolele al XY-lca — al XVII-lea i.e.n., 
altii — intre secolelc al VlII-lea i.e.n. si al 111-lea e.n. Majori- 
tatea inclina spre acceptarca intervalului secolclor al Vil-lea 
— al V-lea i.e.n. 

Lasind la o parte Regulile funiei, cele mai importante opere 
cunoscute de matemática ale indienilor s-au scris intre sccolele 
al V-lea — al XlV-lea. In cea inai ruare parte ele sint capitole de 
matemática ale unor cár^i de astronomie. Sint scrise in limba sán¬ 
scrita, limba religiei si a stiintei hinduse, dupa cum limba araba 
a fost in tñrile musulmane, iar latina — in Europa occidentala 
medievalá. Expunerea in lucrñrile indiene de matemática este 
foarte concisa si deseori nu contine demonstratii. Laconismul regu- 
1 i lor ajunge uneori la limita ca fi in literatura chineza fi un citi- 
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tor neinijiat nu le poate injelegc fárá lámuriri suplimentare- 
Acest lucru este in parte condijionat de faptul cá o serie de cárlí 
sínt scrise in versuri: regulile formúlate in strofe scurte se invatá 
pe de rost. In majoritatea cazurilor, predarea, ca pretutindeni in 
cvul mediu, are un carácter dogmalic si se bazeazá mai mult pe- 
memorie decit pe ratiune. 

Sursele principale din care ne luám informatiile despre mate¬ 
mática indiana sint urmátoarele: 

1. Opera anónima de astronomie din secolul al IV-lea sau al 
V-lea Suria siddhanta — Stiinfa Soarelui — nu in sensul jtiinlci 
despre Soare, ci ca jtiintá comunicatá de Soare unui anume demon 
[59]. Afará de Stiinfa Soarelui se mai cunóse alte patru opere si- 
milarc — siddhanta. Una dintre aceste siddhanta se numeste 
Stiinfa lui Pulisa (Pulisi siddhanta). Aeeastá opera s-a pierdut, 
dar despre continutul ei avem informatii din Cinci siddhanta 
(Pancea siddhantica) a lui Varaha-Mihira care, in jurul anului 
505, expune ji comenteazá tóate cele cinci siddhanta [60]. Jude- 
cind dupa informatia data de al-Biruni, care studiasc in amánunt 
literatura stiintificá hindusá in prima jumálate a sccolului al 
Xl-lea, Pulisa fusesc astrologul Paulos din Alcxandria care trá- 
ise in secolul al IV-lea. In Siddhantale se vede ciar cá intoemi- 
torii lor cunóse atit astronomía elenisticá, cit si procedeele astro- 
nomilor babilonieni din época Selcucizilor. 

2. Tratatul de astronomie si matemática Aryahhaliam in ver- 
suri, intoemit in anuí 499 de Aryabhata, pe atunci in virstá de 
numai 24 de ani. In cele 33 de strofe din partea a doua a cártii 
Aryabhatiam se dau regulile de rczolvare a uiior probleme de 
aritmética, gcometrie si trigonometrie, devenite obiect de comen- 
tari i ji dezvoltare ulterioará pina in secolul al XVI-lea. Aláturi 
de procedee foarte fine, ca de pildá rezolvarea in numere intregi 
a ecuatiei nedeterminate 

ax -f- by = c 

aici se dau ji procedee extrem de simple, ca de pildá regula de 
trei. Impreuná cu o aproximare buná pentru calculul lungimii 

circumferintei si a ariei cercului, in care 7t = — = 3,1416- 

20 000 

existá ji o expresie foarte grosierá pentru volumul sferei, care se 
ia egal cu produsul intre aria cercului mare fi rádácina ei pátrata,. 

ceea ce corespunde la o valoare n = ^ ^ 1,78. 
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3. Stiinfa perfec[ionatá a lui Brahma (Brahma sphuta sid- 
dhanta), intocmitá in jurul anului 628 de Brahmagupta (náscut in 
anal 598) [62], Aceastá opera, Scrisá de asemenca in versuri, se 
■apropie in parte de Aryabhatiam, dar este mult mai bogatá in 
eonfinut. Pentru matemática se consacrá douá din cele douázeci 
<le cárti. Cartea a 12-a se consacrá aritmcticii, iar a 18-a — algc- 
brei. De altfel, o asemenea impartiré nu este pe dcplin exacta. In 
cartea a 12-a, odatá cu descrierea operatiilor aritmetice si a regu- 
lilor de rezolvare a problemelor se prezintá si procedccíe pentru 
•calculul dimensiunilor, precum si insusirile citorva figuri plañe, 
in particular, patrulatere inscrise in cerc. In cartea a 18-a se ana- 
lizeazá atit ecuatii determínate, cit si nedcterminatc de gradul 
intii si al doilea. 

4. Curs scurl de aritmética (Ganila-sara-sangraha) al lui Magavira 
(in jurul anului 850) [63]. Magavira inseamná „om marc“ (com¬ 
para cu Magnus virus din limba latina). 

5. Un manuscris anonim de aritmética si algebra descoperit in 
pámint, in anuí 1881, in apropierea localitátii Bahsali in India 
de nord-vest. Nu se cunoaste timpul exact al redactárii acestui 
manuscris. Majoritatea specialistilor il dateazá in secolele 
al VI-lea - al VlII-lea [61]. 

6. Curs de aritmética (Ganita-sara) al lui Sriddhara, care tráieste 
in prima jumátate a secolului al Xl-lea. Aceastá carte se mai nu- 
meste Trisatika, deoarece i ni L. i al fusesc alcátuitá din 300 de 
strofe [65]. 

7. Cununa $tiin[ei (Siddhanta-siromani) a lui Bhaskara al doi¬ 
lea (náscut in 1114, dcccdat dupá 1178) [62]. Aceastá lucrare, 
scrisá in jurul anului 1150, din punct de vedere istoric si al cali- 
tátilor ei, este intr-adcvár o cununá a matematicii indiene. Este 
scrisá in cea mai mare parte in prozá. Contine patru párti. Prima — 
Lilavati — contine indeosebi aritmeticá ; cuvintul Lilavati, adicá 
„frumoasa“, se referá fie la fiica invátatului, fie la matemática 
ínsási. Partea a doua, Bidjaganita ,(calculul rádácinilor), con¬ 
fine algebrá, iar celelalte párti sint de astronomie. 

Lucrarea lui Bhaskara este strins legatá de operele precedente. 
Bhaskara se referá indeosebi la Brahmagupta si Sriddhara. ín 
Cununa ftiin[ei, problemele practice se impletesc cu cele abstráete. 
Vom prezenta pe scurt continutul capitolelor de matematicá din 
aceastá operá. 

Lilavati este impártitá in 13 capitole. In capitolul I se dau ta- 
bele mctrologice. ín capitolul urmátor se descriu operatiile 
•cu numere intregi si fraccionare, inclusiv extragerea rádácinilor 
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pátrate si cubico. ín capitolul al lll-lea se prezinta rezolvarca 
uuor probleine de aritmética prin prooedeul inversinnii, priu regu¬ 
la falsei pozi|.ii si alte procedce. In capilolul al IV-lea gásim pro- 
bleme despre bazine, Imprumutate probabil de la grcci sau chinezi, 
precuin si probleme despre amestccuri; in capitolul al V-lea insu- 
marea citorva serii aritmético. Problemele de planimetrie sint 
concéntrate ín capitolul al Vi-lea. Afará de másurarea figurilor 
plañe, aici mai apar probleme despre trunchiul de bambus si 
stuful frint, Intilnite in operele chineze (p. 70), si alte probleme 
de calcul al laturilor triunghiurilor dreptunghice care se reduc la 
ecuatii liniare. Capitolele al Vil-lea — al IX-lea sint consacrate de 
asemenea geoinetrici, in special másurárii volumelor. Problemele 
asn-numitei analize diofantice schilale in fuga in capitolul 
al Xll-lea, se analizeaza mai amánunlit in capitolul de algebra. In 
sfirsit, in ultimul capitol se prezinta o serie de probleme de ana¬ 
liza combinatorio. 

fíidjngunita , aleátuitá din opt capilolo, invatatura despre ecua- 
tiile algebrice de gradul unu si al doilea este expusá ca $i la Brah- 
megupta cu ajutorul unor simboluri destul de dezvoltate. In capi¬ 
tolul I se formuleazá reguble operatiilor asupra numerelor pozitive 
si negative, in capitolele al II-lea si al III- lea —regulile de rezol- 
vare in numere intregi a ecuatiilor nedeterminate de gradul intii 
si al doilea. Apoi urmeazá rezolvarca problemelor cu ecuatii lini¬ 
are cu una si inai multe necunoscute (cap. IV) ji cu ecuatii de gra¬ 
dul al doilea (cap. V) ; tot aici, se analizeaza únele probleme de 
geometrie si se dau douá demonstratii pentru teorema lui Pita- 
gora. In capitolul al Vi-lea sint adúnate diferite probleme determi- 
nate si nedeterminate cu ecuatii liniare cu mai multe necunoscute. 
In capitolele al Vil-lea—al VlII-lea se analizeaza suplimentar 
ecuatii nedeterminate de gradul al doilea. 

Cununa §liin\ei a lui Bhaskara capátá o mare popularitate in 
China. Xepotul sau, Kangadeva, intemeiazá la inceputul secolu- 
lui al Xlll-lca o scoalá specialá pentru studiul acestei cárti, ¡ar¬ 
de tálmácirea ei se ocupa mulp matematicieni timp de peste patru- 
secóle; o serie de comentarii, ca, de pildá, ale lui Gañera (1545) 
sau Krijna (in jurul anului 1600), prezinta un mare interes istoric. 

Am citat aici numai operele cele mai proeminente ji autorii 
lor. ín cele ce urmeazá vomintilni jialtenume, precum: Bhaskara I r 
elev al lui Aryabhata, cu un manuseris nepublicat de matematicá 
(522); Aryabhata al II-lea, care a tráit la mijlocul secolului al 
X-lea; Naraiana de la care ne-a parvenit, dar incomplet, manuscri- 
sul Bidjaganita, redactat la mijlocul secolului al XlV-lea si áltele. 
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Matemática in cárfile Regulile funiei. O parte insemnatá din 
cártile despre Regulile funiei o ocupa regulile de construcjúe a 
altarelor pentru care se folosesc frínghii si prájini de hambus. 
Elementele matematice din Regulile funiei au un carácter dis- 
parat, dar si ele demonstreazá ca matematicienii indieni aveau 
cunostinte bógate in perioada de intocrnire a acestor cárji [66,67,68]. 

Eonstruirea altarelor este supusá unei serii de prescriptii 
riguroase. Altarele se orienteazá dupa púnetele rardinalc. La 
temelia lor se afla figuri stabilite cu precizie, ca de pildá trapeze 
isoscele, cu laturile intr-un raport dat. Intrc temeliile altarelor 
se respecta rapoarte de doua feluri: fie cá temeliile sint asemenea 
ca de pildá pátrate, iar añile lor sint in rapoarte, definite de numé¬ 
rele intregi: 1 : 2 : 3 : 4 : 5 : 6, fie ca temeliile altarelor sint de 
diferite forme poligonale, dar egale ca arii. 

Probleniele corespunzátoare de geometrie sint: construirea un- 
ghiului drept, a pátratului, a triunghiurilor dreptunghice (latu- 
íile avind valori intregi), formarea unor trapeze din acestc tri- 
unghiuri, transformarea pñtratului de arie a intr-un pátrat de 
arie na, transformarea unui dreptunghi intr-un pátrat echivalenl 
etc. Un loe important il ocupa teorema lui Pilagora. 

Intocmitorii Regulilor funiei folosesc cinci 
Iriunghiuri dreptunghice cu urmátoarele la- 
luri intregi: / 

3 4 5 

5 12 13 

8 15 17 

7 24 25 

12 35 37 

si áltele asemenea lor. Din astfel de iriun¬ 
ghiuri se formeazá trapeze isoscele, dupa 
cum se vede din fig. 21. Funiile divizate 
in partí corespunzatoare pot serví pentru 
construirea unghiului drept. 

Pentru impártirea unui segment in doua 
párti egale, se duc de la cápetele lui arce 
de cerc de razá egalá cu segmentul dat, iar púnetele de inter- 
sectie ale circumferintelor se únese printr-o dreapta carc este 
perpendiculara pe segment in mijlocul sau. Aceasta metodá 
se folosefte pentru construirea unui pátrat cu latura data 





]‘ ig. 21. Trapez isoscet 
format din triunghiuri 
dreptunghice cu laturi 
ce au valoarea unor 
numere intregi. 
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cgalá cu 2a. La inceput, se descrie un cerc de raza a si se duce 
diametrul WE (fig. 22). Din centru se ridicá o perpendiculará pe 
diametru, care intersecteazá cercul in púnetele 5 si N. ín sfirjit, 
<lin púnetele S, E, N si W, se descriu cercuri de raza a, care se 

intersecteazá in púnetele 
A, B, C, D, adicá in vir- 
furile pátratului cautat. 

Cu ajutorul teoremei 
lui Pitagora se dubleazá, 
se tripleazá etc. un pátrat 

D C 


A 


Fig. 22 Fig. 23 

dat. Dublarea pátratului necesitá doar construirea unui pátrat 
pe diagonala lui (fig. 23). 

aria AEFC = 2 • aria ABCD. 

Jn rest e suficient sá se cunoascá construcpa unui pátrat echi- 
valent cu suma ariilor a douá pátrate neegale o 2 + b 2 . Regula lui 
Apastamba spune: „Adunarea a douá pátrate de másurá diferitá: 
se taie cu latura celui mai mic o fisie pe cel mare. Funia [asezatá] 
oblic peste aceastá fijie leagá amindouá [pátratele] [67, p. 194]. 
Sensul regulii rezultá ciar din fig. 24, unde: 

AB 2 = a 2 + b 2 . 

ín Regulile funiei se spune de asemenea cum se gásejte latura 
unui pátrat egal cu diferen^a a douá pátrate date b 2 — a 2 . Pentru 
aceasta, din punctul A (fig. 24), cu o razá egalá cu latura pátra- 
tului mare, se poartá pe baza lui inferioará segmentul CD: 

CD 2 = b 2 — a 2 . 
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Teorema lui Pitagora se aplica si la transformarea unui drept- 
unghi dat intr-un pátrat. Intr-un dreptunghi cu laturile date 
AB = a, AD = b (fig. 25) se separa pátratul ABFE = a 2 ; restul 
EFCD se imparte prin dreapta HG in jumátate, iar pe BF se 



Fig. 24 Fig. 25 


construieste dreptunghiul B1KF, egal cu EFGll. Prin aeeasta, 
(Ireptunghiul ABCD se transforma in gnomorul A1KFGHA, 
egal cu diferenta celor douá pátratc date AILH si FKLG si totul 
se reduce la eonstructia anterioará. Algebric rclatia se prezinta 
aslfcl: 


m-( 


b — n\ n - 
- = a b . 

o 


Sá observám cá aceasta constructic este diferíla. de cea folositá 
de Euclid. In propozitia 14 din carlea a Il-a din Elemente, Euclid 
construieste pe segmentul AB, egal cu suma 

laturilor dreptunghiului AC si CE, un se- -- -J) 

niicerc, iar mai departe (fig. 26) se bazeazá / / 

pe propozitia 5 din aceeasi carte, conform / / \ 


AC - CB + OC 2 = OB\ 
astfel íncit: 

CD 2 = OD 2 — OC 2 = AC ■ CB = AC ■ CE. 


Fig. 26 


De altfel, chiar in demonstraría propozipei 5 se foloseste un 
gnomon. 

Dacá in eonstructia pátratului egal cu suma a douá pátrate ne- 
egale se duc segmente auxiliare, dupá cum se aratá ín fig. 27, se 
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obtine o figura care exprima ilustrativ teorema lui Pitagora. Pá- 
tratul de pe ipotenuzá este alcátuit din suprafetele S, III, IV 
si s, suma pátratelor de pe catete — din suprafetele S, I, II, a, 
iar triunghiurile I, II, III, IV sint egalc intre ele. Acest fapt a 

dat temei sá se presupuná cá matema- 
ticicnii indieni au ajuns la teorema lui 
Pitagora plecind de la o construc^ie s¡- 
milará '67]. Poate cá tocinai astfel s-a 
ji obtinut in India prima demonstrare 
a teoremei genérale descopcritá la inceput 
pentru cazuri particularc, pentru triun- 
ghiuri cu laturi intregi. Dar poate cá in 
arhitecturá se aplicá mijloace malema- 
tice dcscoperite anterior sau obtinute de 
la alte popoare. Sá observám totodatá 
asemánarea intre problema dublárii pá- 
tratului si problema greacá de duplicare 
a cubului, care, conform legendei, este de 
asemenea legatá de constructia altarelor. Oare avem de-a face 
«ici cu o eoincidentá sau cu o legáturá reciprocá? 

Mai tirziu, Bhaskara al II-lea prezintá o demonstrare a teore- 
mei lui Pitagora bazatá pe o altá impartiré a ariei pátratului de pe 
ipotenuzá, cunoscutá mai inainte si in China (vezi p. 82). ínvá- 
t.atul indian mi explicá desenul (fig. 28), ci se limiteazá doar la 
un singur cuvint: „priveste!“. Bhaskara mai are ji o altá demon¬ 
strare a teoremei lui Pitagora, bazatá pe impártirea unui triunghi- 
dreptunghic prin ináltime, in douá triunghiuri asemenea cu pri- 
mul, si pe folosirea proportiüor: accastá de¬ 
monstrare este propusá din nou de Leonardo 
Pisano (anuí 1220), iar in secolul al XVIII-lea 
de J. Wallis. In esen^á, ea existá si la Euclid 
[33 a, VI, propozira 8 si 31]. 

Determinarea triunghiurilor dreptunghice cu 
laturi intregi ii preocupá si mai tirziu pe in- 
vátar* indieni. Brahmagupta si Magavira dau 
regulile corespunzátoare, folosite inainte vreme 
in China (vezi p. 70) si Grecia. Meritá atenpe faptul cá in India 
aceastá problemá este strins legatá de construc^ii arhitectonice. 

Este interesantá aproximarea ra^ionalá pentru diagonala unui 
pátrat de laturá datá, adicá pentru numárul ^2, pe care o gásim 



a 



Fig. 27 
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iii Regulile ¡uniri. Accst numñr se prezintá pi-in fractia 1 -(- 
111 

4-1--Atrae alrntia in primal rínd folosirca 

fracpilor cu nuinárátor unu si tcndinta fie a repela pagine cifre, 
precum si precizia marc pentra arele vremuri; in fractii zecimale 
l,4142157 in loe de 1,4142136. Texlul iridian na confine indicatii 
ciim s-a obtinut aceastá expresie origináis, li posibil sá se fi 
folosit lia proces iterativ cunoscut cu mult inai devremc ia Ba- 

bilon. Dacá drept prima aproximare (prin exces) so ia Oj = -j > 
atunci aproxiinarea respectiva ce-i eorespunde (prin lipsá) va 
fi bx = 2 : — = —. A dona aproximare este: 


a 


2 


— + — 

2 3 17 


3-4 


1 


+ 1 + 


1 

3.4 


si ei li eorespunde: 



24 
17 ’ 


A Ireia aproximare a lui ]/ 2 va li: 

a _ "2 4 - _ 289 + 288 _ 2 ■ 280 1 _ y 1 _ 

° 3 _ 2 ~ 2 - 3 - 4-17 _ 2 - 3 - 4 - 17 - 2 - 3 - 4-17 ~ + 3 



1 


3 - 4-34 


Aproximativ cu 18 secóle inaintea erei noastre, níatematieienií 
babilonieni gásesc pentru |/2 o valoare in fractii sexagesiniale, 
egalá cu 1; 24, 51, ÍO, de care cea indiana diferá numai prin cea 
de-a sasea cifra zecimalá dupa virgula. Aproximarea babilonianá 
se obtine de asemenea in cea de-a doua fazá a calculelor dacá se 


17 

pleacá de la aproximarea cunoscutá in Babilon — = 1;25. Tóate 


acestea ne duc la ideea cá intre invátatii indieni si cei babilonieni 
au existat legáturi in perioada redactárii Regulilor funiei. Mai 
exista fi alte constructii geometrice mai complícate pentru 
aproximarea indicatá, cu ajutorul gnomonului. 

Pentru a trece de la altare cu fundafie pátratá la cele circulare 
si invers, in Regulile funiei se aratá citeva procedee de cireula- 
turi ale pátratului si evadraturi ale eercului. 
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Constructia unui cerc echivalent cu un pátrat dat este urmátoa- 
rea (fig. 29): din centrul O al pátratului, perpendicular pe latura 
AB se duce segmentul OP egal cu jumátate din diagonalá, iar pe 

HP se construiestc HK —~HP. Raza cáutatá se ia egalá cu OK. 

Cu alte cuvinte, diametrul cáutat d se exprima prin latura s a 
pátratului prin expresia irationalá: 


d = 



s. 


0 asemenea expresie aritmética nu exista de altfel in Reguli. 
Valoarea corespunzátoare este: 


7r = 18(3 — 2 1/2) ^ 3,088. 


Una dintre regulile 
se propune sá se ia s = 


cvadraturii cercului 



este foarte 
In acest caz 


simplá: 


t: 


= 3 - - ^ 3,004. 

225 225 


Poate cá aceastá eonstructie a fost obtinutá in felul urmátor. Sá 
impártim cercul in 12 párti egale; o asemenea problemá nu pre- 

zenta, bineinteles, vreo dificúltate pentru 
autorii Regulilor. Sá construim acum un 
pátrat ale cárui laturi sá treacá prin opt 
din púnetele de impártire, la fel cu pá- 
tratul din fig. 29 ji sá-1 presupunem 
aproximativ de arie egalá cu cercul. La- 

tura pátratului va fi s = U- d. Dacá in 
prima aproximare vom lúa pentru ^3 va¬ 
loarea -jj- (prin lipsá), atunci aproxima¬ 
ren ce-i va corespunde, prin adaos, va 
— + — 

3 5 2G ,. . 

- = — adica s = 

2 15 


K 


/ " 

A 


0 


\_ 



Fig. 29 


fi 3: — = —, iar aproximarca urinátoare 
3 5 

13 


= — d. Pentru a calcula jumátatca laturii pátratului cu ajutorul 
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teoremei lui Pitagora se cerc sá se stie doar cá latura hexago- 
nului Inserís este egalá cu raza si eá o raza pcrpendiculará pe 
coardá o Imparte, in douá partí cgalc. 

Poate cá toemai de aici s-a obtinut construetia cercului de arie 
egalá cu cea a pátratului dat, desi in textul Regulilor ea precedá 

evadratura cercului. Intr-adevár, din s = d rezultá r =2 > 

egalitatea —L = ^ se aplica in Reguli. ín acest caz, pentru ]¡ 3^ , 

10 s s 1 s y-» i i - i/ o 4 

raza r;^ — . — = y-|-——* ala P ar ^ c > pentru y l — , seg-- 

mentul HP (fig. 29), adicá (j/í— 1) —, este — — si aceasta in- 

2 3 2 

seamná cá pentru circulatura pátratului, latura lui trebuie máritá. 

cu - HP. 

^ 3 

Intr-o altá regulá a evadraturii cercului: 

s = \\ — -I 1 — — ¡1 d. 

[ 8 8-29 8 -29 u G • 8/J 


Ca si in cazul circulaturii pátratului, aici se obtine pentru 7r 
valoarea 3,088. Nu ne vom opri asupra diferitelor ipotezc cu 
privire la felul cum s-a gásit aceastá din urmá expresie, care, la 
fel ca si expresia pentru ^2, demonstreazá tendinta invátatilor- 
indieni de a respecta o oarecare armonie in fractiile cu numá- 
rátor unitate ce le alcátuiesc. Nc vom limita la observatia cá 
punctul de plecarc al constructiei [67] este transformarea egali- 


1 + 


corespunzátoare circulaturii pátratu¬ 


lui, in i = -— d. 

2 + f2 

In felul acesta, autorii Regulilor folosesc, dupá cum se vede, 
legátura rcciprocá dintre problemele evadraturii cercului si ale 
circulaturii pátratului. Totusi, dupá cum se stie, ei erau departe 
de un studiu aprofundat al insusirilor cercului. Aprecierilc nu- 
merice ale exactitápi constructiilor, pe care le-am prezentat pen¬ 
tru cititorul conlemporan, au fost in afara cimpului de vedere al 
invátatilor indieni din acele vremuri. Se vede cá ei n-au stiut 
sau, cel putin, n-au folosit rclatia intre aria cercului si lungimea 
circumferintei. In Reguli , lungimea circumferintei se ia egalá cu 3d. 
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Crearea numeratiei zecimale pozitionale. Cea mai inare reali¬ 
zare jtiintificá ji de cultura a popoarelor din India este sistemul 
poziponal de scriere a numerelor de care se apropiaserá inválapi 
din Babilon, China ji din alte |ári, dar care nicáieri Inainte nu 
cápátase o forma definitiva. Procesul de creare a acestui sistem 
este indelungat si nu se cunóse nici pe departe fazele lui [29, 

69,70]. 

Din cele inai vechi timpuri, sistemul de numerare in India a 
fost cel zecimal, cu exceptia unor perioade si regiuni unde se pás- 
treazá urme ale unui sistem de numerape cu baza patru. Denu- 
mirile numerelor de la 1 la 9, numárul zece ji o sutá dintr-o serie 
•de limbi europene, inclusiv limba rusa (vezi tabelul), se Inrudesc 
cu denumirile sanscrite ale acestor numere. 


Sánscrita 

Oreaca 

i 

I^atina 

1 

Rusa 

c 

cka 

' 

C1S 1 

I 

unas 

odin 

ti vi“d\*o 

di vi o 

dúo 

dva 

1 raía 

1 treis 

tees 1 

Ir i 

(iatvara 

tettares 

qvalor 

retíre 

[»ancca 

penlc 

quineve 

pial. 

^as 

liex 

sex 

SCSI 

sapta 

liepta 

ScpLCin 

sem 

asta 

i octo 

ocio 

voscjn 

nava 

ennea 

novoin 

doviat 

<tasa 

deka 

clcccin 

ilesia t 

sa la ni 

lickalon 

| cení um 

slo 


Numérelo aloátuite din unitálile de ranguri diferite capátá do- 
numirea pe baza principiului aditiv; uneori se foloseste si prin- 
cipiul substraetiv, de pildá numárul 19 se poate exprima prin 
nava-dasa, adicá nouá-zece, dar si prin ekauna-i'imsati, adicá 
douázeci fárá mili. Pcntru denumirca rangurilor zecimale supc- 
rioare exista un nuinár maro de numérale. Astfel, in Lalitavistara, 
opera a literaturii budiste din sccolul al III-lea i.e.n., se spune 
cá Buda-Guatama ráspunzlnd la intrebarea dacá stie sá numere 
mai departe de koti = 10 000 000, numeste succesiv Inca 23 de 
numere crescátoarc prin inmultire cu 100, pina la numárul tallak- 
sana 10 7+2 - 23 = 10 53 inclusiv. De altfel, adaugá Buda, tóate aceste 
numere formeazá doar prima numárátoare, din cele douá existente ; 
ultimul numár din cea de-a noua numárátoare ar fi fost 10 7+9 48 = 
10 421 . Piná la aparitia sistemului pozitional, in India apar (une- 
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ori poate dinafará) si dispar diferite sisteme de numeratie si de 
cifre. Varietatea cifrelor in diferitcle regiuni s-a pástrat si mai 
dc])art<;. ingreuiiul considerahil eercetarea lpgáturilor de succesi- 
une. Din sccolul al IV-lea i.e.ii. si pina ín secolul al III-lea i.e.n., 
in regiunea aetualului Afganistán de rásárit si Pendjab de nord 

1 2 3 4 5 6 8 10 

I II III X IX IIX XX 7 

) m m ?3)) p 

20 50 60 10 100 200 

II ')'í\ 122 x ) ¿ il m 

A'/g. SO. Cifre inriienc kharosti. 

sint in circula!ie asa-nuinitule cifre kharosti (fig. 30), apárute aici 
prin ráspimlirea serierii siriano-armene. Aceasta este in esentá 
un sistein zecimal nepozitiona 1, cu senine speciale pentru 1, 'i, 
10, 20 1 si lUO. l.nitát.ile se senil dupa principiul aditiv cuajuto- 
rul semnelor luí 1 si 1\, zecilc — eu ajutorul semnelor lui 10 si 20, 
iar sutele se scriu multiplicativ, adicá se pune semnul sutei (nefo- 
losit in intuí imlependenl) si alátiiri, jirin cifre, se noteazá numárul 
sulelor. In multe sisteme scninele primelor trei numere coincid 
cu cele cliinezesti (semnul lui jialru in forma de cruce se intilneste 
uneori si in (Alina). Xumerele se scriu de la dreapta spre stinga. 

O treajitá mai innltá o prezintá numeratia zecimalá brahmi, 
foarte raspimíita din veehune pe o suprafatá insemnatá a Indiei. 
In multe inscripto din tunpul regelui Asoka, numerele sint pre- 
zentate in aceastá baza. Fárá modificári substantiale, scrierea 
cifrelor brahmi se folosestc tiinp de peste 1000 de ani. In Ceylon, 
unde ele ajung impreuná cu budismul, aceste cifre au ramas in 
cireuiatie pina la sfirsitul secolului al XlX-lea. Semne speciale 
in numeratia brahmi exista pentru unitáti si zeci, sute si mii. 
Sutele si multiplii lui 1000 se reprezintá pe baza principiului 
multiplicativ (fig. 31). Sensul scrierii brahmi este de la stinga 
la dreapta. 

Semne individúale, pentru primóle douá numere naturale exista 
in general in multe sisteme indiene de cifre, cel putin incepind cu 
secolul al II-lea i.e.n. Kxistenla unor simboluri speciale pentru 

1 Seruiiid lili 20 este, ovidcnt, o combinare n douá semne ale lui 10 — A ’.A. 


9 — ísloria malematicii ¡n evul mediu 



numerele de la 1 pina la 9 este o trásáturá característica si im- 
portantá a aritmeticii indicne, trásáturá care a devenit premisa 
numera^iei zecimale poziponale. 

Principiul multiplicativ si pozitional actioneazá de asemenea 
intr-un sistem original de denumire a numerelor, folosit in lucrá- 
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rile de astronomic si matematicá. ín acest sistem unitatea se 
noteazá printr-un cuvint oarecare, reprczcntind obiecte ce existá 
doar la singular, ca de pildá „Luna“, „Pámintul“, „Brahma“: 
numárul doi se noteazá printr-unul din euvintele „gemeni“, 
„ochi“, „miini“; cinci — prin euvintele „sim|uri“ sau „ságep“ 
(cele cinci ságep ale lui Kamadeva, zcul dragostei) etc. Numárul 
867 se citeste si se serie in felul urmátor: ghiri-rasa-vazu, adicá, 
mun^i (7) — mirosuri (6) — zei (8), scrierea fácindu-sc de la rangu- 
rile inferioare cátre cele superioare. In acest fel, un numár oare¬ 
care se poate exprima in diferite feluri. O asemenea reprezentare a 
numerelor se foloseste si in versurile scrise din Siddhanta. Poate 
cá acest sistem a servit pentru a usura invájarea pe de rost a 
tabelelor astronomice. Este interesant cá lipsa unui rang se ex- 
primá prin cuvintul „gaurá“. Astfel, numárul 1 021 se exprimá 
prin euvintele sa$i-paksa-kha-eka. adicá Luna (1)—aripile (2) — 
gaura (0) — unu (1). 

Aryabhata foloseste un alt procedeu, numind numerele prin 
silabe. Fárá a intra in amánunte, vom aráta cá acest procedeu este 
total lipsit de orice carácter pozitional, deoarece fiecárui numár 
k*10 n , k = 1, 2, 9, i se atribuie o silabá deosebitá. Bogatul 

alfabet sanscrit permitea sá se numeascá in acest fel cifre destul 
de mari. De pildá, ga = 3, ghi = 3 000, gu — 30 000, ghe = 
= 3-10 10 , gau = 3■ 10 16 etc. Dar Bhaskara I, elev al lui Aryab¬ 
hata, imprimá un carácter pozitional notat.iei numerelor prin 
silabe (care, dupá cum vom vedea, are analogii in algebra indianá; 
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vezi p. 146). El introduce silaba pentru a nota rangul lipsá, iar, 
ceea ce este mai iinportant, aceeasi silaba poate servi intr-un nu¬ 
már dat pentru a reprezcnta pe 3, 30, 300 etc. Aproximativ in 
aceeasi perioadá, adicá in prima jumátate a secolului al Vi-lea, 
se modifica ordinea suceesiunii rangurilor si incep scrierea si 
eitirea lor de la cele superioare spre cele inferioare. 

Astfel, in diferite párti ale Iudiei are loe in acelasi timp o apro- 
piere de numeratia pozitionalá zecimalá. 

Aparitia noului sistem pozitional s-ar putea imagina in felul 
urmátor. Principiul valorii dupa locul ocupat cuprinde trei faze: 
1. scrierea multiplicativa a numárului de ranguri intr-un numár 
dat. 2. neglijarea semnelor unitátilor rangurilor. Cu aceasta ne-am 
mai intilnit inca in stiinta din Babilon si China. Dar un sistem 
pozitional pe deplin dczvoltat mai implica: 3. un semn pentru 
zero, care sá exprime lipsa unor ranguri oarecare in numárul res- 
pectiv. In matemática babilonianá semnul lui zero apare catre 
mijlocul mileniului I i.e.n. dar mi se foloseste in mod sistematic. 
Aceasta se poate explica prin relativa raritate a numerelor sexa- 
gesiinale cu ranguri lipsá. Pentru numere inai mici de o sutá va 
exista un singur numár de acest fe 1, anume numárul saizeci, iar 
pentru numerele pina la o mié, vor fi 16. In numeratia zecimalá, 
pina la o sutá cxistá 9 asemenea numere, iar piná la o mié, sint 
180. 

Ca premisá pentru un sistem pozitional mai serveste si existenta 
unorsemne individúale pentru o cantitate redusá de numere mici. 
In acest sens, sistémele alfabetice cu cifre speciale pentru 20, 
30, ..., 200, 300, ..., au frinal trecerea la un sistem pozitional. 

Aplicarea largá a principiului multiplicativ si partial a celui 
pozitional in sistémele verbale si scrise de numeratie, existenta 
cifrelor pentru primele nouá numere si caracterul zecimal dezvol- 
tat al numeratiei — tóate acestea creeazá in India conditii favo- 
rabile pentru aparitia unui sistem pozitional complet, cu baza zece. 

Poate cá in acelasi sens a influentat si cunoasterea numeratiei 
sexagesimale babiloniene cel putin prin intermediul operelor 
antice grecesti de astronomie. In secolul al Vil-lea, sistemul 
zecimal bazat pe valoarea dupá locul ocupat al celor nouá cifre 
si semnul lui zero existá ca atare 1 . 

1 Existá párerea cá Aryabliata ar fi cunoscut semnul lui zero, deoarece 
el este necesar in regula de extragere a rádácinii pátrate fi cubice datáde 
acesta. Dar la extragerea rádácinilor pe abac ne putem lipsi de zero,pe care-1 
inloeuiesc coloanele goale. Ca exemplu poate servi matemática chinezá 
— N.A. 
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Scrierea pozitionalá a numerclor, si anumc a datclor anualc- 
calendaristice (fárá scmnul luí zcro), se intilnesLe in India ccl 
putin in secolul al VI-lea. Intr-o inscriptie esle seris anuí 3^G 
in cífrele brahmi 3, 4, 6, ceea ce in sistemul nostru de datare 
corespunde cu anuí 595. Unele ínscriplii de acest fel au putut 
fi falsifícate ulterior, dar este ¡ndoiclnic ca o asciuenea presupu- 
nere sá se poatá extinde asupra inajorit át ii inscript iilor. 

In orice caz, inca la inijlocul secolului al V II-lea,informatiile 
cu privire la numeratia indiana se ráspindesc in vest. Prima már- 
turic o intilnim la invátatul sirian Sever Sebohl (662), care a tráit 
la mánástirea Chenesra, pe cursul superior al Eufratului. Pole- 
mizind cu oamcnii care au o comportare neglijcnl.á fatá de stiinta 
altor popoarc, Seboht aratá cá „dcscoperirilc fine [ale indienilor 
— ÍV..4. I din stiinta astronómica sint descoperiri mai inteligenle 
decit ale grccilor si babilonienilor“ si cá „numeratia lor este mai 
presus de orice cuvintc“, si anumc locmai accea „care se face cu 
ajutorul a nona semne 1 ' ¡7¡, # p. 2251. E adevñral cá el vorbrste 
despre nouá semnc. Poate cá Sebohl eunoscuse proccdeclc de 
calcul cu nouá cifre, unde rangurilor lipsá le corespund loeuri 
goale; se mai poate cá Scboht nu considera ca semn nnmeric 
punctul sau ecrculelul care reprczinlá pe zcro. tu mscr:ptiile 
din anii 683 si 686, din Cambodgea si Indonczia, se foloseste in 
mod evident scmnul lui zcro, sub formá de punct sau de ccrculet 
[72j 1 - Despre folosirea seinnului lui zero in India sub formá de 
punct serie in jurul anului 725 Guathama Sidharta, care lucrase 
in China (vezi p. 25). O dovadá curioasá exista intr-un comcntariu 
al lui Varaha-Mihira si, judecind dupá ca, termenul zero, simia, 
fusese folosit in numeratia vcrbalá incá din secolul al V-lea. 
Tocmai conforin acestui comcntariu, in Stiinta lui Pulisa , un 
numár mare cu terminaría 7 8ll0 se pronuntá in ordine inversá in 
felul urmátor: „zcro, zero, opt, saptc...“ [54, I, j). 59j. In India 
propriu-zisá, cea mai vechc inscripto cunoscuLá, cuprinzind in 
ea semnul lui zuro (’nscriptia múrala din Gvalior, fig. 32), esle 
din anuí -876; ea coiilinc numérele 270, prccuin si 933 si- 187. 

Heprezentarea lui zero priutr-un ccrculet eliminá punctul si 
intrá in uz general. Indiemi boteazá semnul lui zcro prin termenul 

1 In aceste inscrijipi sinL rejur/.eiilap prin t ifie anii l’>05 si ti08 din asa- 
nuinita era saka, al cñrei incepnl se situeazá in tiuui 78. l)n]>á unii speeia- 
li^ti, nuniárñLotirea anilor ar irelnii incepulñ cu anuí 128; atunei, anii 683 
si G8G ar Ircbui inloeuip prin anii 733 si 73G — jV..l. 
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saiisent sania cace insearnná ,.gol“. Tradus apoi de arahi ])rin 
ns-si/r. el se, aflá la baza tcniienuliii noslru cifra. 

Inti e alíele, un este ciar dacá scnmnl lili zero a fost re inventat 
ím India, lisie posilnl ca el sa l'i fost imilal din operele asinino- 
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/■7g. i.2. liisei'l|ili;i múrala de la G\aIior. lii prima linio, dedesnblul piino- 
I u luí se vede nuiuárul 933 (an corespunz.ütor anului 87(i c.n.), in linin a 
paira— la inlerseolia ságetilor ■— se allá imniürul 270, iar in linin a cín¬ 
ica — niiniarnl 137, indícala prin dona púnele. Compurá cifróle din íig. 33. 


nnlnr greei. eare la riiulul lor ii urmeazá in aecsl sens pe babilo- 
iiieni 71 a. p. 77 -7¡A. Snri« siddhalu poarl á arnprenta evidenlá a 
lapliilni ca aiilorii ei cunóse astronomía greueá. Aici sint greeesti 
elmir unii lermeni de felul lui liendra (distanta de la eentru — 
xévTpov) san liptu (minuta — A ztz’to v) . In plus, seinnul pentru 
zuro seamáná eu eel grecesc 0. Modificaren ordimi de scnere a 
íaiigunlor zeeirnalc, amintitñ eeva inai sus, poate eá se produce 
de asemenea sub ínflurnla greeilor care mergeau de la rangurile 
Mipenoare la cele inferioare 1 . Dar ciliar dacá indienii folosese 
-enrniil zero greco-babilonian, lor le revine marele merit de a fi 
imbinat elementele proprii si stráine intr-o numeratie pozitionalá 
zeenualá umtará. Ipi nurnai aceastá numeratie permite sá se efec- 
I uezo atit de simplu calcúlele in scris, incit ele sá poatá mucura 
cu folosirea abacului. 

\o tarea erfrelor in India variazá substancial de la regiune la 
regiune si in timp. Cea mai intrebuintatá dintre nenumáratele 
forme este senerea devangari, pástratá piná in zilele noastre. 

1 Nu de mull s-a emis ipoteza ca semnul lui zero ar [i apárut prin imlii- 
narca culturii indicne cu cea chinezii [40, pp. 11, 12]; temeiuri pentru o 
asemenea ipoteza prezintá aparípa seninului lui zero in Cambodgea si Indo- 
nezia, precum si caracterul zeeiinal-pnzpional al numeratiei cbiiieze eu 
oí l'rc-bastonase — N.A. 
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Eslc Toarte probabil ca ea sá Ti apárut prin modificarea treptatá a 
formei cifrelor brahmi (fig. 33). 
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Fig. 33. Evolutia cifrelor brahmi in India. 


La sfirsitul secolului al YlII-lea, numeraria indiana devine 
cunoscutá la Bagdad. Inváta^ii arabi apreciazá curind avantajele 
noului sistem. Despre ráspindirea ei ultcrioará vom vorbi mai 
departe. 

Operatiile aritmetice. In cursurilc indienc de aritmética se 
analizeazá opt opera^ii asupra numerelor Intregi si fraccionare: 
adunarea, scáderea, ínmultirea, impártirea, ridicarea la pátrat, 
extragerea rádácinii pátrate, ridicarea la cub si extragerea rádá- 
cinii cubice. Unele operatii sint definite. De pildá, Aryabhata 
al II-lea defineste adunarea ca o reuniré a cltorva numere íntr-unul 
singur iar scáderea, ca o scoatere a unui numár dintr-altul oarecare 
íntreg. Defini^ii similare se intilnesc mult mai tirziu si in manua¬ 
ble europene. Bhaskara I, referindu-se la dascáli anonimi pre- 
cursori, spune cá ínmulprea si Impártirea se reduc, respectiv, la o 
adunare si o scádere. 

Studiul textelor strávechi, comparativ cu fórmele de numerat.ie 
pástrate in únele párti ale Indiei plná in zilelc noastre, aratá cá, 
mai de mult, tóate calcúlele mai complícate se efectuau pe abac 
cu ajutorul scoicilor-Zcauri [73]. Despre ráspindirea largá a aba- 
cului in vechea Indie vorbeste chiar denumirea sanscritá a arit- 
meticii: Patiganita de la cuvintele pati — tablá si ganita — calcul, 
matematicá. Cífrele serise, la fel ca si in China anticá, multá vreme 
nu se folosesc pentru calcule, ci pentru a insera in texte numere, 
date cronologice si áltele. Calculatorul purta intr-o geantá eiteva 
sute de scoici prelungi anka rasi, pentru a reprezcnta in coloanele 
abacului numerele de la 1—9 si vreo duziná de scoici rotunde — 
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echivalente lili zero — sunia rasi. Probabil cá scoicile rotunde se 
folosesc mai tirziu ca timp, cind p ín scriere apare semnul lui 
zero amintit mai sus. Kaurii se a^azá pe abac de la dreapta la 
stinga in grupe de cite trei; astfel de pildá, numárul 52 077 se 
reprezintá ca in fig. 34 (undc am inlocuit scoicile prelungi prin 


/// 

// 


// 
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/// 

/ 
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/// 
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linioare oblice, iar pe cele rotunde 

— prin cerculete). Numárul se ci- 
teste astfel: japte — japte — gol 

— doi — cinci. Budipii ortodocp 

— pandipi au folosit un asemenea Fig. 34 

procedeu de numerape pina in ulti- 

mul timp. Pentru efectuarea operapilor pe abac, pentru fiecare 
numár mai mic de zece trebuie pnutá minte completarea. lui pina 
la 10, prati rasi. Dacá la adunare, numárul ce se adaugá p se pne 
in minte este mai mic decit completarea piná la zcce a numárului 
respectiv al primului terinen trecut pe abac, atunci se adaugá 
doar cantitatea necesará de scoici. Dacá numárul de adáugat este 
egal cu compleinentul piná la zece, atunci la rangul cel mai 
apropiat din stinga al primului termen al adunárii se adaugá o 
scoicá prelungá, iar scoicile rangului dat se scot p pe locul gol 
se a$azá o scoicá rotundá. In sfirpt, dacá numárul de adáugat 
este mai mare decit complementul, atunci la rangul din stinga se 
adaugá o scoicá prelungá, iar din scoicile rangului respectiv se 
scade complementul zecimal al celui de-al doilea termen al adu¬ 
nárii. ín mod analog se efectueazá scáderea. ínmulprea se reduce 
la o adunare repetatá, iar impárprea — la o scádere repetatá. 

Mai tirziu, operapile se efectueazá in scris pe o tablá de calcul 
acoperitá cu praf sau nisip, pe care se deseneazá cifrele cu ajuto- 
rul unui bepjor ascupt. Dimensiunile relativ mici ale tablei, 
in comparape cu cifrele, antreneazá dupá sine jtergerea rezultatelor 
intermediare, inutile in calcúlele ce urmeazá. Adunarea, scáderea 
si inmultirea se fac atit in ordinea crescátoare a rangurilor, de la 
dreapta spre stinga, cit p de la stinga spre dreapta; ultimul pro¬ 
cedeu impune uneori sá se introducá un numár mare de corecturi 
in cifrele rezultatului, gásite in prealabil. Unii autori indieni il 
considerá totup mai comod, ca de pildá in cazul scáderii 1 . 

Pentru inmulpre se inva^á pe de rost tabele vaste. Inmulprea 
se efectueazá prin mai multe procedee diferite ca formá. íntr-unul 

1 La inceputul secolului al XlX-lea, K.F. Gauss, iar in zilelc noastre 
N.A. Krilov, au arátat avantajele operapei de adunare efectúate de la stinga 
la dreapta — N.A. 
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din aecste procedce, inniull iluml seris in ordinca rangurilor 
deasupra deinmultitului, dupa ce se ininulleste cu el flecare 
cifra a deinmultitului, se muta de fiecarc data en un rang, iar 
cifra folositá a deinniullitului se sterge. Produsul se ínseric 
treptat pe linia deinniullitului. De pildá, pcnlru a inmulti 135 
cu 12, mai inlii se serie: 

12 
135 * 

Inmultind 5-12 si stergindu-1 pe 5, avem: 

12 

1360’ 

si mutind inmultitorul, 

12 

1360' 

ímnultind 3 prin 2 si adáugind 6 la 6, Irebuic sá stergem dcdesubl 
cifra 6 si s-o inlocuim prin 2, iar unitatca trcbuic s-o tinem in 
uiinte sau s-o scriem de o parte. Aceastá unitatc trebuic s-o adáu- 
gám la produsul 3 orí 1 si suma 4 s-o scriem dcdesubl, in locul 
eelei stcrse: 

12 

1420' 

Mutarea inmultitorului ne da: 

12 

i 420' 

Mai departe: 1-2 ne dá 2, carc se adauga la 4 dcdesubl; 4 se sterge 
si se serie 6. In sfir^it 1-1 ne da 1; nu mai avem de $ters unitatea 

de dedesubt. In ineheiere se sterge 
deinmultitul si pe tabla rámine re- 
zultatul inmullirii, adicá 1620. 

Indicnii folosesc si procedee mai 
comode de inmultirc. De pildá, dc- 
senind pe tabla de caleul o ret.ea de 
drcplunghiuri, fiecare din ele fiind 
impártit prin diagonale paralele, pe 
laturile rctelci se scriu íactorii, iar 
produsele intermediare se scriu in 
triungbiun si se aduna dupa cum se aratá in fig. 35. Intr-un alt 
proccdeu, se inmultesc si se aduna deodalá in mintc acele cifre ale 
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factorilor carc dau aceleasi ranguri ale produsului ; inmultitorii 
se scriu dupa rang unul sub altul, iar eifrele rezultatului se corec- 
teazá, dacá este necesar, in minte. 

Astfel, produsul: 

(a 0 ctj-10 + a 2 -l0 2 -f" ■■•) (¿o + ¿i -10 + b 2 -í0 2 + •••) 
se obtine sub forma: 

«o&o + («o&i + «A)-1° + (« 0^2 + a 1 b 1 + a 2 b o )-10 z -h ... 

Acest procedeu il recomandá ulterior Djemsid al-Kasi in Orient, 
iar J.6. Fourier — In Occident. 

Uneori pentru a simplifica calcúlele, inmultitorii se prezintá 
comod sub.forma unei sume sau diferente de felul: 

135-12 = 135 (12 + 8) — 135-8 

sau: 

135-12 = 135 (12 — 2) + 132-2. 

Procedeele indiene pentru operalüle aritmetice intrá ulterior in 
patrimoniul literaturii scolastice arabe si europene. 

Premisa operatiilor in sistem pozitional o constituie operatiilc 
cu zero. Matematicienii indieni formuleazá foarte complet pro- 
prietátile lui zero ca numár. Sriddhara si Aryabhata al II-lea 
prezintá in cuvinte urmátoarele reguli: 

a + 0 = a, 

0 + a = a, 
a — a = 0, 
a-0=,0-n = 0, 

0-a = 0. 

Impártirea unui numár diferit de zero prin zero se considerá la 
inceput ca imposibilá, dar mai tirziu se ajunge la ideca cá inipár- 
tirca prin zero dá infinit. Bhaskara al II-lea serie cá o asemenea 

márime cum este — , in care a =£ 0, nu se modificá oricit am adáuga 

sau am scádea din ea. Krisna care a tráit in jurul anulvp 1600, 
comentind operele lui Bhaskara, are o serie de consideratii fine 
asupra inmultirii si impártirii cu zero. Cu cit mai mic devine dein- 
multitul, spune el, cu atit mai mic este produsul si dacá primul. 
se miejoreazá la limitá, atunci si al doilea se miesoreazá la fel, 
si dat fiind cá miesorarea maximá a unei márimi este redueerea 
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ei la zero, de aceea a-0 = 0. ín mod analog se justifica egalitatea 
0-a = 0 ji intr-un mod corespunzátor, faptul ca rezultatul 
impár^irii prin zero este infinit. Referitor la impártirea lui zero 
prin zero, matematicienii indieni n-ajung la o solu^ie ciará. 

Ridicarea la pátrat fi la cub se efectueazá dupa regulile pátra- 
tului si ale cubului binomului, repetat de numárul necesar de orí 
in cazul unui polinom. 

Invá^átura despre fractii este foarte amánun^it dezvoltata it 
India. Fractiile se scriu intr-o forma asemánátoare cu cea moderna: 
numírátorul se ajazá deasupra numitorului, dar fárá linioara de 
despartiré 1 . In cazul unui numár mixt, partea íntreagá se serie 
deasupra numárátorului pár^ü fractionare; in cazul operatiilor 
■cu numere intregi fi fractionare, numárul intreg se reprezintá ca o 
fractie cu numitorul 1. Fractiile ordinare cu numárátorul diferit de 
unitate se intilnesc incepind cu Regulile funiei ale lui Apastamba, 
dar tot acolo se folosesc atit fractiile cu numárátor egal cu uni- 
tatea, cit fi fractiuni ale unor asemenea fractii. Pentru acestea 
din urmá existá o notatie specialá. Astfel: 


1 

1 

1 

1 

1 

2 

3 

5 


Poate cá fractiunile de fractiuni apar 


111 

este produsul 1*- 

2 3 5 

intr-un stadiu relativ timpuriu al dezvoltárii aritmeticii, cind in 

1 

mod practic rezerva de fractii folosite — másuri de forma- 

n 

este incá foarte micá, dar totufi apare nevoia de a t¡ne seama de 
partí ale unor asemenea másuri, cum ar fi de pildá jumátatea 
unsi treimi etc. Fractiunile de fractiuni se intilnesc apoi in lite¬ 
ratura medievalá arabá fi europeaná. 


Estragerea ráiácinilor. Indienii numesc rádácina muía, ceea 
ce inseamná rádácina unui copac sau a unei plante, precum fi 
temelia, inceputul, originea etc., sau pada — partea de jos, 
temelia, latura etc. Termenul nostru de rádáciná vine din lati- 
nescul radix fi este traducerea cuvintului arab djizr care inseamná 
rádáciná sau baza pátratului, fiind la rindul sáu o traducere a 
termenului sanscrit muía. 

1 O asemenea seriare existá si intr-un papirus grecesc din secolul I e.n „ 
— N.A. 
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ín India prima descriert a procedeului de extragere a rádácinii 
pátrate ji cubice se intilnejte la Aryabhata. Regulile corespunzá- 
toare exprimate in versuri pot serví ca model de laeonism dus la 
extrem, despre care am amintit mai sus. Tot atít de concisa este 
ji formularea data de alti autori. Prezentám mai jos regula de 
extragere a rádácinii pátrate dupá Sriddhara. 

„Scázínd pátratul dintr-un loe impar, imparte locul cel mai apro- 
piat cu rádácina dublá, a^ezatá separat, $i scázind pátratul eitu- 
lui, scrie-1 dedesubt in linie; dubleazá ceea ce s-a obtinut mai 
sus $i ajazá-l dedesubt, imparte cu el cel mai apropiat loe par. 
Imparte pe din douá cantitatea dublatá" [54, I, p. 172]. 

Sá lámurim cele spuse, separind diferitele etape ale calculului 
dupá cum se fácea acesta pe abac. Se cere sá se extragá rádácina 
pátratá din 54 756. 

Scriem numárul insemnind locurile impare prin linioare vertí- 
cale, iar pe cele pare, prin linioare orizontale. 

5 4 7 5 6 

Alegem pátratul cel mai mare, astfel incit el sá fie mai mic 
decit 5, adicá 4 $i scriindu-1 „dedesubt in linie“ il scádem din 5 

I - I - I 

1 4 7 5 6 

4 

Impárpm pe 14 prin 4, citul va fi 3, iar restul — 2. §tergim pe 
14 $i-l inlocuim prin restul 2: 

I - I 

2 7 5 6 

4 

Scádem din 27 pátratul citului, 9, $¡ diferen^a 18 o a^ezám in 
locul lui 27, iar citul dublu, 6, íl scriem imediat dupá 4, de o 
parte 


Impár^im pe 185 prin 46, citul va fi 4, iar restul — 1. §tergem pe 
185 $i-l inlocuim prin restul 1: 

I 

1 6 
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46 

Scádem din 16 pátratul citului si deoarece la rest se obtine zero, 
il stergem pe 16. Citul dublu 8 il scriem dupa 46: 

468 

ín sfirfit, injumálátind ullimul numár, gásim rádácina 234. 

Acost procedeu se deosebestc oarccum de procedeul extragerii 
rádácinii aplicat in China. Ambele procedce se bazeazá pe dezvol- 
larca pátratului unui biiiom, dar nici in regula descrisá mai sus si 
nici in regula indiana de extragere a rádácinii cubico nu existá 
inomentele característico pentru schema lui Horner. 

Indienii fac cunostintá cu procedeul de extragere a rádácinilor 
la chinezi, dar ci inlroduc in el modificári sensibile. Dacá insá 
cunóse procedeul de extragere a rádácinii pátrate folosit in Ale- 
xandria, atunci ei ii adaugá totuji procedeul pentru extragerea 
rádácinii cubice. Se mai poate intimpla ca in tóate trei tárile 
invátatii sá fi lucrat independent unii de aljii. 

Algoritmul indian de extragere a rádácinilor pátrate este eainc- 
teristic prin faptul cá in el se folosejte in mod permanent partea 
dublá a rádácinii, iar rezultatul se imparte pe din douá. 
Tocmai sub aceastá formá se intilneste mai tirziu algoritmul si 
Ja arabi. 

J 3 entru a extrage rádácina pátratá dintr-o fractie — cu numitorul 

nepátrat, ea se aduce la forma — iar, pentru a mári exactitatea, 

fe 2 

numárátorul se mai inmulte^te cu puterea pará a lui 10. 

Verificarea prin nouá. Dispari^ia de pe abac a tuturor nume- 
relor folosite face imposibilá verificarea calculelor intermediare. 
Poate cá tocmai din aceastá cauzá devine atit de ráspinditá ji de 
populará a^a-numita verificare prin nouá a operaDilor, asupra 
cáreia existá o aluzie neclará $i in literatura greacá din secolul 
al III-lea. Pentru a verifica inmultirea, impár^irea, ridicarea la 
putere ji extragerea rádácinii, invá^a^ii nu recomandá operatii 
inverse, ci o verificare hazatá pe faptul cá restul rezultat din 
impártirea prin nouá a oricárui numár intreg si a sumei cifrelor 
Jui sint egale intre ele. 

Prima descoperire a regulii aplicate la inmulpre, la impártire 
cu rest, precum ji la extragerea rádácinii pátrate ji cubice (tot- 
odatá $i pentru pátratele ji cuburile neintregi) se intilnejte in 
secolul al X-lea la Aryabhata al II-lea. Dacá vom numi probá 
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citul impártirii prin nouá al sumei cifrelor unui numár dat, atunci 
vom spune la inmultirea a douá numere cá proha produsului tre- 
buie sá fie egalá cu proha produsului prohelor inmultitorilor. 
Asemenea propozitii exista $i pentru celelalte operatii cítate. Cu 
ajutorul congruentelor, regula se poale exprima in felul urmátor. 
Fie 


N = n 1 n 2 n 3 -f- R. 

proha lui .V este p, prohele numerelor n 1 , n 2 , n 3 sint p 1( p 2 ,p 3 , proha 
lui R este r $i, in sfirjit, proha lui pjp 2 p 3 + r este p. Atunci p — p. 
Intr-adevár, din congruentele modulo 9, 


rezultá: 


n,n 2 n 3 + R = p. 

«i = Pi, 

n 2 == Pi: 

n 3 = Pi‘ 
R=r, 

P1P2P3 + »' = P 


p = n!n 2 n 3 + R = P1P2P3 + r — P 

si deoarece prohele p ji p sint mai mici decit nouá, ele sint egale 
inlre ele. De aici decurg regulile corespunzatoare pentru ininultire 
(R — 0) fi extragerea rádácinilor (?ij = n 2 , n 3 = 1 sau n x =n 2 = 
= n 3 ). Egalitatea probelor este o conditie numai necesara si nu 
si suficienta pentru ca operatia sá fie corectá. Desigur cá aceastá 
situatie nu fusese sesizatá sau remarcatá timp indelungat. fiindcá 
in mod practic grejelile in urma cárora regula 1-ar putea induce 
in eroare pe calculator sint putin probahile. 

In secolul al XI\ r -lea, Naraiana extinde regula verificárii prin 
nouá asupra altor moduli. 

Verificarea prin nouá o folosesc si matematicienii arahi carc o 
cunoscuserá din surse indiene, iar mai tirziu ea ajunge ji in Europa. 
Leonardo Pisano demonstreazá necesitatea conditiei pentru pro- 
dusul a douá numere: el introduce termenul „probe“ — numere 
de probá. Insuficienta regulii o suhliniazá in mod special Nicolás 
Chuquet (1484) si Lúea Pacioli (1494). 

Probleme de aritmética; regula de trei. 1 11 operele indiene 
gásim un nuinár mare de probleme varíate de aritmeticá. expri- 
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mate de unii autori intr-o forma poética elegantá. Acestea sint 
probleme cu regula de trei simplá si compusá, regula továrásiei, 
regula amestecului, procente simple si compuse, progresii si áltele. 
Unele din aceste probleme au o importará practica directa, 
áltele sérvese ca exercRii sau distraepi. Brahmagupta serie cá 
asa dupa cum Soarele intunecá stelele prin strálucirea lui, tot asa 
un invá^at poate intunecá slava tuturor celorlaRi intr-o adunare, 
propunind si, cu atit mai mult, rezolvind probleme de mate¬ 
mática. Unele probleme se rezolvá aritmetic, áltele impun apli- 
carea algebrei. Sá analizám pentru inceput citeva procedee 
aritmetice. 

Un loe important il ocupa regula falsei pozRii; o gásim pentru 
intiia oará in prima jumatate a secolului al IX-lea la Magavira, 
care cu ajutorul ei rezolvá un numár mare de probleme de algebra 
si de geometrie. Bhaskara al II-lea o descrie si el si o numeste regula 
presupunerii — ista-karma. Ea este comodá pentru rezolvarea 
unor probleme care se reduc la o ecuape liniara de forma: 

ax = c. 

Dacá coeficientul necunoscutei este suma a citorva frac^ii, atunci 
drept necunoscutá se ia de obicei un numár multiplu al numito- 
rilor, fapt ce ujureazá mult calcúlele. Fie cá: 

m i _ i m 2 i m r 

—- X H-- *+...-(- — X = c, 

flj TI 2 flj* 

iar valoarea luatá x lt multiplu al tuturor n { , dá prin substituye 
c¡. Atunci: 

c 

X = x l — . 

Ci 

Justificarea regulii cere doar sá se cunoascá proprietáyie propor- 
yilor. Iatá una dintre problemele din Lilavali pentru regula 
falsei poziyi: „Dintr-un buchet de lotusi curay, a treia, a cincea 
?i a sasea parte sint aduse in dar, respectiv zeilor ^iva, Visnu si 
Suria, iar o pátrime — lui Bhavani. Restul de sase lotusi se dau 
unui preacinstit dascál. Ráspunde-mi repede cRi lotusi erau cu 
totul“. Bhaskara ia pe 60 drept numár cáutat, el fiind cel mai mic 
multiplu común al lui 3, 4, 5, 6 si vázind cá la rest se obyne 3, 
0 

gáseste solu^ia 60 • — = 120. 
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In manuscrisul de la Bahsali, regula falsei pozitii se aplica 
nu numai la o ecuape de forma ax — c, ci p la probleme care 
se reduc la ecuapa: 

ax + b = c. 

Aici nu mai exista desigur o simplá proporciona lítate ca in 

primul caz [pentru ax 1 = Cj — = —I, si solupa se obpne dupá 
l c i) 

regula: 

x = x, + --— : unde ax x + b = q. 

a 

In operele matematicienilor indieni cunoscute nouá nu se 
intilnepe regula dublei false pozipi, dar matematicienii din 
pri le Islamului o folosesc pe scará larga p o considera de prove- 
nienp indiana. 

Pentru a gási un numár asupra cáruia se efectueazá o serie de 
operapi pentru a ajunge la numárul dat, indienii folosesc metoda 
inversiunii. Inca Aryabhata I o descrie p ea constS in faptul cá 
asupra numárului dat se efectueazá in ordine inversa operapile 
inverse. 

Regula de trei consta in gásirea unui numár x, care impreuná 
cu alte trei numere date a, b, c formeazá proporpa: 


a c 



sau cum spuneau matematicienii din vechime, care ráspunde la 
intrebarea: dacá a il produce pe b, ce va produce c? Regula de 
trei ocupá un loe central in aritmética indianá, fiindcá permite sá se 
rezolve in mod automat o serie mare de probleme ce se intilnesc in 
via^a practicá. Bhaskara spune cá ea alcátuiepe esenta aritmeticii, 
cáreia el ii opune algebra, ca stiin^á care impune raponamente 
si inteligen^á. 

Regula se numeste trairaqika, ceea ce inseamná aproximativ 
regula „cu trei locuri“. La Aryabhata I repta glásuieste astfel: 
in regula de trei „rezultatul“ (b ), fiind inmulpt cu „ceea ce se 
cere“ (c), se imparte cu „ceea ce este dat“ (o). Citul este rezultatul 
pentru márimea cáutatá (x). Brshmagupta adáuga cá primul p 
ultimul termen, adicá ceea ce se dá si se cere, trebuie sá fie de 
acelasi fel. In tóate lucrárile cele trei numere date poartá denu- 
mirile indicate si in rezolvare se apzá in linie: 

ceea ce este dat — rezultatul — ceea ce se cere. 
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De exemplu, in problema luí Snddhara, in a cárei conditie se 

1 . 1 . ' 
spune cá 1—másuri de lenin de santal costa 10 — si se intreabá 
4 2 ’ 

cít costa 9 — másuri, numerele se asazá astfel: 

4 

5_ 21_ 3/ 

4 2 4’ 


ráspnnsul^ ^ ^ se inai transpune in anumite umtáti monetare. 

Brahmagupta si autorii cei inai tirzii au adáugat regula de 
trei inversa si regulile de 5, 7, 9 si 11, denumite pantaraqika, 
saptarayika, navaraqika si ekada.yaraqika, al cáror sens ad litteram 
este: „cu 5 locuri“. „cu 7 locuri 1 ', „cu 9 locuri“ si „cu 11 locuri“. 
Regula de trei inversa servaste la rezolvarea problemelor in care 
máriinea cáutatá este invers proportionalá cu márimea „cerutá’‘, 
de felul urmátoarei problemc populare in evul mediu: a oameni 
executá o lucrare in b zile: in cite zile vor executa aceeasi lucrare 
c oameni? Aici: 

a x 
c b 

In regula celor cinci márimi, nuinárul cáutat x care satisface pro- 
porRile: 

x é y b 

y e ’ a c 

se gáseste direct sub forma . Sá ilustrám cele spuse printr-o 

ce 

problema din Lilavati: dobinda pentru 100 intr-o luna este 5: 
care este dobÍDda lui 16 pe .12 luni? Notind prin y dobinda lui 
100 pentru 12 luni si prin a;—dobinda lui 16 pentru 12 luni, 
avem: 

y _12 .r 16 

5 1 ’ 7/ 100 ' 

Bhaskara dá ráspunsul asezind Ln conformitate cu regula celor cinci 
numerele 16, 12, 5 si 1Ó0, 1 pe douá coloane si impártind pro- 
dusul numerelor din coloana inai lurgá prin produsul din cea 
mai scurtá. 

Expunerea regulilor poartá un carácter formal. De pildá, Srid- 
dhara serie cá in asemenea problemc termenul inijiociu se in- 
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múltenle cu priinul si se imparte cu ultimul. Dar inválatii indicni 
inlelegeau desigur baza lor g*ncrala si legáturile reriprnce. Bhas- 
kara I, comentind lucrarea lui Aryabhata I, spune: ,,.\¡ci, akaria 1 
Aryabhata descríe doar regula de trei. Cum se obtin atunci regu- 
1 1 le binecuuoscute de cinci etc.? Eu voi spune urniftloarele: 
akaria a descris doar bazele proportiei. Tóate celelalte reguli, ca 
regula de cinci etc., decurg din aceastá regula fundaméntala a 
proportiei. Cum? Regulile de cinci si celelalte márimi sint alcá- 
tuite din combinatii ale regulii de trei... In regula de cinci, exista 
dona reguli de trei, in cea de sapte — trei reguli de trei etc.“ 
[54, I p. 211], 

Nu sint noi nici problemele onde se cauta o márime carc im 
preuná cu celelalte trei date formeazá o proporlie geométrica, 
lile se rezolvau prctutindeni si inainte vreme. Indienii separa 
aceastá grupa de probleme si crceazá un sistem, dcsi greoi, dar 
elegant, de procedee mecanice, cu terminologic proprie, cu o 
anumitá dispozitie de scriere a numere'or date si o anumitá ordine 
de calcul. 

Din India, regula de trei se ráspindeste spre vesl in tari le Isla- 
mului si mai departe in Europa. Aici ea devine proeedeul prin¬ 
cipal de rezolvare a problemelor de aritmética, pástrindu-i-se 
timp de secóle un carácter formal de invátare si de aplicare. Regu- 
1 i 1c de trei sint treptat elimínate din invátáminl ul scolar euro- 
pean de-abia in secolul al XlX-lea. 

Simbolurile algebrice. In domeniul algebrei, indienii se limi- 
tenzá aproape exclusiv la ecuatii numerice de gradul intii si al 
doilca. Aici nu gásim o dezvoltare atit de inulta a metodelor 
numerice ca in Cbina, in schimb indienii ob^in succese considera- 
bile in elaborarea simbolurilor, in generalizarea reguliloc de rezol¬ 
vare a ecuatiilor de gradul al doilea, in operatiile cu expresii 
irationale si in folosirea numerelor negative. 

Sistémele de snnboluri ale indienilor cuprind un eerc mare de 
notium si operajii algebrice. Multe siinboluri rcprczintá prescur- 
tári ale termenilor corespunzátori. 

La Brahmagupta, márimea necunoscutá se numeste ias’at-ta\'at, 
(cantitatea, ad litteram: atit — cit) ; alte necunoscute sint desem- 
nat.e prin cuvinte care inseamná diferite culori: prescurtári ale 
acestor cuvmte sérvese drept simboluri pentru citeva necunoscute 
(pina la sase). Semnele indiene ale necunoscutelor , ; iu‘\ „ka“, 


1 Akaria inseaninú ínvátat — N. A. 


10 
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„ni“, „pi“, „lo“ erau: Pentru deosebirea ter- 

menului liber din fa^a numárului corespunzátor se pune semnul 
„ru“ de la rupa (moneda rupia). Prezentám mai jos acesti termeni 
— simboluri In transcriere romineascá 


Termenul 

Simbolul 

1 

Semnltlcatia 

rupa 

,,ru“ 

termen liber 

íaeal-tavat 

„ia“' 

(prima) necunoscutá 

kalaka (negru) 

„ka“ 

a doua necunoscutá 

nilaka (albastru) 

„ni“ 

a treia necunoscutá 

pilaka (galben) 

„pi" 

a paira necunoscutá 

panda (alb) 

„pa“ 

a cincea necunoscutá 

lohila (ro§u) 

„lo“ 

a §asea necunoscutá 


Puterile se formeazá prin combinarea termenului varga (pátrat), 
ghana (corp, cub) $i cuvlntul ghata. Spre deosebire de Diofant, a 
cárui scriere corespunde adunárii indicilor (de pildá diuna-mo- 
kiubos, pátrato-cubul este puterea a cincea), In simbólica indiana 
pozitia In rind a indicilor insemna inmultirea lor, adicá varga- 
ghana este puterea a $asea si nu a cincea. Termenul ghata se folo- 
se$te pentru adunarea indicilor: asa de pildá puterea a cincea 
se nume^te varga-ghana-ghata. Astfel: 


Termenul 

Simbolul 

Semnificatla 

varga 

«va" 

puterea a 2-a 

ghana 

„gha“ 

puterea a 3-a 

varga-varga 

„va-va“ 

puterea a 4-a 

varga-ghana-ghata 

„va-ga-ghata“ 

puterea a 5-a 

varga-gliana 

„va-gha“ 

puterea a 6-a 

varga-varga-ghana-ghata 

„va-va-ga-ghata“ 

puterea a 7-a 

varga-varga-varga 

„va-va-va“ 

puterea a 8-a 

ghana-ghana 

„üha-gha“ 

! 1 

puterea a 9-a 


Semnul puterii se pune dupa semnul necunoscutei. 

Mai departe, la Brahmagupta exista semnul ira^ionalitátii 
pátratice „k“, prescurtarea lui karani, ceea ce in timpuri mai 


146 




vechi, de pildá in Regulile funiei, insemna rádácina pátrata; din 
timpul lui Aryabhata I (poate si mai devreme) rádácina pátratá 
se numeste varga-muía, iar cea cubicá — ghana-mula. 

La scádere, deasupra coeficientului scázátorului se pune punct; 
scrierea aláturatá corespunde adunárii. Semnul egalitátii lipse^te 
la Brahmagupta; ambele párp ale ecuatiilor se scriu una sub alta. 

Nota^iile arátate permit sá se serie simbolic expresii alge¬ 
brice destul de complícate .Sá dám citeva exemple din lucrarea lui 
Brahmagupta intitulatá Inváfáiura perfecciónala a lui Brahma. 
Pentru a racionaliza numitorul expresiei: 

3 + f45Ó +VlZ + l r 54 

V18 4- v 3 

Brahmagupta inmulteste numárátorul fractiei „ru“ 3 „k“ 45# „k“ 
75 „k“ 54 si numitorul fractiei „k“ 18 „k“ 3 prin „k“ 18 „k“ 3, 
adicá prin |/'18 — [/3 si ob^ine : 

„ru“ 75 „k“ 675, impártit prin „ru“ 15, adicá: 

75 f675 


si, ín sfir^it, „ru“ 5 „k“ 3, adicá 5 + 1/3. 

Termenii lipsá din ecuaCiile incomplete se inlocuiesc prin 
semnul zero (ca mai tirziu la algebristii chinezi), iar inainte de 
rezolvare, ecuaCiile se reduc la forma canonicá cu termenul liber 
izolat. Cápátind intr-o problemá ecuatia: 

lOx — 8 = x 2 + 1, 

Brahmagupta o serie sub forma, 

„ia va“ 0 „ia“ 10 „ru“ 8 

„ia va“ 1 „ia“ 0 „ru“ 1 

si o aduce la forma canonicá: 

* 

„ia va“ 1 „ia" 1Ó „ru“ 9, 

adicá: 

_ 9 = x 2 — lO.r. 

Iatá incá un exemplu de ecuatie liniará cu trei necunoscute: 

„ia“ 197 „ka“ 1644 „ni“ í „ru“ 0 
„ia“ 0 „ka“ 0 „ni“ 0 „ru“ 6 302, 
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adicá: 


197 a; — 164'i i/ — -. = 6 302. 


Notatiile algebrice ale lui Brahmagupta sint folosite si de 
altii, ca de pildá de Bhaskara al II-lea. 

Simbólica din manuscrisul de la Bahsali este origínala. Aici 
necunoscuta se numeste sunia, adicá gol, ca si zero, poate fiindcá 
locul necunoscutei se pástreazá in minte pina la determinarea 
ei si uu este ocupat; ca semn al necunoscutei serveste punctul. 
Exista sernnul egalitátii pha , prima silaba din cuvintul corespun- 
zátor phalam, semnul adunárii iu de la iula si al impártirii bha 
de la blinda, adicá, parte. Ca semn al scáderii serveste o cruce de 
felul semnului nostru +, care se pune dupa scázátor; semnul 

impártirii <- * se pune dupá impártitor. Pentru inmultire, factorii 

se asazá aláturi. Grupele de numere se incadreazá intre linii si 
existá o oarecare anticipare a folosirii parantezelor. Astfel, 


iu 


7 

_1 

5 32 ! 

8 1 ¡ 


pha 12 inseamná: — 4- — = 12, 
r 11 


pha 


20 inseamná 20. 


Pentru notarea mai putin complicatá a necunoscutelor, in 
manuscris se foiosesc prescurtári ale numerelor ordinale: pra 
( pro-tama — primul), dvi\dvitia — al doilea), tr ( tritia — al treilea) 
etc. 

Invátatii indieni fac un mare pas in crcarea algebrei simbolice, 
desi notaliile lor sint greoaie, iar insesi semnele, adicá literele 
sánscrito, au un contur complicat. Lrmasii matematicienilor 
indieni — invátatii tárilor arabe si din Asia centralá, nu numai 
cá n-au mers mai departe, dar timp de secóle au folosit exclusiv 
scrierea vcrbalá a expresiilor algebrice. 


Ecuatiile liniare si de gradul al doilea. La Aryabhata existá 
probleme cu ecuatii liniare, cu o singurá necunoscutá aa• -\- b — c. 
Desi procedeul de rezolvare nu este indicat, aceastá rezolvare este 
mai curind algebricá, ca ceva mai tirziula Brahmagupta. Aryabhata 
dá intr-o problemá regula de calcul a costului unui obiect, cind 
se stie cá capitalurile a doi oamcni, alcátuite fiecare dintr-un 
numár dat de obiecte de egalá valuare si din sume de bani, sint 
egale intre ele (ax + b = a-pt + bj). 
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Este interesante si o alta problema a lui Aryabhata eare apare 
apoi in intreaga literatura mondialá de algebra sub denumirea 
de „problema curierilor“. Problema este luatá din astronoinie si 
face parte din lucrarea Aryabhatiam, consacratá indeosebi acestei 
stiinte. Se cere sá se determine momentul intilnirii a doi astri, 
fiind date vitezele si distanta dintre ei. Aryabhata spune cá dacá 
astri i se miseá unul spre altul, trebuie impártitá distanta la suma 
vitezelor, iar dacá astrii se deplaseazá in aceeasi directic — la 
diferenta vitezelor, si mai adaugá cá aceste cituri dau momentul 
intilnirii in tr<;eut sau in viitor. Dacá se noteazá prin a distanta, 
pnn si i» 2 vitezele, atunci in cazul miscárii in aceeasi directic, 



iar cind v 1 < v 2 , intilnirca astrilor s-a produs in trecut. Tcxtul 
indian nu dá posibilítate sá se rezolve intrebarea dacá Aryabhata 
cunostea sau nu numerele nrgative si semnificatia lor. Se poate 
spune doar cá cu un secol mai tirziu, Brahinagupta opereazá fárá 
difieultáti cu numerele negative. Totusi, in lucrárile lui Brah- 
inagupta si ale urmasilor lui nu intilnim solutii negative pentru 
ecuatii liniare. 

Pe acelasi plan cu ecuatiile liniare cu o necunoscutá, la autorii 
de mai tirziu apar probleme care se reduc la sisteme de ecuatii 
cu mai multe necunoscute. Matematicienii indieni, spre dcose- 
bire de cei chinezi, n-au creat un algoritm unitar, pentru rezolvarea 
unor asemenea sisteme. Aceste probleme sérvese inai curind pentru 
rafinaren inteligentei, calitate pe care Bhaskara al II-lea o con¬ 
sidera ca trásáturá caracteristicá a algebrei. Ca exemplu poate 
servi urmátoarea rezolvare a unei probleme pe care o dá Bhaskara: 
dacá A va eápáta de la B 100 de rupii, el va deveni de douá ori 
mai bogat decit ultimul, iar dacá A ii va da 10 rupii lui B, acesta 
va deveni de sase ori mai bogat decit primul. In loe de a serie 
sistemul 


x + 100 = 2{y — 100), I 
y 4- 10 = 6{x — 10), | 

Bhaskara considerá cá A are 2 x — 100, in timp ce B, conform 
jirimei conditii, are x -f- 100. Aceasta duce imediat la o ecuape 
cu o sirgurá necunoscutá: 

x -f 110 = 6(2x — 110), 
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de unde x = 70 etc. O asemenea introducere a uneí necunoscute 
auxiliare amintefte procedeele lui Diofant. 

Primele probleme de ecuatii complete de gradul al doilea sint 
date de Aryabhatiam. Intr-una din ele se cere sá se gáseascá nu- 
márul n al termenilor unei progresii aritmetice, cunoscind suma 
S, primul termen a fi ratia d. Ecuatia respectiva de gradul al 
doilea: 


dn 2 (2 a — d)n = 2S, 

nu se amintefte, dar ráspunsul dat in cuvinte este echivalent cu 
reprezentarea rádácinii ei pozitive prin radicali. Intr-o alta pro¬ 
blema cu dobindá compusá, conditia este urmátoarea: un capital p 
(p = 100) dat la dobindá aduce pe luna o valoare necunoscutá 
(x). Aceastá creftere se da apoi cu dobindá pentru t luni (t = 6). 
Crefterea initialá impreuná cu crefterea sa arátatá alcátuiesc q 
(q = 16). Sá se gáseascá valoarea procentului. 

Aici ecuatia ar fi fost: 

tx 2 -f px — qp. 

Rezolvarea se prezintá in urmátoarele cuvinte: inmultefte suma 
crefterii capitalului fi a crefterii acestei crefteri (adicá q) cu tim- 
pul fi cu capitalul, adaugá la aceasta pátratul jumátátii capita¬ 
lului, extrage de aici rádácina pátratá, apoi scade jumátatea ca¬ 
pitalului fi imparte citul la timp. Astfel: 



t 


Probleme similare cu procente existá fi la Brahmrgupta, Ma- 
gavira fi alti autori. Este interesant de observat cá in Bazele 
algebrei, defi A. Clairaut (1746) avea o tendintá váditá spre o ex- 
punere cit mai naturalá fi mai apropiatá de nevoile practicii, 
prima problemá cu ecuatii de gradul al doilea este de asemenea o 
problemá cu procente compuse. 

Ecuatiile de gradul al doilea sint studiate mai amánuntit la 
Brahmrgupta. Progresul substancial in tratarea acestei probleme 
constá in aceea cá se formuleazá o regulá generalá pentru rezol¬ 
varea ecuatiilor de gradul al doilea aduse la o formá canonicá 
unicá: 


ax 2 bx = c, a > 0, 
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*n care coeficientul b fi termenul líber c pot fi fi negativi. Abia 
in anuí 1514, M. Stiefel formuleazá din nou regula generala de 
rezolvare a ecuatiei 

x 2 = bx c 

pentru diferite combinapi ale semnelor coeficien^ilor. Regula 
verbalá a luí Brahmagupta corespunde formulei: 



a 


Ea se obtine cu ajutorul unei completári pina la pátratul unui 
binom, fapt pe care Brahmagupta 11 numeste „indepártarea ter- 
menului mijlociu“. Ceva mai diferitá este regula luí Sriddhara, 
care la inceput inmutyejte cu 4o toji termenii ecuatiei, ceea ce 
permite ca rádácina sá se prezinte sub o forma fárá fractie la 
numárátor: 


^ _ f4ac + 6 2 — 6 
_ 2 a 

Dupa cum am spus, procedeul general de rezolvare a ecuatiilor 
de gradul al doilea cu rádácina pozitivá se bazeazá pe folosirea 
numerelor negative. Un exemplu de o asemenea ecua^ie este ecua- 
tia: 

— 9 = x 1 — 10®, 

din lucrarea lui Brahmagupta amintitá mai Inainte (p. 147). 
Brahmagupta prezintá regulile de adunare fi de scádere a nume¬ 
relor pozitive fi negative. 

Numerele pozitive se numesc dhana sau sva, ceea ce inseamná 
„avere“, iar cele negative — riña sau k$aia — „datorie“. Aceste 
reguli sint: suma a douá averi este o avere, a douá datorii este 
o datorie; suma unei averi fi a unei datorii este diferen^a lor, 
iar dacá acestea sínt egale — este zero. Suma dintre zero fi o da¬ 
torie este datorie, suma unei averi cu zero este avere, a douá ze- 
ruri este zero. Trecínd la scádere, Brahmagupta continuá: ceea 
ce este mai mic se scade din ceea ce este mai mare, averea din 
avere, datoria din datorie, iar dacá se scade ceea ce este mai mare 
din ce este mai mic, valoarea prisosului se schimbá. Datoria scá- 
zutá din zero devine avere, iar averea, datorie. Datoria fárá zero 



rámiue datorie. averca, avere. Pentru a scádea din datorie o 
avere sau datoria dintr-o avere, trebuie fácutá suma lor. Vorbind 
dcspre ..inai mare“ si „mai mic“ in cazul numerelor negative, 
Brahinagupta subintelege valorile lor absoluto; intelesul modern 
al relatiilor ordinale intre numerele negative a fost stabilit in 
Europa de-abia in época Renasterii. 

Dupa cuín se vede, regulile lui Brahmagupta sint in esentá ace- 
leasi ca si veehea Matemática in nouü car [i (pp. 53—54), dar matema- 
ticianul indian mai adaugá intre áltele si regulile: 

+ « + (— n ) = 0 , 

0+0 = 0 , 

+ a — 0. = + a. 

Regulile iimiultirii si ale impártirii numerelor negative se in- 
tilnesc pe-nlru prima oará la Bhaskara al II-lea, dar probabil el 
avusese si precursori. Produsul a douá averi sau a douá datorii da 
o avere. Produsul intre o avere si o datorie — datorie; acelasi 
lucru se intimplá si la impartiré. Dar Bhaskara merge si mai de¬ 
parte, extinzind regula asupra extragerii rádácinii pátrate din 
numere pozitivc. El spune cá averea are douá rádácini: una este 
avere, cealaltá datorie. Aici se introduce deci dubla valoare a 
rádácinilor pátrate dintr-un numár pozitiv. Bhaskara se opreste 
insá aici si nu ajunge sá introducá numerele imaginare. Rádácina 
dintr-o datorie, deciará el, nu existá, deoarece datoria nu este un 
pátrat. 

Priinele notiuni despre numerele negative, indienii le datoreazá 
probabil matematicii chineze 1 : dar dupá cum vedem, in India capi- 
tolul despre numerele negative capátá in algebrá o dezvoltare 
considerabilá si aplica$.ii noi. 

Bhaskara cunoaste dubla valoare a rádácinilor ecuatiilor de 

gradul al doilea : dar este indoielnic cá el ar fi fost primul matema- 

tician indian care sá fi stápinit acest fapt, care ii era cunoscut 

lui Muhamed al-Horczmi din Bagdad incá in prima juniátate a 

secolului al IX-lea. Nu este exclus ca arabii si indienii sá se fi 

» 

bazat aici pe o traditie coinuná mai veche. 

Dacá matematicienii din India au ajuns in mod indeper.dent 
la ambcle dcscoperiri amintite, atunci succesiunea lor istoricá se 
poate explica in mod diferit. 

1 Sa amintim ca únele probleme de geometrie combínate cu algebra 
ale lui Brahmagupta si Bhaskara coincid cu problemele invátatilor chinezi 
(p. 69). 
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Sá consideran) ecuatia lui Bhaskara 

.r 2 — 6'.* = — 76S 

si sá cotnpletáin partea ei din stinga piná la obtincua nnui pátrat 

* 2 — 64* + 32 2 = 256. 

Partea din stinga este un pátrat atit pentru *— 32. cit si pentru 
32 — * si de aceea (eonsidcrind mai intii cá [/ 256 are o singurá 
valoare 16) se pot proba douá valori: x = 32 + 16 = 48 si x = 
= 32— 16 = 16. Ambele numere sint solutii ale ecuatiei. si 
ainindouá se pot obtine din coeficientii ecuatiei cu ajutorul unei 
singure reguli, dacá se admite formal cá rádácina pátratá din 
256 are douá semne (¿). 

Pe de altá parte, se poate imagina cá la inceput fusese desco- 
peritá dubla valoare a rádácinii pátrate^ in legáturá cu stabilirea 
regulii de inmultire a numerelor negative, si cá aceastá desco- 
perire fusese folositá in rezolvarca ecuatiei de gradul al doilca. 

Ecuatia prezentatá apare la Bhaskara in urmátoarea problemá: 
un grup de maimute se distreazá : a opta parte din nuniárul lor 
total la pátrat se joacá in pádure, iar celelalte do)iás])rezece tipá 
pe virful unui deai. Spune-mi cite maimute sint cu totul? Bhaskara 
adoptá aici ambele solutii subliniind cá in ecuatia 

(* — 32) 2 = 256, 

32 este mai marc decit ]/ 256 si de aceea rádácina pátratá se 
poate lúa atit pozitivá, cit si negativá. Bhaskara cunoaste si 
solutiile negative ale ecuatiilor dar le neglijeazá, spunind cá in 
mod obi^nuit ele nu se iau in considerare. 

Bhaskara respinge in únele cazuri si una din rádácinile pozitive, 
dacá ea nu este in concordantá cu una dintre conditiile problemei. 
Astfcl, determinind nuniárul de maimute din grup, din totalul 
cáruia o cincime fárá trei, la pátrat, se ascunde intr-o pesterá si 
se vede o singurá maimutá urcatá intr-un copac, adicá, rezolvind 
ecuatia: 

x = — 3j -f 1 sau i 2 — 55* = — 250 

cu rádácinile 50 si 5, Bhaskara nu acceptá a doua rádáciná, deoa- 
1 . . 
rece numárul—. 5—3 este negativ. Un comentator de mai tirziu 

observá cá aceastá rádáciná s-au fi putut accepta modificind 
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insá formularea problemei („o cincime din grup, scázutá din 
trei“); dar in acest caz va trebui sá se renunte la rádácina 50. 

Unele probleme se exprima prin ecuatii de gradul al doilea 
in raport cu o variabilá auxiliará. De pildá, la Bhaskara al II-lea 
apare ecuatia: 

Y + 4 1/ a 4- 10 = i, 

iar la Magavira: 

-Í-)-1±(,-íU ! _20, 

12-30 ) 20 16 \ 12-30 J 

ecuatie pe care el o rezolvá considerind la inceput ca necunoscutá 
pe 

i 2 

X 12-30 ' 

ín rezolvarea ecuatiilor de grad superior, matematicienii 
indieni n-au ajuns la rezultate de importantá generala. Bhaskara 
al II-lea are exemple de ecuatii dinainte álese de gradul al treilea 
ji al patrulea ale cáror rádácini intregi se gásesc cu ajutorul unor 
transformári simple. ín ecuatia 

x 3 — 6x 2 + 12x = 35 

pina la un cub perfect in partea din stinga, lipsejte —8, astfel 
incit urmeazá: 

(x — 2) 3 = 27. 

Pentru a rezolva ecuatia 

x 4 — 2x 2 — 400x = 9 999, 

Bhaskara adaugá la ambele párti cantitatea 4x 2 — 400x -)- 1, de 
unde: 

(x 2 -f l) 2 = (2x + 100) 2 

etc. 

Meritá a fi amintite operatiile cu numere fi expresii irationale. 
Cu ajutorul regulilor 

iifim= +y —^ 

]/ a + b + 2 yus = i n+fb, 
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tmprumutate, poate, de la greci, Bhaskara al II-lea transforma 
expresii irationale numerice de gradul al doilea. Mai sus s-a arátat 
cum se elimina cele mai simple expresii irationale de gradul al 
doilea de la numitorii fractiilor. El simplifica 3n acest feí expresii 
destul de complícate, ca de pildá: 

H±. \K + + V™ = ]/2 + 1/3 + ^ 5; 

5 +f3 

se poate presupune cá in asemenea cazuri, transformable initiale 
fuseserá cele efectúate asupra párpi din dreapta. Alte transfor¬ 
man, ca de pildá 

1/5+1/24 = \'2 + V 3, 

s-au putut "folosi pentru o extragere aproximativá mai comodá a 
rádácinilor. 

Pentru extragerea aproximativá a rádácinilor pátrate, in 
manuscrisul de la Bahjali se aplicá algoritmul de iteratie, 
cunoscut incá de vechii babilonieni, iar apoi de Heron: 
pentru \A = ]/ a 2 + r, unde o 2 este cel mai mare pátrat intreg 
in A, se iau aproximárile 1 : 



1 A treia aproximare a 3 pentru un — mic diferS toarte pufin de suma 

a 

celor trei termeni ai dezvoltárii rádácinii íntr-o serie de puteri: 


d eoarece: 


fa 2 + r = a-|~~ — — 
r 2o 8 


ll 

a 2 ’ 



r 2 


„ . ra 2 
a 2 H- 


2 
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cnre sint mediile aritmetice pentru 



Accst proecdeu il aplica ulterior al-Hassar la sfirsitul seeolului 
al XlI-lea. Leonardo Pisano si altii. 

Operatiile efectúate fárá dificultati cu radicalii numerici con- 
tribuie la dezvoltarea notiunii de numár irational cu aceleasi 
drepturi ca si numerele intregi si rationale. Totodatá, in operele 
indienilor lipsesc atit rationamentele teoretice despre natura arit¬ 
mética a irationalelor, cit si un studiu sistematic al insusirilor si 
al eorelatiilor dintrc irationalele pátratice. 

Ecuatii aedeterminate. Primul imbold spre rezolvarea ecua- 
tiilor nedelerminate il dau in India, la fel ca si In China, proble- 
mele calendaristice si de astronomie, in care era necesar sá se deter¬ 
mine perioadele de repetitie ale acelorasi pozitii relative ale 
astrilor ceresti (Soare, Luna, planete) cu diferite timpuri de re- 
volutie, precum si alte probleme legate de acestea. Aici totul se 
reduce la gásirea unor numere intregi care, fiind impártite prin 
niste numere date, sá dea anumite resturi date, adicá problema 
se reduce la gásirea unor numere care sá satisfacá ecuatii si sis¬ 
teme de ecuatii liniare nedeterininate. Am intilnit mai inainte 
o asernenea chestiune la Sun-tzi; o problemá analogá cu alte date 
numérico (impártitorii sint 2,3 si 5, iar resturile — 1,2, 3) exista 
la Bhaskara al 11 - lea, care analizeazá si probleme cu continut pur 
calendaristic. 

Sint loarte probabile legáturile intre matematieienii Indiei si 
ai Chinei, in rezolvarea probleinelor de analizá nedeterminatá. 
Atit unora. cil si altora le revine marele merit de a fi ridicat pro¬ 
blema rezolvárii ecuatiilor nedeterminate in numere intregi. Dupá 
cum se pare si studiile eminente ale lui Diofant au influentat pe 
indieni. Dupá mímele matematicianului din Alexandria, capi- 
tolul réspediv din teoría numerelor poartá acum numele de ana¬ 
liza diofantianá. desi Diofant ceruse doar ca solutiile sá fie ratio¬ 
nale. In analiza nedeterminatá, indienii obtin succese mari si 
creeazá inetode origínale. Vom analiza mai amánuntit procedeul 
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lor de rezolvare a ecuatiei liniare amérale en dona necunoscule 

[ 74 ]. 

Regula de rezolvare in numere intregi a ecuatiei nedeterminate 
o forinuleazá inca Aryabhala I, dar mal amánuutit o expun 
Brahmagupta si Bhaskara al 11-lea. Aceasla este asa-numita 
mctodá a „imprástierii“ sau a „fáriinitárii‘\ 

Ecuatia se ia sub forma: 

ax -|- b = ctj. ^1 ) 

Mai intii Bhaskara expune algoritnml pentru a gási cel mai mare 
divizor común a douá numere; mai departe se presupune cá ecua¬ 
tia s-a sunplificat cu (o, c), adicá cu cel mai mare divizor común 
al coeficien^ilor necunoscutelor. Incontestabil eá Bhaskara stie 
cá ecuatia este nerezolvabilá in numere intregi, dacá termenul 
liber nu se imparte prin (a, c). Procedeul de rezolvare nu se deo- 
sebeste in esentá de cel care se expune astázi in manuale, folosind 
fractiile continué. Vom expune pe scurt acest procedeu in nota- 
tiile noastre. 

Fie a > c si citul —se exprima prin fracRa continua: 


«, 1 

-9o H- 

c 1 


ll 


<k 


+ 


1 , 1 - 


In 


Sá notám ca de obicei prescurtat o asemenea fractie: 

[9o> 9l> 92 i 9;i-1j 9n]• 

Pj 

Fractia redusá- — se numeste [q 0 , q 1 , q k 1. Penúltima fracfie 
Qu 

P P a 

redusá — r *- este [g 0 , q lf ..., 9,,_i], iar ultima—- coincide cu—• 

, . .. . . . . c 
Atunci tóate solutiile posibile ale ecuatiei (1) pentru (a, c) = \ 

se exprimá prin egalitátile: 

* = (- l) n bQ lt . i + QJ, 
y = (-irbP n . l +P n l, rl) 

unde t poate lúa orice valori intregi. 
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Este esential sá reamintim cá tóate elementele q & ale fracjiei 
continué se obtin in procesul cáutárii celui mai mare divizor 
común (a,c), dupa algoritmul lui Euclid sub forma unor cíturi re- 
zultate din impártirile succesive: 

a ~ c 1o 4" c i> 
c = c 1 q 1 + c 2 , 


c n —2 — c n—l q n -1 4" c n > 


c n—\ — c n9n> 

in care c n este tocmai ( a,c ); dacá c n = 1, atunci ( a,c ) = 1. 

Sá analizáin douá exemple rezolvate de Bhaskara. 

1. Ecuatia: 

100 a; -f 90 = 63 y (pentru n impar). 

Dezvoltarea lui -— in fractie continua sau gásirea celui mai 
63 

mare divizor común (100, 63) ne dá: 

i;"’""' 1 ' 1 ' 1 ' 2 ' 2 ' 1 ' 3 )' 

ín cazul de fatá n = 6 si 

• i 

P ±= [ 1 , 1 , 1 , 2 , 2 , 1 ] =-. 

Q 6 1 j 17 

De aceea, conform (2) 

x = 90-17 + 63í = 1530 + 63í, y = 90-27 + 100 t = 

= 2430 + 100 t. 

Pentru t — — 24 se obtin cele mai mici solutii intregi pozitive 

x = 18, y — 30. 

Calcúlele lui Bhaskara intr-o transcriere ceva mai redusá slnt: 


1. 90 + 0 = 90, 

2- 90 + 90 = 270, 

2- 270 + 90 = 630, 
1- 630 + 270 = 900, 
1 • 900 + 630 = 1530, 
1-1530 + 900 = 2430. 
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Dupa aceasta, Bhaskara objine, asa dupa cum s-a arátat, cele 
mai mici solu^ii intregi pozitive x = 28, y = 30. 

2. Ecuajia: 

60 x -(- 16 = 13 y (pentru n impar). 

Aici, 

A =^ = [4, 1,1, 1.1, 2] 

A-[4,1.1.1. l]=f, 

astfel incit: 

x = — 16-5 —13 í = — 80 + 13 t, 
y = — 16- 23 -f- 60 t = — 368 + 60 t. 

Pentru t = 7 se obpn cele mai mici solutii intregi pozitive: 

x - 11, y = 52. 

La Bhaskara 

1-16+ 0= 16, 

1-16 + 16 = 32, 

1 -32 + 16 = 48, 

1-48 + 32 = 80, 

4.80 + 48 = 360. 

Scázind din 13, numárul 80, Bhaskara obpne x = — 67, iar y = 
= — 308, il gaseóte din 60 — 368. Apoi el adaugá 6-13 la —67 si 
6-60 la —308, obpnind solutiile cele mai mici x = 11, y = 52. 

Nu ne putem indoi cá metoda fárimijárii s-a creat in urma 
faptului cá ecuajiile de tipul (1) se rezolvau dupa un procedeu care 
pina de curind se expunea in manualele jcolare de algebra si care 
este echivalent cu procedeul descris. Pentru c<a din ecuapa (1) 
se exprima: 

ax 4- b . c,x + b 

y = -= 7o*+ — ■- , 

C C 

dupa care determinarea unui a: intreg pentru care va fi intreg ji 

c x x + b 

3 =--, 

c 
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se reduce la rezolvarea unei ecuatii analoge cu coeficientul c x 
inai mic decit r. Procesul se continua pina cind penúltima necu- 
noscutá auxiliará se exprima prin ultima, in coeficienti intregi. 

Dintrc problemele cu mai multe necunoscute, vom aininti 
una despre pásári, care se poate traduce prin douá ecuatii cu patru 
necunoscute: 

x -r y -f z + u = 100, 

3 • — + 5 ■ — + 7 ■ — + 9 • — = 100 . 

5 7 9 3 

Dupa cuvintele lui Bhaskara al II-lea, acest exemplu este luat din 
autori veclii. 

Este elegant procedeul de rezolvare a ecuatiei de gradul al 
doilea 

xi/ = ax + by + c, (3) 

care se transforma, devenind: 

(x — b) [y — a) = c -|- ab. (3') 


Dacá numárul c -f- nb se descompune in factori intregi, atunci 
solutiile intregi ale ecuatiei date se obtin prin cgalarea doi cite 
doi a factorilor din partea stingá ji cea dreaptá. Transformarea 
algébrica se explica si prin una geométrica, folosind figura unui 

gnomon cunoscutá inca de autorii 
fíegulilor funiei. Diferenta dintre 
dreptunghiul xy si gnomonul ax + 
+ by—ab (fig. 36) se reprezintá prin 
dreptunghiul (x— b) (y — a); pe 
de alta parte, conform conditiei, 
ea este egalá cu ab -)- c; de aici 
rezultá (3')... Acesta este un 
- - i exemplu interesant de lolosire a no- 

t'S- tiunilor geometrice in teoría nu- 

merelor 

O realizare remarcabilá a matematicienilor iudieni in teoría 
numerelor este rezolvarea in numere intregi a ecuatiei: 

y 2 = ax 2 + b (4) 

si a unui caz particular iinportant al acestei ecuatii: 




y 2 = ax 2 + 1; 

aici a este un numár intreg nepátrat. 
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Asemenea ecuatii se intilnesc pentru intiia oará in matemática 
greacá. Astfel este mai intii, ecuatia: 

y 2 = 2x 2 ± 1 , 

la care s-a ajnns in timpul cáutárii aproximárilor rationale 
pentru ^2; se stie cá procesul regulat de obtinere a solutiilor 
intregi fi din ce in ce mai mari ale ei este descris in secolul 
al Il-lea de Teon din Smirna. In general, ecuatia (5) are o 
mare importantá in aproximarea rationalá cit mai exacta a lui 1 a. 
Mai departe, apare ecuatia: 

y 2 = 2-3-7-11-29-353 x 2 + 1, 

care se gaseóte mai tirziu la Arhimede. In expunerea scrisá a proble- 
mei pástratá pina in zilele noastre, ecuatia propriu-zisá lipsefte ; 
solutia cea mai mica se exprima prin numere imense fi este greu 
de crezut cá Arhimede ar fi dus rezolvarea ei pina la obtinerea 
unui rezultat numeric. 

Ecuatiile (4) si (5) au fost analízate de Brahmagupta fi de 
Bhaskara al II-lea. 

Pentru rezolvarea ecuatiei (5), Bhaskara expune-prin exemple 
metoda care in prezent se numefte metoda cíclica. Mai intii se 
aleg numerele x 1 ,y 1 si un b 1 corespunzátor, legate prin egalitatea 

ax ¡ + = y\, (6) 

cáutindu-se ca b t sá fie cit mai mic posibil (drept x t fi j/j se pot 

l 

incerca termenii aproximárilor ]¡ a —] ; Xj si b x sint prime intre 

*i I 

ei, deoarece, dacá ar fi avut un factor común, pátratul lui ar fi 
fost factor al tuturor termenilor fi egalitatea (6) dupá reducere s-ar 
fi putut inlocui printr-alta mai simplá. In continuare se serie 
ecuatia liniará: 

-= x 2 , adica XjZ + y x = 0 ^ 2 , 

b i 

care se poate rezolva dupá procedeul „fárimitárii“, iar z fi x 2 

se iau intregi, astfel incit z 2 — a sá fie cit mai mic posibil. Dupá 

z 2 _ a 

cum e ufor de verificat, numárul -= b 2 este intreg, iar 

b l '■ 

expresia ax\ + b 2 este pátratul unui numár intreg y\, deci se 
obtine o noná egalitate: 

nx\ + b 2 = y\. (7) 
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Continuínd procesul se pot obpne consecutiv solutiile unui lant 
de ecuapi de aceeasi forma, la capátul eáruia se ajunge la egali- 
tatea cerutá: 

ax l + 1 = y\, 

cu termenul liber egal cu 1. 

Ecuapa (5), clnd a nu este un pátrat perfect, are un numái- 
infinit de solupi Intregi; invájapi indieni se limiteazá la gásirea 
uneia. 

Brahmagupta si Bhaskara nu demonstreazá nici faptul cá nu- 
márul y 2 este un Intreg si nici cá metoda duce In cele din urmá la 
o ecuape cu b = 1. Rezolvarea incompleta nu micsoreazá Insá ad¬ 
miraba noastrá fa|á de arta creatorilor rtietodei ciclice. 

Ecuapa (5) formeazá mai tlrziu obiectul unor studii intreprinse- 
de Fermat, Euler si Lagrange. Rezolvarea ei completa si rigu- 
roasá, la fel ca si a ecuapei (4), o da Lagrange In anuí 1769 r 
metoda lui fiind apropiatá de cea indiana. In urma unei confuzii 
in secolul al XVIII-lea ecuapa (5) capátá numele matematicianu- 
lui englez J. Pell, desi acesta nu avusese nici un merit In studiuí 
ei. Rezolvarea ecoirpei generale nedeterminate de gradul at 
doilea cu douá necunoscute se reduce la o ecuape a lui Pell, care 
are un rol important in teoría formelor pátratice, in teoría aume- 
relor algebrice etc. Nu ne vom opri asupra altor procedee indiene- 
de rezolvare in numere intregi sau raciónale a ecuapei lui PelL 
Vom mai observa cá Brahmagupta si Bhaskara analizeazá cu 
ajutorul unor procedee speciale si alte citeva probleme nedeter¬ 
minate de gradul al doilea. 

Matematicienii indieni, ca de pildá Naraiana si Ganesa, s-an 
ocupat de pátratele magice la fel ca grecii si chinezii. 

Serii numerice. Exemple izo late de progresii aritmetice si- 
geometrice existá in Cuno^tinfe. íncepind cu Aryabhata I, su- 
marea seriilor aritmetice intereseazá in permanenjá pe matema¬ 
ticienii indieni. Ei elaboreazá o terminologie specialá si calcu- 
leazá súmele multor serii [75]. 

Aryabhata cunoaste diferitele proprietáp ale progresiei arit¬ 
metice. El stie formúlele pentru termenii centrali, pentru terme¬ 
nul general si pentru sumá; dupá cum s-a mai amintit, una dintre 
problemele lui cu progresii aritmetice duce la o ecuape de gradul 
al doilea. Aryabhata prezintá de asemenea regulile de sumare a 
seriilor de numere triunghiulare, a seriilor de pátrate si cuburi 
de numere naturale, iar la Magavira gásim regulile pentru pro- 
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gresia geométrica. Tóate acestea fácuserá parte inca pe timpuri 
din patrimoniul babilonienilor $i al grecilor. Magavira generali¬ 
zo azá rezultatele cunoscute de Aryabhata, sumlnd o serie de 
pátrate a termenilor unei progresii aritmetice (ceea ce fácuse Inca 
Arhimede), o serie de cuburi $i o serie de numere triunghiulare 
generalízate, adicá de sume ale unei progresii aritmetice. Dacá 
primul termen al progresiei este a 1; iar ra^ia d, atunci dupa Ma¬ 
gavira : 


m—r \ 

_ 


\m—l > 

_ fll 

~~ 2 

[! 


(2 n - 2)W¡ , d , _ j 
- 6 - + ? + a ' d 


( n 1) 4- a 1 (oj -(- 1) • 


La mijlocul secolului al XlV-lea, Naraiana efectueazá insu¬ 
man $i mai generale. Sá notám súmele: 

1+2 + 3+ .. . + n = Sn'i 
+ SÍ," + ... + S[ l ,) = S' 2) -, 

S ( ? + S< 2 > + ... + S? = Sn ] 


etc. Naraiana dá expresia pentru: 

c(n>) __ n(» + !)(» + 2) ... (n + m) 

" _ 1-2-3 ... (m + 1) 

Rezultate similare sint cunoscute aproximativ in aceea^i vreme $i 
ín China (pp. 100—101). Naraiana le generalizeazá pe tóate $i 
pentru cazul unei progresii aritmetice cu primul termen a¡ si 
ra^ia d date; in acest caz suma este: 

_(»') _ „ m + 1 e(™) i jcM 

a n — °1 “n-1 + ®*Ni— 1 ■ 

n — 1 


Naraiana aplica regulile sale la o problema in care se cere sá 
se calculeze cit de mare va fi o cireadá de vaci $i de vijele pro- 
venitá in 20 de ani de la o singurá vacá, cu condRia ca vaca 
sá nascá la inceputul fiecárui an cite o vRea, iar vRelele sá dea 
aceia^i urma$i cind ating virsta de trei ani. Calculul lui Naraiana 
este urmátorul: 

1) o vacá, in 20 de ani, dá 20 de vírele in prima generare; 

2) prima vRea, din prima generare, dá 17 vRele in a doua 
generare, a doua — 16 etc. Cu totul, in a doua generare vor fi: 

17 + 16 + ... + 1 = SÍV; 


li* 
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3) prima vi^ea din cele 17 din a doua generare va da 14 vítele 
in a treia generare, a doua — 13 etc. ín total, viólele acestui 
grup vor da: 

14 + 13 + ... + 1 = S ( ,V urmasi. 

Prima vijea din cele 16 din a doua generape va da 13 vírele in 
a treia generare, a doua — 12 etc. In total, vijelele din aceastá 
grupa vor da: 

13 + 12 + ... + 1 = Si a urmasi. 

Tóate viólele din a doua generare vor da in a treia generape: 

sil + si 1 , 1 + ... + si" - si?. 


Ra}ionind in mod analog mai departe, ¡Naraiana exprima nu- 
márul total al vacilor din cireadá dupa 20 de ani, prin suma: 


1 + 20 + S ( ,V + S ?¿ + ... + S< 2 Ü > = 1 + 20 + 


17.18 14^15.16 

1.2 + 1.2.3 


+ ... + ■ 2 - 4 - ' -— 7-8 = 1 + 20 + 153 + 560 + 1 001 + 792 + 

1.2.3.4.5-6-7 

+ 210 + 8 = 2 745. 

Problema se poate rezolva si altíel. La inceputul primului an. 
cireada este alcátuitá din doua anímale, la inceputul anului doi— 
din trei, apoi — din patru si sase. íncepind cu anuí patru, efec- 
tivul cirezii, la inceputul anului k, se poate exprima prin relatia 
recurentá: 

+ S h _ 3 

si cu ajutorul ei se poate calcula S 20 = 2 745. Tocmai asa re- 
zolvá Leonardo Pisano o problema analogá despre niste iepuri de 
casa. Probleme similare exista in culegerea jurídica „Ruskaia 
Pravda“, in copiile din cea de-adoua jumátate a secolului al XV- lea. 

La sfirsitul secolului al XlV-lea matematicienii indieni minu- 
iesc progresia geométrica infinit descrescátoare. Un secol mai 
tirziu gásim destul de neasteptat in literatura indiana, dezvol- 
tarea funcpei arctangentá intr-o serie de puteri (vezi p. 174). 


Combinári. In India se cunóse din vechime combinárile a n 
elemente luate cite m, adicá nnmere de forma C^‘■ Dupa un autor 
din secolul al X-lea, Galaiuda, aceste numere se cunosteau inca 
din secolul al Il-lea i.e.n. si se stia cá: 

c°„ + c!, + ... + C = 2 n . 
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Bhaskara al II-lea expune procedcele de calcul ale unor permu¬ 
tan de elemente diferite sau partial asemenea, precum ji pentru 
combinári. Combinárile s-au folosit ji probabil cá au apárut in 
poética indiana, legate de calculul combinárilor posibile din 
silabe lungi ji scurte Intr-un picior de vers n-complex. Nu e ciar 
totuji dacá se cunojtea dezvoltarca puterii unui binom, afará de 
pátrat ji de cub. 

Geometría. CunojtinJele matematicienilor indieni despre geo- 
metrie sint mult mai prejos decit cele de aritmética, algebra ji 
teoría numerelor. Aceste cunojtinje cuprind un cerc restrlns de 
probleme de geometrie calculatorie. ín únele cazuri se constata 
o similitudine cu lucrárile geometrilor din Alexandria; acest lucru 
se refera de pildá la elementele geometrice din operele lui Brah- 
magupta ji lucrárile lui Heron. 

Operele lui Brahmagupta se caracterizeazá prin folosirea pe 
acelaji plan cu reguli exacte si a unor aproximári pe care el le 
recomandá pentru practicieni. Astfel, el dá o regulá aproximativá 
pentru calculul ariei unui patrulater in functie de laturile lui prin 
1 

formula — (o c) (b -(- d), unde a ji c, b ji d sint opuse douá 
4 

cite douá. Tot aja, pentru volumul trunchiului de piramidá cu 
bazá pátratá (cu laturile a x si a 2 ), el dá pentru practicieni expresia: 

h¡“r_+^2 

' 2 

ji apoi o altá expresie aproximativá 1 : 

2 , 2 

i “1 + °2 

h ~ 2 - ’ 

iar expresia exactá o ob^ine prin combinarea celor douá precedente 

+ 1 i — h (-ÍL+3_ 

Brahmagupta dá ji el douá reguli pentru aria cercului: una apro- 
xirnativá corespunzátoare lui 7T = 3 ji una mai exactá in care 
= ^10; ultima se folosise piná atunci in China. Am observat 

1 Folosita inca in Babilonul antic — N.A. 
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mai sus cá Aryabhata I lúa raportul (lintre lungimea cercului si 

diametru egal cu -, adicá cu valoarea pe care o gásise 

probabil Apoloniu in lucrarea lui Okitokion. Bhaskara al II-lea, 

22 

recomanda douá valori pentru practicieni Tt = — si una mai 

exacta tc = - —— . care coincide cu valoarea data de Arvabhata. 
1 250 J 

Comentind acest rezultat, Ganesa serie cá el fusese objinut prin 
calculul laturilor unor poligoane inscrise cu 6, 12, 24, 48, 96, 192 
si In sfirsit 384 de laturi. 

Pentru calculul suprafetei triunghiului, afará de procedeul obis- 
nuit, Brahmagupta prezintá asa-numita formula a lui Heron. 
Brahmagupta extinde fárá a demonstra aceastá formula asupra 
patrulaterelor inscriptibile, pentru care aria este: 

5 = Hp — a ) iP — b ) (P — c ) ip--dj, 

unde p este jumátatea perimetrului, iar ti,b,c,d sint laturile; 
Brahmagupta nu aratá in mod explicit cá are in vedere patru- 
latere inscriptibile. De cunoscuta teoremá a lui Ptolemeu se apro¬ 
pie un alt rezultat a lui Brahmagupta: pentru diagonalele x, y 
ale unui patrulater inscriptibil avem: 

, (ad -f- be) (ac bd) 

X* = -, 

ab -(- cd 


y 


2 


[ab -f- cd) [ac + bd) 
ad + be 


Pe Brahmagupta 1-au interesat in mod deosebit patrulaterele 
inscriptibile cu diagonale perpendiculare si trapezele isoscele. 

Brahmagupta dá de asemenea regula pentru constructia triun- 
ghiurilor dreptunghice cu laturi rationale: 



Cu douá secóle mai tirziu gásim la Magavira un procedeu analog 
pentru obtinerea de triplete intregi de numere pitagoreice: 


P9. 


P 2 — 


2 


l 2 


P 2 -t 7 2 
2 
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Asemenea triunghiuri erau folosite pentru construirea patrula- 
terelor inscriptibile (fig. 37j. 

La Brahmagupta mai gásim calculul segmentelor In care 
ináltimea Imparte o laturá a unui triunghi, cele trei laturi fiind 
date; aceastá problema o rezolvase 
si Heron. 

In rezolvarea de problcme care la 
fel cu cea de mai sus iinpun folosirea 
algebrei, matematicienii indieni do- 
vedesc o mare inventivitate. lata una 
din problemele lui Bhaskara: sá se 
determine cátetele x,y si ipotenuza z, 
fiind date perimetrul ji aria triun- 
ghiului. Dacá se ia 

xy = p (1) 

x + y + z = q, (2) Fig. 37 

atunci calcúlele slnt urinátoarele: 



(* + yY — (x 2 + y 2 ) = 2p, (x + y + z) (x -1- y — z) = 2p. 
De aici 

x + y — z = — , (3) 

9 

?i din (2) ?i (3) 



1 


Din aceleasi ecuatii avein: 


x + y 


q 1 + 2 p 


Mai departe se determina: 

(x — y) 2 = (x + y) 2 — 4 xy = ( ? ^ 2P f~~ ' ip 


ji apoi din (4) §i (5) se pot determina cátetele x si y. 

Intr-o alta problema se dau xyz — p, x -\- y -\- z = q. Bhas¬ 
kara o rezolvá la fel, determinlnd la Inceput pe z. Din punct de 
vedere tematic, asemenea probleme amintesc problemele chine- 
ze$ti cu triunghiuri dreptunghice. 

Demonstratiile propozi^ilor geometrice slnt rare in cár^ile 
indiene, iar atunci cind se intilnesc, sint foarte succinte. De cele 
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mai multe orí ele se reduc la o figura cu indicatia „priveste!“; 
uneori la figura se adaugá citeva indica}» fugitive. Sá amintim 
demonstraba teoremei lui Pitagora (vezi p. 120) si urmindu-1 pe 
Ganesa, sá prezentám fundamentarea teoremei privitoare la aria 
triunghiului. Deducía consta dintr-un 
desen (fig. 38) pe care inál}imea drept- 
unghiului se ia egalá cu jumátate din 
ináltnnea triunghiului si la care se 
adaugá: „priveste!“. ín mod analog, Ga¬ 
nesa explicá teorema conform cáreia aria Fig. 38 

cercului este egalá cu aria unui drept- 

unghi ale cárui laturi sint semicircumferintá si semidiametru 
(fig. 39). Dupá cum se vede din aceastá propozitie, mate- 
maticienii indieni operau cu no}iuni infinitésima le cu carác¬ 
ter atomistic. Acest lucru il confirmá stabilirea regulilor pentru 
calculul volumului si al suprafc}ei sferei, date de Bhaskara al 
II-lea. Comentatorul observá cá sfera poate fi consideratá ca un 
ansamblu de pirámide aseinánátoare cu niste aee ale eáror vlrfuri 
se únese' la centru, iar bazele lor sint asezate pe suprafa}á. In- 
tr-adevár, de aici se ob}ine usor raportul intre volurnul si suprafa}a 
sferei. Ceva mai departe vom face cunostintá uu studii infinitesi- 
male mai profunde ale indienilor. 

Laconisinul deduc}iilor | n operele indiene de matematicá sau 
eimpla prezentá a unor desene cu recomandarea „priveste!“ nu 

trebuie intelese ca o mani¬ 
festare a unui anumit fel 
de a trata problema de- 
monstratiei. sau al unui 
mers deosebit al gindirii. 
La timpul sáu, A. Schopen- 
liauer opune principial pu- 
terea de convingere intui- 
tivá a figurilor simple (ca 
Fig. 39 de pildá, teorema lui Pita¬ 

gora in cazul triunghiului 
isoscel) trucurilor si náscocirilor lui Euclid, care obligá pe cititor 
sá fie-de acord cu adevárul propozipei, ascunzlndu-i in acelasi 
timp corelabile interne [76, p. 72 si urmátoarele]. Tocmai de¬ 
monstraba lui Euclid pentru teorema lui Pitagora e numitá de 
Schopeuhauer „capcana de soareci“. Totusi laconismul vestit 
al lucrárilor vechi indiene, In afará de demonstra}», se referá 
si la reguli. 
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Cárple se scriu in general concis, aforistic, deseori in versuri,. 
pentru ca ele sá poatá fi memórate mai usor. In timpul scolii se' 
dádeau explicapi mai amánunpte, iar desenul cu inscripta „pri- 
veste!" era insotit de un comentariu verbal. Alará de aceasta s-au 
pástrat si comentarii indiene scrise la lucrárilc unor invájati mai 
vechi, care erau neclare tocmai din cauza unei concizii exagérate. 

Bazele trigonometriei. Excepcional de importante pentru dez- 
voltarea matematicii sint lucrárile de trigonometrie ale ínvá- 
|a|ilor indieni, desi in acest domeniu ei nu avansaserá prea mult. 

Odatá cu inflorirea astronomiei in tárile elenistice (parte din 
ele devenite mai tirziu provinciile Romei) se obtin succese impor¬ 
tante atit in elaborarea mijloacelor grafice de rezolvarc a proble- 
melor, cit si in calculul coardelor. In Analemma lui Ptolemeu 
sint expuse procedee grafice pentru constructia ceasornicelor 
solare, adicá pentru stabilirea pozipei Soarelui in functie de 
timp, deci procedee utile in egalá masurá si pentru deteiminarea 
orei din zi. La baza construcjiilor se aflá proiectia ortogonalá a 
sferei pe trei plañe perpendiculare ; al meridianului, orizontului 
si al cercului vertical. Arcele cáutate se construiesc dupa semi- 
coardele arcelor cunoscute. Pe de alta parte,- in Almagestul lui 
Ptolemeu exista o trigonometrie destul de dezvoltatá. 

Indienii se bazeazá pe lucrárile astronomilor din tárile cle- 
nisté, dar introduc si multe lucruri noi. Dupá cuín se pare, asupra 
dezvoltárii astronomiei din India au avut influentá metóde mai 
vechi care intraserá in Analemma si care fuseserá transfórmate 
aici intr-un sistem de reguli de calcul. Esenpalá a fost aici irilo- 
cuirea coardelor prin sinusuri. O asemenea inlocuire in sine nu 
pare sá fie atit de esenpalá, deoarece coarda arcului este egalá cu 
dublul sinusului arcului 2 9 , adicá diferá de sinus doar printr-Un 
factor constant. Dar in realitate, trecerea de la coardá la semicoárdá 
are o importará care merge mult mai departe, deoarece ea a per- 
mis sá se introducá in mod natural diferite funepi legate de la- 
turile si unghiurile unui triunghi dreptunghi. ín India se pun 
bazele trigonometriei ca stiinjá a márimilor trigonometrice, desi 
intr-un fel paradoxal se da prea putiná atentie tocmai rezolvárii 
triunghiurilor. 

Sinusul, cosinusul, precum si sinusul-versus, adicá diferen^a 
intre razá si cosinus, se intilnesc incá in Siddhantale si in Aryabha- 
tiam. Linia sinusului poartá numele de ardhadjwa (sau ardhajia): 
ardha — inseamná jumátate, iar djiva — coarda unui are, si 
coardá. Mai tirziu, sinusul este denumit prescurtat dLjiua . In 


169 



literatura araba, termenul indian este transformat in djiba $i 
fiindcá in scrierea araba se pástreazá doar consoanele §i vocalele 
lungi, cuvintul djiba lipsit de un sens uzual este Inlocuit prin 
cuvlntul veritabil arab djaib, adicá cavitate, táietura hainei, 
convexitate etc. Un asemenea termen apare Inca In prima 
jumátate a secolului al IX-lea la al-Horezmi si la al-Habas; 
intre áltele, al-Battani folose^te cuvintul valar — coardá. In 
jurul anului 1145, Robert din Chester, fácind traducerea din 
araba in latina, folose^te cuvintul sinus, care are acelea^i sensuri 
principale ca $i djaib. Ceva inai Inainte, in jurul anului 1120, 
Platón din Tivoli traduce cuvintul vatar prin chorda. 

Cosinusul este denumit de indieni colidjiva, adicá sinusul res- 
tului (al complementului pina la 90°) sau, prescurtat, cotí, trans¬ 
mis in mod corespunzátor in limba araba prin djaib al-tamam 
sau valar al-lamam. In secolul al XlI-lea intilnim, respectiv in 
traducerile latine^ti ale lui Gherardo din Cremona, sinus residui 
iar la Platón din Tivoli — chorda residui. In secolul al Xl-lea 
Peuerbach $i Regiomontanus incep sá foloseascá termenul sinus 
complementi, adicá sinusul complementului. Dupá cit se $tie, 
la astronomul englez E. Gunter (1581—1626), in anuí 1620 
apare pentru prima oará termenul cosinus, rezultat prin inver- 
sarea íocului $i prescurtarea termenului complementi. 

Prin cuvintul utkramadjiva, indienii numesc sinusul invers, 
pe latineóte sinus-versus, pe care il gásim si in secolul al XlI-lea 
la Gherardo din Cremona. Acela^i traducátor nume$te sinusul 
spre a-1 diferencia de sinusul-versus, prin sinus-reclus, adicá sinus 
drept, iar raza cercului sinus totus — sinusul complet. Ultimul 
termen se pástreazá in operele europene de trigonometrie piná 
in timpurile lui Euler, cind treptat se trece la scrierea formulelor 
pentru r = 1. 

Primele relapi intre máriinile trigonoinetricc sint exprimarea 
directá a teoremei lui Pitagora. Afará de cea mai simplá relaRe 

sin 2 a 4- eos 2 a = 1, 


un rol i mportant il joacá regula pentru sinusul arcului pe jumátate 
sin 2 a sin vers 2 a = |2 sin -^-j sa 


i-í-y- 


Indienii exprimá prin cuvinte aceste propozitii, pentru raze d i fe- 
rite de unitate. Ele sint cunoscute incá de autorii cárjilor Siddhanta, 
lar intr-o formulare explicitá apar la Varaha-Mihira. Bhaskara fo- 
lose^te in secolul al XlI-lea regula sinusului sumei $i a diferen^ei. 
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Indienii luau in considerare' márimile trigonometrice numai. 
in cuprinsul primului sfert de ccrc. 

Aplicarea trigonometriei in astronomie este imposibilá fára 
tabele. Primul tabel de sinusuri si de sinus-versus exista inca 
in Suria siddhanla ji in Aryabhatiam. ín acesta din urmá se dau 
24 de valori pentru ambele funcpi, incepind de la 3 0 45 , = 225' 
cu un interval de 225'. Chiar dacá indienii au avut ca prototip 
vreun tabel al grecilor pentru coarde, atunci aceasta n-a fost in 
mod sigur, tabelul lui Ptolemeu. Ín Almagest argumentul creste 
cu 30', ceea ce corespunde unui tabel de sinusuri cu un interval 
de 15', iar valorile sint tabúlate mai exact. Dám mai jos inceputul 
$i sfirsitul vechiului tabel indian. Coloana primelor diferente A 1 
lipseste in Suria siddhanta, dar exista la Aryabhata. Diferen¬ 
cie de ordinul doi A 2 ji valorile sinusurilor exacte pina la sutimi 
de minuta sint adáugate pentru lámuriri ulterioare. 


Arcui 

Sinusul indicnilor 

Sinus-versus 

Yaloarea si ñus, 
in minute 

In grad §¡ min 

in min 

Ín min 

A 1 | 

A* 

3 o 

45' 

225 

225 

224 


7 

224,84 

7 

30 

450 

449 

—2 

29 

448,72 

11 

15 

675 

671 

222 

—3 ' 

66 

070,67 

15 

00 

900 

890 

219 

—4 

117 

1 889,76 

78 

45 

4 725 

3 372 


—14 

2 767 

3 371,70 

82 

30 

4 950 

3 409 

O i 

—15 

2 989 

3 408,24 

86 

15 

5 175 

3 431 


—15 

3 213 

3 430,39 

90 

00 

5 400 

3 438 

( 

¡ 

1 

3 438 

3 437,75 


Tabelul sinusurilor in cea mai mare parte a lui este corect piná. 
la ultima cifra semnificativá, iar in 10 cazuri din 24, eroarea la 
ultima cifra este egalá cu 1, dacá respectám regulile noastre de-, 
rotunjire. 

Particularitatea caracteristicá a tabelului este másura márimi- 
lor trigonometrice. La fel ca si in stiinja elenisticá, circumferinC 1 
se imparte in 360°, iar gradul — in 60'. Dar astronomii din Ale-- 
xandria impart diametrul in 120, adicá raza in 60 de párti,. jii 
exprimá coardele in aceste párp §i in fracpunile lor sexagesimale-, 
iar autorii cárjilor Siddhanta ji Aryabhataiam exprimá raza si mári- 
mile trigonometrice prin párp dintr-o circumferintá- Pentru 
invadí educap in tradipile matematicii clasice grecesti másu« 
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rarea segmentelor de dreapta ín frac^iuni de circumferintá ar fi 
fost cu totul stráiná. Dupa cum se vede din tabel, indienii iau 
raza egalá cu 3 438'. Este incontestabil cá acest numár este-ro- 
tunjirea valorii numárului 3 437,7., care se obtine pentru raza 
din 2 nr = 3 600' $i cu Tt = 3,1416; o asemenea va loare a lui 
exista in Aryabhatiam. 

Procedeul de calcul al tabelului nu se descrie in literatura indi- 
■•aná cunoscutá; probabil cá el a fost urmátorul. Mai Intli s-a gá- 
«it sinusul de 30°, ca semilaturá a unui hexagon regulat inscris 

«cu 1719'. sinusul de 60° = *2-'3438' = 2978' (eroarea la ultima 
•cifra este provocatá probabil de aproximarea insuficient de exacta 
-a lui 1^3) $i sinusul de 45° = ^--3438' = 2431'. Aplicarea regulii 

■.sinusului arcului pe jumátate, adicá extragerea rádácinii pátrate, 
■u dat apoi sinusurile de 22° 30', 11°15', 15°, 7 = 30' $i 3 C 45'; apoi s-au 
iputut gási sinusurile complementelor acestor arce $i jumátátile de 
complemente etc. Calculul s-a oprit la arcul de 225', probabil 
datoritá faptului cá valoarea sinusului de 225' coincide In limítele 
exactitápi calculelor, cu insási valoarea arcului. Sinusurile arcelor 
mai mici s-au luat desigur $i ele egale cu arcele corespunzátoare ; 
pentru arcele mici o asemenea egalitate aproximativá este pe 
deplin justificabilá. Coloana primelor diferente a permis sá se 
gáseascá valorile funcpilor lipsá din tabel, prin interpolare 
liniará. 

In Suria siddhanta se mai dá o regulá cu care se poate restabili 
intregul tabel plecind de la sinusul de 225', astfel incit un astronom 
indian avea totdeauna tabelul sinusurilor oarecum in minte. Anu- 
me, dacá notám sinusul indian prin Sin, atunci: 

Sin na 

Sin (n -f- l)a = Sin na -)- Al. , — — > 

' 1 i n-i Sin a 


unde 

= Sin na — Sin(n — l)a $i a = Sin a = 225'. 

Trebuie sá presupunem cá regula a fost descoperitá prin analiza 
tabelei valorilor sinusului §i a primelor diferente. E aproape evi- 
dent faptul cá diferentele de ordinul doi cresc impreuná cu sinu- 
• i - i Sin na 

sunie, íar citui este foarte apropiat de valorile A„_!. 

Varaha-Mihira, la fel ca $i alexandrinii, intocme^te un tabel 
al sinusurilor pentru diametrul de 120. Bhaskara revine in secolul 
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al XlI-lea la raza de 3 438. La Bhaskara gásim un alt procedeu 
de intocmire a tabelului cu intervalul de I o , incepind cu sinusul 
de l c , luat ca 60'. Acest procedeu se bazeazá pe regula sinusului 
sumei sau a diferenjei, care pentru o raza oarecare r se poate 
serie sub forma: 


Sin (« i P) = 


Sin tx Cos -j : Cos a Sin fi 

r 


Aici Sin si Cos inseamná respectiv sinusul si eosinusul pentru un 
cerc de raza r. Pentru r = 3 438 si Sin I o = 60, Bhaskara gáseste 

sin 1° _ 10 Cosí 0 _ ^ 1 

r 573 r (1 569 


(ultima valoare dá .5 cifre zecimale exacte) si In sfir^it: 


Sin 


(a¿ I o ) = Sin a 


Sin a ^ 10 Cos a 
6 569 573 


Tabelele lui Bhaskara sint mult mai precise ilecít ale lui Aryab- 
hata. 

Trigonometría este expusá In partea a patra din cartea Cununa 
ftiinfei scrisá de Bhaskara. In Lilavati pentru calculul coardei 
l ín funche de lungimea C a eircumferintei, arcul s si diametrul d, 
se dá formula: 

. 'tds(C — s) 

l --> 

— C* — s[C— #) 

4 

care, dupa cum spune insusi Bhaskara, este insuficientá pentru 

calcule mai exacte. Dacá s = —, atunci regula se poate serie sub 

n 

forma : 


¿ _ 4(n - 1 )d _ 

— n 2 — n + 1 
4 

Cind n = 3 ji 4, ca dá pentru l valori exacte píná la sutimi, pentru 
n = 6 — valoarea exactá, cind n = 180 pentru sinusul de I o 
se obpne valoarea 61, mai putin exactá decit cea adoptatá In tri¬ 
gonometría lui Bhaskara. Ñu se stie cum a fost obtinutá aceastá 
regulá. 
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ín rezolvarea problemelor de astronomic, invája^ii indieni 
merg pe calea creárii unor reguli de calcul corespunzátoare con- 
strucRilor grafice ín spiritul Analemmei. Pentru a gási inátyimea 
Soarelui, durata zilei si a noppi etc., dupa diferite date, ín regulile 
din cárple Siddhanta si alte opere, se enumárá ín inod regulat suc- 
cesiunea operapilor aritmctice asupra sinusurilor, sinus-versus- 
urilor si a razei. Ín felul acesta, rezolvarea triunghiurilor drept- 
unghice se efectueazá, cum s-ar spune, pe cale ocolitá. Aici nu 
apare sistemul de reguli pentru rezolvarea triunghiurilor, ale cárui 
origini existaserá ín Almagest. 

Regulile indiene conRn implicit únele teoreine din trigonome¬ 
tría sfericá. Astfel, cu ajutorul unor transforman simple, 
putem separa din rejetele cuprinse in Suria siddhanta, teorema 
sinusurilor unui triunghi dreptunghic si chiar teorema generala 
a cosinusurilor. Dar indienii n-au exprimat asemenea propozipi, 
cum sint de pildá relapile generale dintre elementele triunghiuri¬ 
lor. Ele se mai strecoará in indicapile privitoare la rezolvarea unor 
probleme izolate, intr-o forma foarte deosebitá de cea de mai 
tirziu. 

Pentru a másura inátyimile si distancie, in India se elaboreazá 
citeva reguli bazate pe másurarea umbrei unei prájini verticale 
— gnomon $i pe asemánarea triunghiurilor. Capitolul al Xl-lea 
din Lilavati este consacrat invá^áturii despre „umbra gnomonului". 
Gnomonul impár^it in 12 párji si proiecpa lui (uinbra) figureazá 
$i in problemele trigonometrice, intrind la numitorii si numárá- 
torii citorva expresii fraccionare. Tóate acestea anticipeazá intro- 
ducerea tangentei si a cotangentei, dar acest merit le revine 
inváCajilor din califatul arab in prima jumátate a secolului 
al IX-lea. 

Desi indienii n-au introdus explicit noi funcRi trigonometrice, 
este evident cá ultimul si totodatá cel mai strálucit rezultat al 
matematicii din India, spre sfirsitul perioadei analizate, este 
descoperirea dezvoltárii in serii infinite de puteri ale tangentei 
si arctangentei. 

Calculul lui 7i si seria arctangentei. Scopul dezvoltárii arcului 
de cerc dupa puterile tangentei sau ale cotangentei este de a cal¬ 
cula cit mai exact valoarea lui 7t. Imboldul spre dezvoltarea 
unor idei noi in matemática este iarási legat de problemele de 
calcul ale astronomiei. 
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Sursa cea mai timpurie ji sigurá in aceastá directie este Culege¬ 
rea $tiin(ificá (Tantrasangraha) sánscrita a invátatului sud-in- 
dian Nilakanta, cunoscut de asemenea prin comentariul lui pre- 
tios la cartea Aryabhatiam. Judecind dupa dátele astronomice 
din Culegerea ftiinfificá, aceasta a fost redactatá ín perioada 

1501—1502 [77—81], 

Asemenea citorva alti invátati din Orient (vezi p. 336), Nila¬ 
kanta este convins de irationalitatea raportului dintre lungimea 
cercului ji diametru. ín comentariul la lucrarea Aryabhatiam, 
el spune: 

„Dacá diametrul másurat en ajutorul unei unitáti oarccare de 
másurá este comensurabil cu aceastá unitate, atunci circumferinta 
nu poate fi másuratá exact cu ajutorul aceleiaji unitáti; iar dacá 
in raport cu o unitate oareeare, circumferinta este másurabilá, 
atunci cu ajutorul acestei unitáti nu sé poate másura diametrul“ 
[77, p. 81], Pentru un calcul mai exact al lui tc, pe care autorii 
din secolele al Vi-lea —al Vil-lea II cunosteau in cel mai bun caz 
pina la zecimea de miime, in Culegerea ^tiinfificá lungimea sfertu- 
lui de cerc se prezintá sub forma a diferite dezvoltári in serii 
numerice infinite, care se obtin din seria de puteri a arctangentei. 
ín lucrarea lui Nilakanta scrisá in versuri nu existá vreo demon- 
stratie. Regula generalá de dezvoltare spune: 

„Ia un are de cerc astfel incit sinusul lui sá fie mai inic decit 
cosinusul. Inmultejte sinusul arcului cu raza si imparte la cosi- 
nus. Aceasta va da prima cantitate. ínmultejte aceastá cantitate 
cu pátratul sinusului ji imparte la pátratul cosinusului ji vei 
ob^-ine a doua cantitate. Repetá operatia, inmultind cu pátratul 
sinusului si impártind la pátratul cosinusului. Cantitátile obti- 
nute imparte-le in ordine la numerele intregi impare 1,3,5,... 
Dacá cantitátile obtinute vei incepe alternativ sá le scazi 5 i sá 
le adaugi la prima, atunci in cele din urmá vei obtine arcul de 
cerc“ [77, p. 77]. 

La regula datá eorespunde formula: 

-„_ rSin( P r Sin 3 <P , r Sin 6 9 

T 9-p „ ,. 3 + ~ 6 • • • > (1) 

(.os 9 3 (.os 3 9 (.os 6 9 

cu restrictia Sin cp < Cos <p(ar fi fost mai exact sá spunem Sin 9 ^ 

Cos 9 ). Este evident cá Nilakanta tiñe seama de convergenta 

seriei ( 1 ) ciiid 0 ^ 9 ^— si divergenta ei cind — < 9 < — • 

4 * 4 2 
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ín ultimul caz se recomandá o serie care dá un are complementar 
sfertului de cerc: 


r Sin 

II- 

;:i 

r Sin 3 | 

i-’ + 

Cos | 

7T 

T 

9 ) 

3 Cos 3 j 

liH 


.. ,íit i 

t sin 6 -91 

+- 7 -- -••• ( 2 ) 

5Cos s (y-?) 

In notatiile noastrc pentru r = 1, seriile (1) si (2) vor fi res- 
pectiv: 

9 = tg <p- - - 1 -- • • • (1 ) 


cp = ctg 9 


ct g 3 9 , ctg 6 9 _ 

3 + 5 


Pentru calculul lui n in Culegerea $tiin(ificá se dá o serie .caíe 

C 

izultá din (1) pentru 9 = 45°. Este foarte interesant cá — sau 
- nu se exprima simplu prin suma particulará S n , ci sub forma 


unei sume S n si a uncí corectii K n , exprimatá sub trei forme dife- 
rite, si anume: 

- = 1 — — ... + + K n , (3) 

4 3 5 2 /i — 1 n ' 

unde: 


KiU = tz})" , 

Á v 11 , * 

4 n 


= 

K-n = 


(— 1 )"« 

4n 2 + 1 ’ 

(- l) n (» » + 1 ) 
íí(4n 2 + 5) 


Este usor de observat cá | | > | \ > | |. Chiar si 

pentru valori mici ale lui n aceste corectii Imbunátá^esc 
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sensibil aproximante. Astfel, dacá ne vom limita la o exacti- 
tate de miimi, — = 0,785, S 3 — 0,825, iar S 3 + Kíf 1 — 0,775, 

4 

asa incit eroarea prin folosirea corec^iei s-a micsorat de patru ori. 

Afará de seria lent convergentá (3), In Culegerea qtiinfificá se 
mai prezintá §i áltele care dau pentru acelasi numár de ter- 
meni, aproximan cu mult mai exacte. Cea mai simplá este seria: 

^ = —1-(5) 

4 2 2 — 1 4 2 — 1 ' ' (2n) 2 — 1 ' 

cu termenul de corec^ie dat sub douá forme: 


K' = 


f-D" 


2(2n + l) a 


k : 


t-i) n 


2[(2n —l) 2 + 2] 


( 6 ) 


Primii doi termeni din (5) dau pentru — valoarea 0,767, iar cu 

4 

corecpa K' 2 — valoarea 0,787, a cárei eroare este de circa 0,002- 
§i mai comode pentru calcul sint seriile: 


7C — 3 


4 




( 7 ) 


j i 

- = 4 f- - — -— + - -I (8) 

4 > 1 * + 4.1 3 5 + 4.3 5 * + 4-5 } 

Valoarea lui n in Culegerea §tiin[ificu se exprima prin frac- 
tia 104 348/33 215. Frac^ia zecimalá corespunzátoarc este 
3,141 592 653 9, unde ne-am oprit la cifra a 11-a ; ea are zece cifre 
exacte. Acesta este un minunat succes al matcmaticii ealcu- 
latorii, deji inca la inceputul secolului al XV-lea Djemsid 
al-Kaji, urmind o alta cate, capátá o aproximare mai exacta 
(vezi p. 336). 

Tot atit de remarcabile ca si rezultatele prczcntate in Culegerea 
.jtiinfificá sint $i metodele cu ajutorul cárora s-au gásit aceste re- 
zultate. Nilakanta formuleazá doar regulile, dar noi sintem infor- 
mati (e adevárat, incomplet) §i despre procedeul pentru deducerea 
lor. O asemenea concluzie o contine lucrarea anónima Lámuriri in 
matemática (Iukti Bha$a), scrisá in prozá in prima jumátate a 
secolului al XVII-lea in limba malaialam vorbitá si in ziua de 
astázi. Nu exista temeiuri sá presupunem cá atit Nilakanta, cit 


12 *■ 


177 




$i precursora sau contemporanii lui necunoscu^i care se ocupau 
de serii sá fi aplicat alte metode declt cele descrise In cartea 
Lámuriri in matemática. Vom reproduce aceste metode In notatii 
ji termeni moderni fárá a schimba esenta lucrurilor. 

Ne vom opri mai in amánunt asupra 
deducerii seriei generale a arctangentei ( 1 ). 
Dupa cum vom vedea imediat, rolul prin¬ 
cipal 11 joacá aici: 1 ) folosirea triunghiu- 
lui infinitesimal pentru deducerea unei 
expresii echivalente cu diferencíala arc- 
tangentei, 2 ) descompunerea acestei ex¬ 
presii, avlnd forma de frac^ie, intr-o 
serie infinita de puteri ji 3) integraren 
termen cu termen bazatá pe o egalitate 
la limita, echivalentá cu integrarea fune- 
Ciei x n pentru n natural. 

1. Fie BC un are mic dintr-un cerc de raza 1, iar BD ji B 1 D 1 
perpendiculare pe OC (fig. 40). Din asemánarea triunghiurilor: 



BD 1 B 1 D 1 

B, D t Oi?! * B,C, 


— , BD = —. 

OC, OB 1 • OC, 


Inlocuind pe BD prin arcul BC, precum 51 pe OC, prin OB x , 
avem: 


BC = 


BrC, 

t + AB\ ’ 


sau notind ^ AOB = <p 


A(p = 

1 + tg a 9 


(9) 


2. Segmentul de tangentá t = tg cp se imparte in n párti 
egale si fiecáreia i 9 e aplica egalitatea (9). Sumarea consecutiva si 
trecerea la limita, exprimate desigur cu totul allfel decit in 
spiritul vremurilor noastre, dau pentru arcul <p o egalitate 
intermediará: 


ti —1 

= are tg t = lim 

/í = 0 



( 10 ) 
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Impárprea de sub semnul sumeí se face prin folosirea identi- 
tápi: 

b _ ^ c — b b 


b c 


care pentru ¿»<c dá seria: 


A = jj _ c ~ b -< (e — 6 * 2 


b 1 

fct\ 2 

Dacá In (11) seia b = 1, c — í I— , atunci 


( 11 ) 


tp = are tg t = lim 

n-y ao 


(t) 


+... + (— ir - 1 

1 ^, 2771-2 


(T +•■•]• < 12 > 


3. Pentru calculul párpi din dreapta a expresiei (12) se calcu- 
leazá mai intii: 


IV— 1 

lim E 

* k =o 


n-y a 


kP 

tÍP+i 


1 

P + 1 


(13) 


Súmele puterilor numerelor naturale erau cunoscute pentru 
p = 1,2,3. Propozipa generala (13) s-a obpnut probabil prin 
induepe. ín sfirsit, In virtutea relapei (13), partea din dreapta 
din (12) trece In seria arctangentei (1). 

Mai pupn informap sintem asupra procedeelor de transformare 
a seriei infinite 



( - 1)' 1 - 1 
2n — 1 


i . 


(3') 


intr-o serie mai repede convergentá si despre felul cum s-au obp- 
nut corecpile pentru súmele ei párpale. 

Conform Lámuririlor in matemática, seria (5) se gáseste intro- 
ducind in parantezá doi cite doi termeni ai seriei (3'), incepind 
cu primul sau al doilea, si fácind apoi scáderea termen cu termen 
a celor douá scrii obpnute. íntr-adevár, in primul caz avem: 

7T ti, 

- — ---- • . • 7 

8 2 2 — 1 6 S — 1 
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iar in al doilea: 



De aici, prin scádere, se ob^ine ujor (5). 

Exista o reconstruye suficient de simplá $i verosimilá [81] 
pentru deducerea corecpilor (4) $i totodatá a seriilor (7) §i (8). 
Aceastá deduc^ie s-a efectuat prin mijloace pe deplin accesibile 
pentru matematicienii indieni din secolul al XV-lea. Dacá vom 

lúa pentru — valoarea corespunzátoare luí = 3 —, cunos- 
r 4 480 r 120 

cuta lui Aryabhata $i Bhaskara, atunci calculul diferen^elor din- 

tre — $i súmele partíale inicíale (3'), chiar din prima aproximare 
4 

va da corecpile K (1 >. lar dacá vom descompune diferentele In 
frac^ii continué, atunci In a doua aproximare se ob^in corectii 
RW ceva mai mici. lntr-adevár, 




103 

480 


4 + 


1 + 


35 

68 


jt _ s _ _19 ___1_ 

4 _ 2 ~~ 160 _ „ , 1 


8 -i- 


2 + 


£ _ _7T_13 _ í_ 


160 12 + 1 


3 + — 
4 


- — S 4 = — =-- 

4 1120 


16 + —-- 

4 + — 
16 



K[ 2] 


1 

- * 

5 








Accasta ar fi fost pe deplin suficient pentru concluzia preliminará 

cá i —-se expriiná cu o buná aproximare prin frac^ii de 

I 4 i 
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forma — sau -. O verificare numérica ne poate convinge de 

4 n 4n a + l r 6 

justetea concluziei. Dupa cum se vede, afará de folosirea frac^iilor 
continué sau a unui aparat echivalent cu ele, reconstruya presu- 
pune doar o analiza minu^ioasá a rela^iilor numerice In cáutarea 
legilor care se ascund ín ele. Aceastá calitate le era de mult pro- 
-prie invátatilor indieni. 

Nuinárátorul si numitorul corecpei intermediare s-au 

putut ob^ine ca sume ale numárátorilor si numitorilor A*, 1 * 
si A® dacá pentru acejtia (adicá numárátorul si numitorul) 

s-ar Inmul^i in prealabil cu n. Tóate acestea slnt simple, desi nu 
se impun de la sinc. In sfirsit, o cale posibilá pentru deducerea 
seriilor (7) si (8) ar fi fost urmátoarea. Dacá se noteazá 


Ni" = S n + Kn\ K'n 


(1) *.,(!) _ 1 — 1)" 


4fi 


unde N 1 '" = 1 — — , atunci lim S n = lim ■ Deoarece, 

4 4 n~y<x> n “►cc 

'•a) __ km kO) i (“l) u 


NSU - W = S n+1 — S n + K i " +l - = K" ] +l - K\" + 


2n + 1 


atunci, 


i — N" ] = - ( —^ 

** ' 11 Ci / O I A \ / 


(— 1V' ,+1 


2n[2n + i) [2n + 2) [2n + l) 3 —(2n + 1) 

Exprimind succesiv N z , N 3 ,..., N n , ..., vom ob^ine seria (7). 
In inod cu totul analog se poate introduce: 


= S n + A< 2 >, A<?> = 


(- 1 )»" 
4n a + 1 


si atunci, 

jy(2) _ yy(2) _ _ (_ l )” 41 -4 _ 

" + 1 " (2b + 1) (4 W 2 + 1) [4(n +1) 2 + 1] 


(— !)"+* • 4 
(2 n + l) 6 + 4(2n + 1) 


si de aici rezultá seria (8). Transformárile pe care le-am scris alge- 
bric sub formá generalá s-ar putea face si aritmetic pentru ctyiva 
dintre primii termeni. 
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Descoperirile expuse Incununeazá pe drept cuvlnt dezvoltarea 
matematicii In India medievalá. ín aceastá privintá, invá^atii 
indieni anticipeazá un sir intreg de rezultate descoperite in Europa 
de-abia In secolul al XVII-lea si chiar al XVIII-lea. Seria arctan- 
gentei (1) a fost regásitá de J. Gregory In anuí 1671, iar G.W. Leib- 
niz, al cárui nume 11 poartá pina astázi seria (3'), a descoperit-o in 
anuí 1773. Prezentarea arctangentei, sub forma (10), e folositá de 
L. Euler in anuí 1739 pentru descompunerea lui 7t intr-o anumitá 
serie semiconvergentá, care dá 12 cifre zecimale exacte [21, III, 
p. 672 si urmátoarele]. ín manualele noastre de analiza matemá¬ 
tica, seria arctangentei se deduce deseori dupa un procedeu similar 
celui indian: in egalitatea: 

t 

f dx 

are tg t = \ ■ — —- > 

6 ) l+i 1 

o 

funcpa de sub intégrala se descompune intr-o serie de puteri, care 
apoi se integreazá termen cu termen. 

Dezvoltárile in serii infinite obpnute prin diviziune nelimi- 
tatá, de felul celei din (11), sint introduse in mod sistematic 
intre 1660—1670, de catre N. Mercator si I* Newton. Eimítele (13) 
sau teoreme echivalente lor au fost obpnute pentru un numár 
natural arbitrar p, in decada 163#—1640 de catre P. Fermat, 
B. Cavalieri, G. Roberval si alpi, mai intii prin inducpe incom¬ 
pleta. De problema imbunátáprii convergen^ei seriilor infinite 
s-au ocupat intens savanpi din secolul al XVIII-lea, cum au fost, 
de pildá, C. Goldbach si alpi, si indeosebi L. Euler. 

Astfel, plecind de la calculul aproximativ al lui 7t, care pina 
atunci se efectúa doar prin mijloacele matematicii elementare, 
indienii elaboreazá un intreg complex de procedee, conpnind 
vlástarele calculului diferencial si integral si ale teoriei seriilor. 
Dar aceste vlástare n-au iuflorit in India propriu-zisá. Create 
pentru a fi aplícate la o smgurá problema particulará, ele n-au 
gásit aici alte aplicapi mai vaste, care sá stimuleze continuarea 
studiilor, asa cum s-a intnnplat ceva mai tirziu in Europa, unde 
calculul infiniplor mici s-a dezvoltat in interdependen^á perma- 
nentá cu mecánica generala si mecánica cereascá, cu primele in- 
ceputuri ale fizicii teoretice etc. 

Ideile din Culegerea$tiin[ificá a lui Nilakanta au ramas pe vremea 
lor necunoscute in afara granpelor Indiei. Dar alte descoperiri 
fundaméntale ale invá^atilor indieni, ca de pildá sistemul zecimal 
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pozitional, bazele trigonometriei, o serie de procedee de algebra 
si teoría numerelor, incep sá se ráspindeascá Inca de la sfirsitul 
secolului al VlII-lea in ^árile arabe si au avut o influenza puter- 
nicá asupra dezvoltárii ulterioare a stiin^ei din Orient $i din 
Occidcnt 1 . 


1 Dupá ce cartea de fa^á a fost data la tipar.am luat cunostin|á de lucrarea 
J81 a], din care se vede cá atit in Culegerea sliintificá cit in Teknica calcu- 
leloT (Karanapaddhati) , scrisá in secolul al XV-lea sau al XVI-lea, se formu- 
leazá in cuvinte regulile de dezvoltare in serii de puteri ale sinusului cosi- 
nusului [s fiind arcul corespunzátor unghiului 9 ) 

s 3 . s 3 , s* , 

r sin 9 = .»-— — .... rcos 9 = r-h-+ ..., precum si 

3!r2 5!r* 2!r ür 3 

formúlele aproximative pentru sinus si arcsinus: 

s 3 . . (r gin c ) 3 

r sin 9 « s -, rpa r s in 9 -(-2—— 

6 r 2 6 rü 

Deducerea seriei pentru sinus se gaseóte si in Lamuriri in matemática. 
Neavind posibilitatea sá reproducem aceastü dedúcele, vom observa doar 
cá in ea se folose^te in particular un triunghi caracteiistic, in acela^i spirit 
ca si la B. Pascal (1658). Mai tirziu, seriile pentru sinus, cosinus si 
arctangentá sint deduse de I. Newton in jurul anului 1666 (publícate 
in 1711) — N.A. 



MATEMATICA lN TÁRILE ISLAMULIJI 


Generalitáti. 1 11 secolul al VII-lea lumea este surprinsá de ridi* 
carea neobisnuit de rapidá a imperiului arab. La sfirsitul secolului 
al Vi-lea ji inceputul secolului al Vil-lea, Arabia trece printr-o 
grea eriza económica si política. Muhammed sau Mahomed, fon- 
datorul unei noi religii, fuge de dusmanii lui politici si religiosi 
de la Mekka la Iathrib, viitoarea Medina, in anuí 622. Aceastá 
forma de monoteism, denumitá islam 1 , avind la baza credinje 
fórmate in páturile de jos ale societájii, apare pentru a contra- 
balansa politeismul straturilor conducátoare ale Arabiei. Maho¬ 
med intemeiazá la Medina o uniune a triburilor arabe care adopta 
islamul. Mahomed este recunoscut ca proroc al lui Alah. Anuí 
fugii (hegirei) din Mekka (622) devine anuí de la care porneste 
numárátoarea anilor in calendarul musulmanilor, adepjii isla- 
mului. ín anuí 630, Mahomed se inapoiazá invingátor la Mekka, 
unde moaré dupa doi ani. Urmasii „prorocului“— califii 2 incep o 
serie de expeditii de cucerire in Járile bógate din Rásárit si Apus 
sub lozinca rázboiului sfint impotriva necredinciosilor, in numele 
ráspindirii islamului. Intr-o scrisoare catre F. Engels, K. Marx 
observa cá „istoria Rásáritului ia aspectul unei istorii a religii- 
lor“ [6, p. 73]. I 

In mai pujin de 100 de ani arabii pun stápinire pe un teritoriu 
imens. ínspre anuí 637 in miinile lor se si aflá Siria si Iranul, 
iar catre' anuí 642 — Egipl ul. Garnizoanele bizantine din Siria 
si Egipt nu pot opune o iczistenjá puternicá, iar meseriasii si 
Járanii oprimaji cu cruzime ca $i in alte ^ári ii susRn chiar pe 
arabi, in speran^a cá-si vor imbunátáR condiRile de viaja. In 
anuí 711, arabii impremía cu berberii traverseazá strimtoarea 
íngustá dintre Africa si Europa: in anuí 712 ármatele arabe cotro- 
pesc Horezmul si o parte din Pendjab. La mijlocul secolului al 

1 Islam inseamná supunere (lui Alah) — IV.A. 

a Calif inseamná loejiito r fi continuator (al prorocului) — IV. A. 
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VIII-lea, califii stáplnesc Península Ibérica, si in afara unei fifii 
inguste din Asturia, tóate tárile mediteraneene din Africa, Orien- 
tuí Apropiat, regiuni intinse din Asia Mica, Caucaz ji Asia cén¬ 
trala, o parte din valea Indului pe ambele maluri ale riului. Dar 
avlntul lor nestávilit slábejte. Granitele vestice ale Chinei se 
dovedesc a fiputernice. Ínanii717—718, bizantinii resping ultima 
incercare a flotei arabe de a cuceri Constantinopolul de pe mare. 

Pe cimpiile Frantei, Carol Martel infringe ostile arabe lingá 
Poitiers in anuí 732. Ca un fel de compensare, in inijiocul seco- 
lului al IX-lea, arabii se consolideazá pentru aproape douá secóle 
in Sicilia. 

In timpul dinastiei Omeiazilor, incepind cu anuí 635 capitala 
califatului se aflá in Siria, la Damasc. In 762, al doilea calif, 
al-Mansur din noua dinastie a Abbasizilor muta capitala in orasul 
Bagdad, pe care-1 intemeiazá atunci in Irak. 

Evenimentele politice din califat se desfájoará pe fondul descom- 
punerii formatiei sclavagiste si de statornicire a feudalismului. 
Guvernantii de la Bagdad acordá o mare atenpe agriculturii si 
prin urmare irigatiilor. Se dezvoltá órasele, se ridicá minunate 
constructii arhitectonice, se perfectioneazá meseriile, se face un 
vast comert. Odatá cu aceasta, in forme ceva mai diferite de cele 
din Europa occidentalá, feudalilor li se impart páminturile, fapt 
care duce la intárirea tendintelor centrifuge. Bazele regimului 
sint subminate de ráscoalele intermitente ale táranilor si ale 
sclavilor. Tóate acestea au contribuit mai tirziu la descompunerea 
califatului. 

Indeosebi la inceput, arabii manifestá o anumitá tolerantá 
fatá de credinta $i obiceiurile popoarelor subjugate, iar profesarea 
religiei islamului prezenta avantaje hotáritoare. Treptat, snb / 
influenta comuna a stimulárii si a silniciei, majoritatea populatiei 
califatului trece la islam. Acest lucru a fost usurat de caracterul 
eclectic al islamului, care euprinde elemente de politeism, iudaism 
si creftinism. Limba araba — limba oficiala a statului si a biseri- 
cii — devine populará in multe tari si limba comuna a intelectua- 
lilor. 

ín tárile cucerite, arabii gásesc o eulturá mai dezvoltatá decit 
cultura lor proprie dar curind asimileazá complexul vast al con- 
ceptiilor spirituale, acumulat din vechime in aceste tári. Impre- 
uná cu sirienii, persii, evreii etc., arabii incep sá creeze o eulturá 
nouá si originalá. S-a pástrat legenda oá cel de-al doilea calif 
Ornar (634—644) a ordonat sá se distrugá multe cárti luate pradá 
in Irán, spunind: „Dacá ele contin ceva care sá ducá spre adevár, 
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atunci noi avem de la Alah ceea ce duce §i mai bine spre el, iar 
dacá confín lucruri false, ele nu ne slnt necesare“. Se poate 
íntimpla ca aceste cuvinte sá §i exprime tendinjele primilor 
cuceritori, dar un asemenea fanatism dus la extrem este stráin 
unei serii intregi de conducátori musulmani de mai tirziu. Puter- 
nicc cúrente raponaliste §i materialiste din filozofia islamului 
contribuie la insu§irea mo^tenirii de idei a lumii vechi §i la inflo- 
rirea §tiin}elor naturii. In únele cazuri, expedipile arabilor sint 
insopte de represiuni crude impotriv'a populapei p de distrugerea 
patrimoniului cultural al acesteia. A$a s-a íntimplat cu vechiul 
stat Horezm, stat foartc dezvoltat. Al-Biruni, náscut In Horezm, 
poveste^te in felul urmátor in secolul al Xl-lea despre cucerirea 
patriei sale de catre arabi: 

„íj>i nimici Kuteiba pe oamenii care cuno^teau bine scrisul din 
Horezm, §tiau legendele lui p-i invájau [§tiinple] existente la 
locuitorii din Horezm, p i-a supus la tot felul de cazne p au de- 
venit [aceste legende] a$a de ascunse, incit nu se mai poate afla 
cu exactitate ce s-a íntimplat [cu locuitorii Horezmului chiar] 
dupa aparipa islamului“ [82, p- 46]. fn consecinjá, noi nu §tim 
nici pina astázi nimic despre situapa §tiinplor in vechiul Horezm, 
p totup mulp invá^ap mari din ^.árile Islamului fuseserá originari 
din Horezm. 

In acele vremuri, comepul are o mare importará in transmi- 
terea cunopinplor piinpfice. Legáturile comerciale ale califa- 
tului sint imense: arabii fac negó} cu India p China, Imperiul 
Bizantin p Rusia, cu regiunile de pe intregul litoral al Márii 
Mediterane. ¡Negustorii p cálátorii arabi urca departe, in sus, 
pe Volga, ajung piná-n Africa céntrala p de-a lungul malurilor 
ei vestice, pina la Madagascar. Ambasadori ai califilor apar pe 
lingá curtea lui Carol cel Mare p a impáraplor chinezi. 

Primul centru mare piinpfic al califatului este Bagdadul. 
Terenul pentru noua inflorire a stiinjei in regiunile céntrale ale 
}árii fusese in parte pregátit dinainte. In Siria p Irán funcpona- 
será inca dinainte mari §coli: in secolul al V-lea si al Vi-lea veneau 
aici in cáutarea refugiului invájap págini sau crepini, adepp ai 
diferitelor secte izgonip din Bizanf — se traduseserá in limba 
sirianá multe lucrári stiinpfice grecepi. La sfirptul secolului 
al VlII-lea p inceputul secolului al IX-lea la Bagdad se aduna 
mulp invápp p traducátori din diferite locuri. Un sir de califi, 
incepind cu al-Mansur (754—755) p Harun al-Rapd (786—809), 
sprijiná dezvoltarea piinplor naturii p a matematicii. ín timpul 
lui Harun se deschide o mare biblioteca care se completeazá cu 
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manuscrise aduse chiar si din Bizant. ín oras exista zeci de alte 
biblioteci si multi oameni se ocupa cu transcrierea operelor stiin- 
tifice. Al-Mamun (813—833) reuneste pe invátati intr-un fel de 
academie denumitá Beit al-Himka, (Casa infelepciunii). Pe lingá 
aceastá „casá a intelepciunii", a existat un observator astronomie 
bine utilat. Se intreprind lucrári vaste de astronomie si geografie, 
se másoará din nou lungimea meridianului si inclinarea eclip- 
ticii. Mai trebuie adáugat cá acest mare interes al guvernantilor 
pentru astronomie era legat de o serie de superstitii astrologice. 

La Bagdad, un imbold deosebit pentru preocupárile astrono- 
mice il imprima cunoasterea realizárilor indiene. In dictionarul 
sáu biografíe, marele dregátor si mecenat al secolului al XlII-lea, 
Abu-l-Hasan al-Kifti (1172—1248), serie: 

„In anuí 156 al hegirei [adicá anuí 773], din India soseste la 
Bagdad un om foarte informat despre stiintele din patria lui. 
Acest om stápinea procedeul Sindhind referitor la miscárile astri- 
lor si la calcúlele cu ajutorul sinusurilor din sfert in sfert de grad. 
El mai cunostea diferite procedee pentru determinarea eclipselor 
si a rásáritului constelatiilor zodiacului. El a intoemit o scurtá 
expunere a unei opere corespunzátoare, atribuitá unui rege indian, 
dupa nume Figar. In aceastá opera, cardadja s-au calculat din 
minut in minut. Califul a ordonat sá se traducá tratatul indian in 
limba arabá, pentru ca inusulinanii sá eunoascá precis stelele. 
Traducerea i s-a incredintat lui Muhammed, fiul lui Ibrahim 
al-Fazari, primul dintre musulmanii care s-a preocupat de studie- 
rea mai profundá a astronomiei. Mai tirziu, aceastá traducere 
astronomii au numit-o „Marele Sindhind" [83, p. 392]. Cuvintul 
sindhind este siddhanta, iar cardadja este probabil cuvintul indian 
ardhadjiva [vezi p. 169], iar Figar poate sá fie numele denaturat 
al regelui indian Viagr'a sau Viagr'amuka, in timpul cáruia Brah- 
magupta si-a scris opera. Care dintre cártile siddhanta fusese 
tradusá in timpul lui al-Mansur nu se stie. Informatia lui al-Kifti 
este foarte apropiatá de povestirea mai veclie a astronomului 
Muhammed ibn Hamid, aproximativ din anuí 900 [18, I, 
pp. 44—45], Dacá sosirea invátatului indian permite pentru intiia 
oará sá se eunoascá la Bagdad astronomía din cártile siddhanta, 
totusi terenul pentru preocupári astronomice si un interes fatá 
de astronomie existaserá aici incá dinainte. Se cunóse numele a 
trei astronomi care au lucrat in timpul lui al-Mansur. Despre ei 
s-a mai ainintit; ueestia sinl : al-Kifti Abu Ishak Ibrahim al- 
Fazari (decedat in jurul anului 777). primul conslructor al astro- 
labului arab. fiul sáu, .Muhammed (decedat in jurul anului 800), 
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si in sfirsit autorul lucrárilor de sfericá si al unor tabele, Iakub 
íbn Tarik (decedat in jurul anului 796). 

íjicoala de matemática din Bagdad functioueazá activ timp de 
douá secóle. La inceput, un loe foarte important il ocupa studiul 
si publicarea in limba araba a autorilor vcchi. Aproximativ in 
100—150 de ani se traduc in limba araba, din greacá sau din tra- 
ducerile siriene, operele fundaméntale ale lui Euclid, Arhimede, 
Apoloniu, Menelau, Teodosiu, Heron, Ptolemeu, Diofant si 
ale altor autori. Unele opere, ca de pildá Elementele lui Euclid, 
s-au tradus de citeva ori. La traduceri si comentarii participa 
invátati care dau o nouá viatá acestei litcraturi. Operele autorilor 
greci, care timp de citeva secóle zácuserá in uitare, devin din nou 
manuale de studiu curent. Un rol important in formarea matema- 
ticii in tárile Islamului il joacá si cunostintele cápátate din India 
si traditiile din Horezm, Persia si Mesopotamia. Mai tirziu, capátá 
importantá legáturile cu China, desi, dupa cite cunoastem, tra¬ 
duceri directe din limba chinezá in araba n-au existat. 

Astronomía are o importantá fundaméntala pentru progresul 
matematicii din Orientul Apropiat si Mijlociu, afará de proble- 
mele de constructii, másurátori de pámint, comert si finante de 
stat, care uneori luau un carácter foarte original (probleme com¬ 
plícate de impártirea mostenirilor, constructii complícate si 
calcule de arhitecturá). O mare importantá fundaméntala o are 
astronomía. La fel ca in India si China, matematicienii tárilor 
Islamului sint in cea mai mare parte si astronomi. Aici, un rol 
important il capátá din nou problemele referitoare la calendarul 
lunar. Un nivel inalt il atinge constructia aparatelor stiintifice. 
Multi matematicieni se ocupá ei insisi de imbunátátirea instru- 
mentelor astronomice cunoscute si de construirea altora noi. Se 
perfectioneazá ceasul cu apá. Observatiile astronomice obtinute 
in observatoarele utilate dupá ultimul cuvint al tehnicii intrec 
in calitate pe cele din Alexandria, iar acest lucru sporeste cerintele 
fatá de exactitatea calculelor efectúate adesea cu un numár mare 
de semne sexagesimale. La progresul astronomiei si al geografiei 
descriptive contribuie cálátoriile in t.ári indepártate si indelungate 
cálátorii pe mare. Studii speciale de matematicá devin necesare 
in óptica geometricá, pentru studiul oglinzilor de diferite forme. 
Astfel, in centrul intereselor scolii din Bagdad se ridicá chiar de 
la inceput probleme de aritmeticá comercialá, másurarea' figurilor, 
calcule si constructii aproximative, trigonometrie, algebrá nu- 
mericá. 
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In dezvoltarea matematicii in Járile Islamului se pot distinge 
trei etape care trec pe nesimtite de la una la alta. Initial, 
desigur, precumpáneste asimilarea mostenirii cultúrale atit elene, 
cit si a celei oriéntale, párínd intr-un timp cá elementele elene 
ocupa primul loe. In realitate insá, pe acelaji plan cu crearen 
unei imense literaturi de traduceri si comentarii ale acestora, 
inca !n secolul al IX-lea se formeazá o cultura origínala matemá¬ 
tica, ale cárei particularitáti le-am remarcat mai sus. Inca de 
pe atunci cunojtintele ji metodele vechilor greci se aplica pe 
larg pentru rezolvarea problemelor de matemática calculatorie. 
Aceastá tendintá se amplifica in decursul secolelor al X-lea —• 
al Xl-lea, odatá cu dezvoltarea calculelor astronomice si a 
metodelor algebrice ji trigonometrice aproximative si, in sfirsit, 
se manifestá cu toatá tária in secolele al XlI-lea — al XV-lea. 
Dupa tóate apárentele, aici a avut o importantñ deosebitá con- 
solidarea contactelor cu jtiinta Chinei. 

Odatá cu aceasta, dupa cum am subliniat, studiul aprofundat 
si indelungat al lui Euclid, Arhimede ji Ptolemeu a avut o impor¬ 
tantñ exceptionalñ pentru matemática din Orientul Apropiat 
si Mijlociu si a condiponat deosebirea ei specificá de interésele 
scolii stiintifice chineze si indiene, apropíate intre ele ca orien¬ 
tare generala. 

Asimilarea mostenirii clasice permite matematicienilor din 
tñrile Islamului sá ridice considerabil nivelul de elaborare a 
problemelor rezolvabile prin calcul si algoritmi si sá antreneze 
pentru rezolvarea ji generalizarea lor mijloace mai puternice 
decit acelea pe care le avuseserá la dispozitie indienii si chinezii. 
Acolo unde acejtia se limitaserá la crearea unor reguli izolate de 
calcul, invñtatii tárilor Islamului construiesc adesea teorii intregi. 
Astfel, pe baza teoriei antice a sectiunilor conice ei creeazá o 
dezvoltatñ stiintñ geometricá referitoare la ecuatiile de gradul al 
treilea. Chiar si in comentarea elenilor, ei scot pe primul plan 
idei noi, inlocuind de pildá teoria rapoartelor lui Eudoxus si 
Euclid printr-o altá teorie, care contine o notiunc mai largó 
privind numárul real si ráspunde noilor cerinte ale stiintei si ale 
aplicatiilor ei. 

Influenta matematicii elene se reflectá nu numai asupra meto¬ 
delor de cercetare, ci si asupra stilului operelor arabe, in care se 
acordá o atentie máritá rationamentelor demonstrative, prezentá- 
r i i sistematice a rqaterialului si expunerii lui cit mai complete, 
in acele cazuri cind autorii nu prezintá deducerea regulilor. foi- 
mulárile lor se disting prin claritate si amánuntime. In multe 
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cárp íntilnim totodatá o abundeiRá de exemple si probleme, carac¬ 
terística matematicii oriéntale si avlnd adesea un conpnut practic 
concret. 

íjiirul de invá^aR eminenR ai seo 1 i i din Bagdad il deschide pri- 
mul elasie al matematicii tárilor Islamului, Muhammed al-Ho- 
r'ezmi care lucreazá In timpul lui al-Mamun. Lásind deoparte 
numele multora dintre ei, vom cita pentru secolul al IX-lea, pe 
Tabit ibn Korra, In secolele al IX-lea — al X-lea pe Abu-l-Vafa, 
al-Kuhi si al-Karadji. Bagdadul este centrul stiinpfic principal 
al califatului, dar nu este unicul. Cercetári se mai eíectueazá 
la Damasc si In alte orase. Al-Battani lucreazá in jurul anului 
900 la Observatorul de la ar-Rakka de pe Eufrat, al-Hodjandi 
— la Observatorul din orasul Rei, in apropiere de actualul Te¬ 
herán. 

Asemenea altor State leúdale din evul mediu, califatul arab 
nu a fost o formaRe política durabilá. La sfirsitul secolului 
al VHI-lea se separa indepártatele provincii spaniole si africane, 
iar apoi alte párR din Africa de nord. Cátre sfirsitul secolului 
al IX-lea devine independent Egiptul cu o serie de regiuni inveci- 
nate, iar ceva mai devreme se separá regiuni intregi din Irán, 
Tadjikistan si Caucaz. Se creeazá $i dispar State mari. In schim- 
barea statelor si a dinastiilor, un rol deosebit il joacá neinRlege- 
rile feudale si cele dintre triburi. Se ridicá triburile tiurice si 
conducátorii lor. Pe o parte din actualul Irán, Tadjikistan si 
Afganistán se creeazá un stat de fapt independent, desi la inceput 
supus formal dinastiei Abbasizilor, statul Samanizilor (875—999), 
cu capitala la Buhara. Unul dintre conducátorii de osti samanizi, 
bazindu-se pe ármatele tiurice, se ráscoalá si pune bazele statului 
Gaznevizilor, in care intrá Afganistanul si Pendjabul (962—1186); 
numele acestui stat provine de la capitala — orasul afgan Gazna, 
devenit un mare centru cultural si stiintific. Vestitul neam 
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turkmen al seldgiucizilor formeazá un imperiu intins (1038— 
1157) in partea de sud a Asiei céntrale, in Irán, Irak, o parte 
din Asia Micá si Transcaucazia. In anuí 1055 seldgeucizii cuceresc 
Bagdadul si doboará pe Abbasizi. In timpul seldgeucizilor se 
ridicá órasele Rei, Merv, Ispahan. In primul sfert al secolului 
al XlII-lea náválesc mongolii sub conducerea lui Gingis-han, 
distrugind gospodáriile si nimicind populaRa. Dupá ce se conso- 
lideazá in Asia centralá si in Irán, mongolii pornesc mai departe 
si in anuí 1258 cuceresc si Bagdadul. Totusi imperiul mongol, 
sfisiat de contradicRi interne, cind se descompune, cind se reuni- 
ficá sub conducátori mai puternici, de felul lui Timur (1370—1405). 
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Pentru consolidarea puterii, mongolii incurajeazá restabilirea 
economiei regiunilor distruse, indeosebi in Asia céntrala. Se re- 
construiesc intr-o strálucire ji mai mare oraje pe jumátate dis¬ 
truse, se curará ji se construiesc canale noi ji drumuri, reinfloresc 
nieseriile si nego^ul. 

Situaba inváta^ilor este adesea grea. Ca ji intreaga populare, 
ei pot deveni ujor jertfe ale cuceritorilor. Dar afará de aceasta, 
ei mai trebuie sá se pázeascá ji de conflictele cu religia oficiala 
si slnt indeosebi intr-o dependerá materialá directa fatá de 
suverani ji magnaR. Aventurieri dibaci, dujmani inverjunaR 
ai invá^aRlor veritabili se bucurá de increderea conducátorilor 
nejtiutori ji superstiRoji, fiind folosiR adesea ca vraci ji astro- 
logi. Vestitul .poet, astronom ji matematician Ommar Khayyam, 
a cárui tinereR se desfájoará in timpul anilor de luptá pentru 
putere a seldgeucizilor, serie: 

„Am fost martorii nimicirii invá^a^ilor, din care rámase doar o 
mina de oameni, puRn numeroasá, dar mult chinuitá. Asprimea 
soartei in aceste timpuri ii impiedicá sá se consacre perfecRonárii 
si adincirii jtiintei lor. MulR dintre aceia care astázi au aspectul 
unor inváRR, imbracá adeváTul in minciuná, fárá sá ia&áln jtiintá 
dincolo de granitele falsificárii ji ale fá^árniciei, iar cunojtinRle 
pe care le mai au le folosesc doar in scopuri josnice trupejti. §i 
dacá intílnesc vreun om care se deosebejte de ceilalR prin aceea 
cá iubeste ji cautá adevárul, stráduindu-se sá respingá minciuná 
si falsitatea ji reneagá láudárojenia ji injeláciunea, ei il fac 
obiect al dispre^ului ji al deriderii lor“ [132, p. 16]. 

Totuji tóate aceste imprejurári n-au putut opri timp indelun- 
gat progresul jtiinRfic. In orajele mari, indeosebi in capitale, 
apar jeoli ji biblioteci noi ji se construiesc observatoare. Pentru 
a imprima mai multá strálucire stápinirii lor, conducátorii mai 
luminaR intemeiazá un fel de academii la fel ca ji monarhii de 
mai tirziu din Europa, in secolele al XVII-lea — al XVIII-lea. 
Tóate acestea asigurá preluarea cunojtintelor din trecut, deji nu 
in aceeaji inásurá, cum se intimplá mai tirziu dupá inventarea 
tiparului ji dupá publicarea in masá a lucrárilor jtiintifice. 

1 n diferite timpuri, centre mari jtiinRfice se aflá la Buhara, 
Horezm, Gazna, Rei si alte oraje. La Gazna lucreazá indeosebi 
timp indelungat, al-Biruni. Khayyam conduce la sfirjitul seco- 
lului al Xl-lea Observatorul din Ispahan. Dupá distrugerea Bag- 
dadului, hanul mongol Hulagu pune pe marele astronom si 
matematician Nasireddin at-Tusi la conducerea Observatorului 
special construit la Maraga, ceva mai la sud de Tebriz. De o pro- 
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t.ectie deosebitá se bucurá inválapi din partea conducátorului 
Ulug-bek (1394—1449) din Samarkand, care se ocupa el insumí 
de astronomie. La Observatorul lui Ulug-bek din Samarkand 
lucreazá un grup mare de invá^aR, alcátuit din Djemjid Ghia- 
seddin al-Kaji, Kazi-zade ar-Rumi, al-Kujci ji alpi. 

In jurul anului 900 la Cairo lucreazá algebristul Abu-Kamil. 
Tot acolo, timp de 200 de ani, incepind cu sfirjitul secolului 
al X-lea, funcponeazá academia egipteaná Dar-al-Himka, adicá 
Lácaqul in[elepciunii, proslávit in secolele al X-lea — al Xl-lea 
de astronomul ibn Iunis ji matematicianul ji fizicianul ibn al- 
Haisam. 

Studii de matemática se mai efectueazá atit in Península Ibé¬ 
rica, cit si in Africa de nord-vest. Curind dupa ce sint cucerite 
de arabi ji berberí (mai tirziu, arabii ji berberii capátá denumirea 
de mauri), aceste provincii ale califatului obpn independen^ 
(756). In anuí 929 emirul de Córdoba, Abd-ar-Rahman al III-lea 
(912—961), se proclama calif ji consolideazá formal separarea 
de Bagdad. In califatul Cordobei inflorejte o cultura originalá 
mauro-spaniolá, care cuprinde elemente hispano-romane, orien¬ 
ta lo-arabe, berbere ji evreiejti. O importantá hotáritoare pentru 
temática o are aici ráspindirea realizárilor §colii din Bagdad, 
incepind cu lucrárile lui Muhammed al-Horezmi. Totuji, din 
cauza dezbinárii politice, contactul stiintific cu Orientul slábejte 
treptat ji multe■ rezultate nu mai ajung pina in Spania. Astfel, 
despre minunatele lucrári ale lui Khayyam in Península Ibérica 
se jtia numai din auzite. Matematicienii mauritani, ca de pildá 
Gabir ibn Afla, care lucreazá la Sevilla in secolul al Xll-lea, sau 
marocanul ibn al-Banna, care tráiejte in secolele al XIII-lea — 
al XlV-lea, fac in mod independent únele descoperiri, indeosebi 
de trigonometrie. Totuji, matemática nu atinge aici niciodatá o 
inflorire similará cu cea din tárile musulmane rásáritene. Pro- 
cesul de feudalizare duce la inceputul secolului al Xl-lea la des- 
compunerea califatului de Córdoba in nenumárate principate 
márunte. In acest timp se intárejte reconquista — recucerirea 
de cátre spanioli ji portughezi a páminturilor ocúpate de mauri. 
In anuí 1085 spaniolii ocupá orajul Toledo. Sosirea unor noi 
triburi berbere frineazá inirucitva reconquista, dar in anuí 1236 
cade Córdoba, iar ceva mai tirziu in stápinirea maurilor rámine 
doar emiratul de sud al Granadei. In anuí 1492 cade ji acesta, iar 
cu putin mai devreme se mutá la Tunis ultimul mare matemati- 
cian mauritan, al-Kalasadi. Secolul al XV-lea este de asemenea ji 
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ultimul secol al progresului matematicii in tárile rásáritene ale 
Islamului. 

Activitatea invátatilor din tárile mauritane sau din teritoriile 
recucerite de spanioli are o mare importantá pentru ráspindirea 
cunostintelor in Europa. Tocmai de aci incepe sá pátrundá $i in 
alte tari europene mostenirea stiintificá a Orientului si a Greciei 
(in traduceri arabe). In secolele al XH-lea — al XlII-lea in 
Spania si in special la Toledo lucreazá multi traducátori si com- 
pilatori, cárora stiinta le datoreazá texte latinejti sau prelucrári 
ale multora dintre cele mai importante opere arabe si grecesti 
traduse in limba araba. Activitatea acestor oameni este tot atit 
de importantá pentru noul avint al matematicii in Europa ca 
si munca traducátorilor din Bagdad pentru stiinta tárilor Isla- 
mului. 

Vorbim aici cind despre matemática arabá, cind despre mate¬ 
mática tárilor Islamului. Ambii termeni prezintá neajunsuri. 
Descoperirile matematice din tárile musulmane sint rezultatul 
colaborárii creatoare dintre invátatii multor popoare, ca de pildá 
perjii, horezmienii, arabii, tadjicii, grecii, sirienii, maurii, 
evreii etc. Faptul cá literatura de bazá s-a scris in limba arabá 
caracterizeazá, desigur, tot atit de putin continutul ei matematic, 
ca si faptul cá in majoritatea cazurilor autorii ei fuseserá musul- 
mani. O denumire scurtá si perfect convenabilá pentru acel 
complex al cercetárilor de matematicá despre care vorbim nu 
existá in prezent si pe viitor ne vom folosi de ambii termeni 
intrebuintati in general, ei fiind mai scurti decit „matematica 
in tárile Orientului Apropiat si Mijlociu". 

íjii-acum, citeva cuvinte despre literatura de specialitate. In 
bibliotecile si muzeele multor tári se pástreazá un numár imens 
de manuscrise de matematicá gi astronomie in limba arabá $i 
persaná, precum si traducerea lor in latiná. Multe dintre ele sint 
publícate sau cel putin descrise in amánunt. Dispunem de tradu¬ 
cerea in limbile europene a tratatelor fundaméntale ale lui al- 
Horezmi, Abu-l-Vafa, Abu Kamil, al-Karadji, al-Biruni, at-Tusi 
si ale altor invátati. Dar publicarea literaturii arabe de matema¬ 
ticá este si piná in prezent departe de a fi incheiatá, ráminind 
necunoscute sau putin cunoscute lucrári foarte importante. Acest 
lucru 1-au arátat in mod convingátor cercetárile din ultimul timp, 
in care s-au studiat pentru intiia oará asemenea capodopere, cum 
sint: comentariile lui Khayyam, la Elementele lui Euclid sau 
opera lui al-Kasi despre másurarea cercului. Tabloul de dezvol- 
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tare a matematicii arabe pe care-1 propunem mai jos va aparea 
desigur incomplet intr-un viitor apropiat, si trebuie sá presupunem 
cá aceasta se refera numai la amánunte. Completárile ulterioare 
nu vor putea insá decit sá dea o apreciere si mai ínaltá realizárilor 
obtinute de matematicienii Orientului Mijlociu si Apropiat si 
din Asia céntrala [84—94]. 

Ráspindirea numeratiei zecimale pozi^ionale. Mai intíi sá 

facem cunostintá cu lucrárile lui Abu Abdullah Muhammed ibn- 
Musa al-Horezmi al Madjusi (aproximativ intre anii 780 si 850). 
Despre viata lui cunoastem destul de putine lucruri. Nisba 1 
al-Horezmi aratá cá el se náscuse in Horezm, iar cuvintul Madjusi 
aratá cá printre strámosii lui unii au fost magi — preoti ai lui 
Zoroastru. In Horezm domnea zoroastrismul. Al-Horezmi se aflá 
in centrul unei pleiade de matematicieni si astronomi care lucreazá 
in timpul lui al-Mamum in Casa infelepciunii. S-au pástrat 
parcial, sub formá de prelucrári, cinci opere ale lui aLHorezmi: 
de aritmeticá, algebrá, astronomie, geografie si calendar. Probabil 
cá tot lui i i apartin si trátatele dispárute despre eeasul solar si 
despre astrolab [95]. 

Lucrárile lui al-Horezmi, indeosebi trátatele de aritmeticá si 
de algebrá, au avut o influentá imensá asupra dezvoltárii ullc- 
rioare a matematicii. Ele devin punctul de plecare a numeroasc 
cercetári; ele au fost coméntate; párti din acestea au intrat in alte 
cárti; dupá ele invatá zeci de generatii. Autorul a cules in lucrá¬ 
rile sale elementele de bazá necesare atit invátatilor cit si oame- 
nilor de afaceri, tinind seama indeosebi de nevoile practice de 
fiecare zi (compará cu p. 14). 

In lucrarea de aritmeticá a lui al-Horezmi se dá prima expunere 
in limba arabá a numeratiei pozitionale si a operat.iilor bazate 
pe aceasta. 

Tratatul de aritmeticá al lui al-Horezmi a ajuns piná la noi 
doar intr-o traducere latiná [96]. Traducerea s-a fácut cátre mij- 
locul secolului al Xll-lca, dar unicul manuscris cunoscut piná 
in prezent dateazá de la mijlocul secolului al XlV-lea. Totodatá, 
el nu constituie o traducere fidelá a textului original—arab 
sau latin —, ci o expunere a acestuia, ceea ce rezultá incontestabil 
din incluziunile, lipsurile si inexactitátile pe care le contine. 
Manuscrisul se pástreazá la biblioteca din Cambridge. El incepe 

1 Nisba — acea parte din nume care indica locul de nastere — A’.X. 
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(fig. 41) cu cuvintele Dixit Algoritmi 1 , adicá „Algoritmi a spus_“ 

si se opreste la mijlocul unui exemplu de inmultire a fracpilor. 
Din fericire tratatul de aritmética al lui al-Horezmi se poate studia 
mai usor pentru cá mai exista alte douá opere latine apropíate 
tle el. Acestea sint in primul rind Cartea Algorismului despre 
practica aritmeticii (Líber Algorismi de practica arismetrice), o 
compilare intocmitá dupa tóate probabilitáple de Joannes din 
Sevilla sau Toledo, evreu spaniol crestinat, care a lucrat la Toledo 
aproximativ intre anii 1135 si 1153 [96]. Primele capitole din 
Cartea Algorismului, in ce priveste conpnutul, sint foarte asemá- 
nátoare cu manuscrisul de la Cambridge. O alta opera este Cartea 
introducerii Algorismului in arta astronómica, intocmitá de magistrul 
A. (Líber ysagogarum Alchorismi in artem astronomicam a magistro 
A. Compositum vezi p. 377), cunoscutá in douá copii, una datatá 
cu anuí 1143, iar alta ceva mai tirziu. Se presupune cá „magis- 
trul A“ ar fi fost englezul Adelard din Bath care apar^inuse si el 
scolii toledane. Este posibil ca acelasi Adelard din Bath sá fi 
tradus si tratatul de aritmeticá al lui al-Horezmi [97—98], 

Desi manuscrisul din Cambridge n-are titlu, totuji dacá com- 
parám citeva expresii din el cu copia lucrárilor lui al-Horezmi, 
fácutá de un autor arab din secolul al IX-lea, ne permite sá pre- 
supunem cá titlul Tratatului fusesc Carte despre adunare si scádere 
dupa sistemul indienilor (Kitab al-djam va-t-tafrik bi-hisab al-Hind). 
Dupá cum se vede, titlul cuprinde doar numele celor douá operapi 
fundaméntale ale aritmeticii, la care se reduc celelalte. La in- 
ceput, al-Horezmi spune cá are de.gind sá expuná procedeul de 
calcul al indienilor cu ajutorul a nouá cifre-„litere“, prin care 
se exprimá usor si pe scurt orice numár. si se efectueazá operapile 
aritmetice. In manuscris cífrele nu sint scrise si in dreptul lor 
s-a lásat loe gol; in general, in manuscris se intilnesc doar rareori 
cifre indiene pentru 1, 2, 3, 5 si cercule^ul pentru zero; cel care 
a fácut copia probabil cá n-a avut timp sá transcrie aproape nicáieri 
exemplele de numere in cifre indiene care sint date asa cum se 
seria in general, in Europa, prin cifre romane sau prin cuvintc; 
de aceea in locul numerelor au rámas locuri goale. 

Explicind in amánunt procedeul de scriere a numerelor in 
sistemul zecimal poziponal cu ajutorul semnelor indiene si indeo- 

1 De aici, a fost derivat termenul de algoritm in sensul de metodá de 
calcul. Gheorghe Asachi, in Algebra sa (tipáritá la Iasi in 1837), spune cá 
termenul vine de la „numele unui rege numit Algor". Faptul dovede§te 
existen^a unei tradi^ii ale cárei origini nu mai erau cunoscute pe vremea 
cind Asachi a studiat matemática la Viena — I.P. 
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Fig. 41. Prima pagina clin tcxtul latín al tratatului de 
aritmética al lui al-Horezmi (manuscrisul de la Cambridge 
din secolul al XlV-lea). 



sebi intrebuin^area „cercului mic asemánátor cu litera o“, al-Ho- 
rczmi aratá cum se pronuntá numerele mari, folosind doar 
denumirea unitátilor, a zecilor, sutelor si a miilor. Numárul 
1 180 703 051 492 863, netrecut in manuscris, se citeste astfel: o mié 
de mii mii mii mii de cinci ori si o sutá de mii mii mii mii de 
patru ori si opt zeci de mii mii mii mii de patru ori si apoi sapte 
sute de mii mii mii de trei ori si trei mii mii mii de trei ori 
si cincizeci si una. de mii mii de douá ori si patru sute de mii 
si nouázeci si douá de mii si opt sute sase zeci si trei. Asemenea 
denumiri stingace de numere se pástreazá timp indelungat in 
literatura araba si europeaná. 

Mai departe urmeazá descrierea amánuntitá a operatiilor arit- 
metice dupa modele indiene, iar al-Horezmi sfátuieste ca opera- 
t i i le sá se inceapá de la rangurile superioare, fiindeá asa este 
mai usor si mai útil. Se recomandá cu insistentá sá nu se uite 
sa se serie zerourile, pentru a nu gresi la rezultat. Pentru inmul- 
tire, trebuie invátatá tabla inmultirii piná la 9 ori 9; se amintesc 
in mod deosebit proprietátile multiplicative ale lui zero. Se anali- 
zeazá detaliat cazul scáderii cind trebuie fácut un imprumut 
de la rangurile superioare. In general, abstractie fácind de con- 
ciziunea textului, tóate regulile se explicá destul de ciar pe 
exemple. Aceastá imprejurare a scápat atentiei multor istorici 
ai matematicilor, care ii reproseazá lui al-Horezmi cá dá lámuriri 
incomplete si ocoleste dificultátile. Dupá textul tratatului, cal¬ 
cúlele se efectueazá pe o tablá acoperitá cu praf sau nisip, folosind 
un betisor ascutit, dupá cum se fácea in India 1 . Totodatá in 
manuscris se spune cá se poate efectúa calculul si pe orice alt 
obiect; calculul pe hirtie sau pe pergament nu se prea face din 
cauza raritátii si a pretului ridicat al acestor produse. Odatá 
cu folosirea hirtiei, stergerea cifrelor intrebuintate se inlocuieste 
prin scrierea tuturor calculelor intermediare, inclusiv mutarea 
inmultitorului etc. O asemenea practicá intilnim de pildá in 
manuscrisele europene din secolul al Xll-lea ai cáror autori 
urmeazá modelul arab. Se mai aplicá si bararea cifrelor inter¬ 
mediare intrebuintate; in acest caz, scrierea devine foarte greoaie 
§i greu de citit. Vom prezenta un exemplu relativ usor de inmul- 
pre: 324- 753 din cartea Lucruri suficiente despee calculul indian 
( Al-mukni fi-l hisab al-Hind [100]) al lui Abu-l-Hasan Ali ibn- 

1 Pentru operable cu numere mici, in cercurile de afaceri se folosea 
calculul pe degete. Nu se ^tie dacá s-au folosit abacul cu pietricele sau jetoane 
(compara [99] [98]). — N.A. 
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Ahmed al-Nasavi, náscut la Nasa, oras din apropierea actualului. 
Ajhabad (decedat in jurul anului 1030): 

43 

309 

2037 

2/3002 produsul 243972 
324 
753 
753 
753 

In manuscrisul de la Cambridge lipsesc definitiile adunárii si 
ale scáderii numerelor intregi, dar el exista la Joannes din Sevil¬ 
la 1 . Despre inmultire se spune cá in ea unul dintre numere sp 
inmultejte (duplicetur) dupa numárul unitátilor din celálalt 
(In algebra, al-Horezmi defineste inmultirea ca o adunare repe- 
tatá); despre impartiré se spune cá este similará cu inmultirea, 
dar este inversa ei, asa incit in timpul impártirii se scade, iar la 
inmultire se aduna. La Joannes din Sevilla se spune cá a impárti 
(dividere) inseamná a desface un numár mare in párti (partiré) 
dupá cantitatea unui numár mai mic, adicá se scade de atitca 
ori numárul mai mic din cel mai mare, cit este posibil 2 . Inmul¬ 
tirea se verificá cu ajutorul probei cu nouá. 

Al-Horezmi prezintá separat operatia impártirii si a inmultirii 
cu doi. Düblarea si injumátátirea, dupá cum stim, jucase un rol 
important in matemática egipteaná, unde cu ajutorul acestei 
operapi se fáceau inmultirea si impárjirea cu alte numere. Este 
neclar de unde a preluat al-Horezmi aceste douá operajii rudi- 
mentare; poate cá el le-a inclus in virtutea unei vechi traditii 3 . 
Istoricii matematicii ii reproseazá deseori lui al-Horezmi cá a 

1 „A aduna (aggregare) inseamná a culege (colligere) intr-unul singur 
douá sau mai multe numere 1 '; „A scádea (diminuiré) inseamná a scoatc un 
numár oarecare dintr-altul mai mare“ [96 a, p. 30 si 32]. Definitii analogc 
care t¡n de logistica anticá elenñ [96 a, pp. 378 si 382] se inlilnesc in manua- 
lele de aritmética nrabe si europene in tot timpul evului mediu — A r ..4. 

2 Aceeasi definitie a impártirii numerelor intregi apare si in manualul 
de aritmeticá practica al lui Abu-l-Vafa (compará p. 207), iar apoi la al-Nasavi 
si la mul^i autori de mai tirziu. — N.A. 

3 Dupá únele informa^ii, negustorii orientali foloseau din vcchime düblarea 
5 ¡ injumátátirea penlru calcul verbal la inmultiri si impártiri mai complícate 
[101, p. 104] — A r ..4. 
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introdus aceste operatii particulare ji de prisos, care de la el 
au trecut aproape in intreaga literatura medievalá araba ji euro- 
peana. Cel mai probabil e cá al-Horezmi a pástrat si a seos in 
evidentá dublarea ji injumátátirea ca douá operatii deosebite, 
numai cu scopul de a ujura elevilor memorarca procedeului de 
extragerea rádácinii pátrate. In orice caz, el jtie cá dublarea 
este un caz particular al inmultirii, iar injumátátirea — al impár- 
tirii. E adevárat cá nu se vorbeste in manuscrisul de la Cambridge 
despre aceasta, in schimb in Cartea Algorismului a lui Joannes 
din Sevilla se aratá de-a dreptul cá injumátátirea este o formá a 
impártirii, iar dublarea — o formá a inmultirii $i cá ele „sint 
necesare la gásirea rádácinii care se aflá cu ajutorul dublárii ji 
al inj umátátirii. Din aceastá cauzá ele se dau separat aici“ 
[96, p. 38]. Dupá cum se stie, uneori injumátátirea trebuie 
folositá ji la rezolvarea ecuatiilor complete de gradul al doilea, 
iar in algebra sa, al-Horezmi caracterizeazá acestc ecuatii spre 
deosebire de cele binóme, ca ecuatii in care „rádácinile se de- 
dubleazá". 

Dupá ce expune operatiile asupra numerelor intregi, al-Ho¬ 
rezmi trece la fractii. IVe vom referí la ele ceva mai tirziu, iar 
acum vom observa cá, chiar la inceputul capitolului consacrat 
fractiilor, al-Horezmi promite sá arate in cele cc.vor urma cum 
se extrag rádácinile. In manuscrisul de la Cambridge nu existá 
descrierea acestei operatii. Din Cartea Algorismului se vede cá 
al-Horezmi proceda la extragerea rádácinilor pátrate la fel ca 
si indienii (compará cu p. 138). Joannes de Sevilla expune de 
aseinenea „gásirea rádácinilor cu ajutorul zerourilor", adicá extra- 
gcrca aproximativá a rádácinii dintr-un nuniár oarecare N dupá 
formula : 

)Í¡V = lj VlvTIo» ; 

partea fraccionará a rezultatului se transformá in fractii sexagesi- 
male. Verificarea rádácinii pátrate scoase dintr-un pátrat intreg 
se face prin proba cu nouá. 

Forma cifrelor folositá de al-Horezmi nu se cunoaste si nu e 

» » 

justificatá aprecierea lor dupá cele citeva semne de cifre pe care 
le contine manuscrisul de la Cambridge. Este posibil ca pentru 
cífrele de la 1 la 9 el sá fi folosit literele alfabetului, asa cum 
se procedeazá uneori mai tirziu si cum a fácut de pildá al-Biruni. 
Este de asemenea cu putintá ca al-Horezmi sá fi folosit de pe 
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atunci asa-numitele cifre arabc rásáritene (fig. 42). ln general, 
istoria cifrelor noastre prezintá multe neclaritáti pina inprezent. 
Pupnele lucruri ce se cunóse cu certitudine se reduc la urmá- 
toarele: 
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Fig. 42. (A doua linie— dupa un manuscris egiptean din secolul al X-fea). 

Citva timp dupa cucerirea Egiptului, Siriei a Mesopotamiei, 
arabii folosesc numeratia alfabética greacá. La inceputul secolului 
al XlX-lea apare o nqmeratie araba proprie, alfabética, cu semne 
distincte pentru unitáti, zeci, sute si mii. Dar inca in prima juma- 
tate a aceluiasi secol incepe sá se ráspindeascá scrierea pozitionalá 
a numerelor cu ajutorul asa-numitelor cifre arabe rásáritene si 
al semnului zero. Pare foarte probabil cá cifrele arabe rásáritene 
ar fi o modificare a cifrelor brahmi. Aproximativ in acelasi timp, 
in Península Ibericá apar cifrele arabe apusene gubar, partial 
asemánátoare cu cele rásáritene ji despre care vom avea de vorbit 
in cap. IV (p. 374). Cifrele arabe rásáritene s-au pástrat intr-o 
serie de tári, si anume: in Egipt, Siria, Turcia, Irán etc. Cifrele 
arabe apusene se folosesc astázi in Maroc. De la sfirsitul secolului 
al IX-lea se pástreazá documente cu cifre noi, cel mai vechi docu- 
ment fiind din anii 873—874. In el gásim data corespunzátoare 
calculului musulmán al anilor, adicá 260 cu zero sub formá de 
punct [33, I, p. 41]. 

Procesul de introducere a numerapei zecimale poziponale in 
Cárile Islamului este de lungá duratá, deoarece si in evul mediu 
el n-a putut elimina definitiv alte forme de numerape. Cercuri 
largi ale populapei continuá sá foloseascá numeratia pur verbalá. 
Despre acest fapt stá márturie de pildá Cartea despre ceea ce trebuie 
sá cunoascá grámáticii, oamenii de afaceri $i alfii in qtiinfa aritme- 
ticii (Kitab ji ma iahtadj ilaihi al-kuttab min’iljn al-bisab) a 
lui Abu-l-Vafa, scrisá intre anii 961 si 970. Primele douá capitole 
ale cár^ii sint consacrate operatiilor cu numere intregi si frac¬ 
cionare, al treilea se ocupá de másurarea figurilor plañe, a corpu- 
rilor si a distanCelor, iar celelalte patru capitole (incá nestudiate 
— vezi [1431) se ocupá de diferite probleme de aritmeticá practicá: 
afaceri comerciale, impozite, sisteme de másuri, schimb de diferite 
sorturi de grine, schimb de bani, impártirea tainurilor si a sol- 
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delor in armatá, calcule in constructii de cládiri si baraje etc. 
In aceastá opera special adresatá practicienilor, sistemul zecimal 
pozitional nu e folosit si tóate numerele se exprima prin cuvinte. 
Cele spuse se refera si la o alta opera cunoscutá de aritmética, 
scrisá in jurul anului 1000 de catre al-Karadji — Carte sujicientá 
dcspre qtiinfa aritmeticii (vezi p. 239), care se inrudeste cu tratatul 
lui Abu-l-Vafa si cu multe manuale de mai tirziu, mergind pina 
in secolul al X\ I-lea. O asemenea expunere a aritmeticii cores- 
punde mai mult obiceiurilor din cercurile largi ale oamenilor 
de afaceri si a concurat cu succes mult timp noua numeratie ai 
cárei propagandisti sint al-Horezmi, al-Nasavi si altii (vezi 
194—195). Chiar in lucrárile de algebra, numerele se transcriau 
prin cuvinte; asa se intimplá si cu textul de algebra al lui al-Ho- 
rezmi ajuns pina in zilele noastre. In multe opere transcrierea 
numerelor prin cuvinte se impleteste cu folosirea cifrelor indo- 
arabe. In practica stiinRficá si, in special, in calcúlele de astro- 
nomie, numerele se prezintá in sistem sexagesimal, folosind fie 
numeratia alfabética, fie numeratia nouá. In Europa, sistemul 
modern de numeratie a apárut mai tirziu decit in ^árile arabe, 
dar el s-a incetátenit mai repede. 

Fractiile. Dupa cum am spus, o parte din tratatul de aritmética 
al lui al-Horezmi are ca obiect fractiile — in latina fractiones, 
ceea ce reprezintá o traducere a cuvintului arab kasr — de la 
kasara —a fringe. De aici vin diferitele denumiri ale fractiei 
in limbile europene 1 : in limba francezá nombre rompu, vechea 
denumire ruseascá lomanoe cislo, (numár frint — N.T.), cuvintul 
englez fraction si cel german Bruch. Textul latin al aritmeticii 
lui al-Horezmi exprima o particularitate caracteristicá a limbii 
arabe in care exista numérale speciale pentru fracDile cu numá. 

rátor unitate numai pina la — inclusiv. Acestea sint — = nisf, 
^10 2 

— = suls, — = rub', — = hums, — = suds, — = sub', — = sumn, 

3 4 5 6 7 8 

— = tus', — = 'usr. Rádácinile acestor cuvinte (fárá a socoti 
9 10 

jumátatea) sint comune cu rádácinile cuvintelor exprimind nu¬ 
merele intregi, ca de pildá 3 = salasa, iar 5 = hamsa. Celelalte 

1 De mentionat faptul cá Gh. Lazár, in cursurile sale (traducen dup3 
Christian Wold $i Metzburg), folosejte termenul de „aumár fringeros" pentru 
numár fraccionar — I.P. 
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fractiuni de unitate in limba araba n-au o denumire proprie, 
cum ar fi la noi, de pildá, o treisprezecime, ci „o parte din trei- 
sprezece párti“ sau „o parte din treisprezece". In mod corespun- 

zátor se deosebesc denumirile fractiilor de forma —; graiul arab 

n 


cunoaste „trei cincimi", dar nu „trei japtesprezecimi“, in locul 
cáreia se spune „trei párti din saptesprezece" sau „trei pár^i din 


saptesprezece párti“. De aceea fracRunile [de unitate pina la 


inclusiv se numeau „articulabile“, iar celelalte —„nearticula- 


bile“. 


Al-Horezmi descrie mai intii fractiile sexagesimale pe care le 
atribuie indienilor, la fel ca si Joannes de Sevilla. Pe primul 
loe se aflá inmultirea. In prealabil el prezintá regulile pentru 
determinarea rangului unui produs cind se inmútese douá ranguri 
sexagesimale. Pentru inmultirea fractiilor sau a numerelor mixte 


se recomandá sá se transforme fiecare inmultitor in unitá^ile 
rangului sáu inferior, dupa care totul se reduce la inmultirea a 
douá numere intregi si transformarea produsului intr-o fraepe 
sexagesimalá. Al-Horezmi observa cá exista un alt procedeu mai 
scurt; probabil cá el are in vedere inmultirea fractiilor sexagesi- 
ínale, similará cu inmultirea noastrá a fractiilor zecimale, cunos- 


cutá de invátatii din Babilon si Grecia de mai tirziu. Pentru 
impártirc, deimpártitul si impártitorul se exprimá in unitátile 
celui mai mic rang al lor; dacá deimpártitul are mai putine unitáti 
de acest fel, el se transformá in rangul inferior imediat urmátor. 
Mai departe se descriu adunarea, scáderea, dublarea si injumá- 
táRrea fractiilor sexagesimale. Joannes din Sevilla prezintá si 
extragerea rádácinii pátrate. Trebuie observat cá in capitolul 
olespre fractii manuscrisul de la Cambridge contine multe erori. 

Pentru fractiile ordinare se consacrá ultima paginá a manu- 
scrisului de la Cambridge care, dupá cum s-a mai spus, se opreste 

..13’ 

la miilocul unui exemplu de inmultire a lui 3 — cu 8 — Acest 
J r ' 2 11 


exemplu il are si Joannes din Sevilla in a cárui operá capitolul 
despre fractii ocupá circa 15 pagini tipárite. Rezolvind exemplul, 
Joannes adaugá: „Aceasta este toemai ceea ce se spune despre 
inmultirea si impártirea fractiilor in Alhorism, desi intr-un alt 
fel“ [196, p. 63]. Explicind operatiile cu fractiile ordinare, 
al-Horezmi si Joannes din Sevilla subliniazá analogía cu frac¬ 
tiile sexagesimale, aseinuind fractiunile initiale cu minútele, 
iar produsul lor— cu secúndele. La inmultire ei urmeazá schema 
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prezentatá mai departe; fractia din stinga 8 — — —, scrisá in 
r ’ 2 4 5 

coloaná dupa modelul indian, dupa ce se aduce la acelaji numitor 

, . 368 . „ 1 1 , . 93. , 

devine — i iar cea din dreapta 3 ^ ~ devine ^ji citui este 

. . 32 294 on 894 

aici -= dU-: 

1080 1 080 


8 3 

r 

2 3 

i r 

4 9 

6 

40 11 080 | 27 

358 33 294 93 


.30. 
.894. 
10 80. 


Acest exemplu dovedejte cá matematicienii Járilor arabe in 
tinipul lui al-Horezmi ji incontestabil mai devreme chiar, prezen- 
tau fracpile ordinare sub forma unor sume de fracpi cu numá- 
rátor unitatea, ráspinditá din vechime pe teritoriile Egiptului 
ji Babilonului cázute sub stápinirea arabilor. 

La Impartiré, ambele numere se aduc la acelaji numitor, aja 
inclt totul se reduce la Impár^irea a doi numárátori intregi; 
Joannes observa in mod special cá aducerea la acelaji numitor 
(efectuatá prin simpla inmulpre a tuturor numitorilor) este impor- 
tantá pentru impartiré, adunare ji scádere. Pentru extragerea 
rádácinii pátrate dintr-o frac^ie cu un numitor nepátratic se 

folosejte regula: 1/ a = ' af} ■ iar in cazul fractiei de forma — ~r~ > 

' J | b b ' 60 2 ' 1-1 

el inmul^ejte cu 60 atit numitorul, cit ji numárátorul. 

Foarte amánunpt se cxpun fractiile in Cartea despre ceea ce trebuie 
sá cunoascá grámáticii, oamenii de afaceri alfii in qtiinfa arit- 
meticii a lui Abu-l-Vafa, amintitá mai sus unde se generalizeazá 
ji se dezvoltá mai departe experienja oamenilor de finante si a 
calculatorilor. Fiind destinatá practicienilor, cartea lui Abu-l-Yafa 
nu confine demonstra^ii, ci nuniai definitii, reguli ji exemple. 
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Manuscrisul nu s-a publicat Inca, dar capitolele care ne intere- 
seazá din acest manuscris sint descrise [102]. 

In primul rlnd, Abu-l-Vafa aratá cá un raport este másura 
unuia din cele douá numere In comparaRe cu celálalt R cá exista 
trei feluri de rapoarte: un numár mai mic faja de unul mai 
mare, unul mai marc faja de altul mai mic si raportul a douá 
numere egale. Pentru amánunte el ne trimite la o altá operá a 
sa, incá nedescoperitá. FracRile apar in rapoarte intre numere 
mai mici fa^á de áltele mai mari. O asemenea tratare a fracRilor 
se intilneste incá la greci. ín Elementele lui Euclid, la care Abu-1- 
Vafa se referá de nenumárate ori, nu existá o definiRe similará 
a raportului sau a fracRei, dar propoziRa 4 din cartea a Vil-a 
spune cá orice numár mai mic (in raport) fatá de unul mai mare 
alcátuieste o parte sau párR din el, adicá- dupá cum am spune 

noi, — sau — dintr-un numár mai mare. Poate cá in opera 
n m 

amintitá, dar neajunsá, piná in zilele noastre, Abu-l-Vafa iR va 
fi construit intr-un fel oarecare cu ajutorul rapoartelor teoría 
despre fracRi si operaRile asupra lor. In cartea pentru grámátici, 
aceastá fundamentare nu existá, dar notiunea si termenul de 
„raport“ se folosesc pretutindeni. 

Raportul unei perechi oarecare de numere se poate exprima 
prin procedee diferite. Al-KaR, care define^te fractia ca „o 
cantitate raportatá la un intreg, luat ca unitate" [126, p. 45], 
serie: 

„Fiecare raport intre numárátorul fracRei R numitorul ei se 
exprimá intr-o infinitate de moduri, dar cel mai bun dintre ele 
pentru a fi folosit este numárul cel mai mic din douá numere 
intregi care se aflá in acelasi raport, iar tóate celelalte expresii 
sint mai puRn bune“ [126, p. 46]. Abu-l-Vafa inva^á cum se 
efectueazá operaRile cu fracRi ordinare si reducerea lor, dar in 
centrul atenRei lui se aflá tot timpul procedeul de „raportare a 
unui numár la altul“, aplicat in cercurile de afaceri, adicá, il 
preocupá toemai exprimarea rapoartelor prin fracRi cu numá- 
rátor unitatea. Acestei probleme ii este in intregime consacra-t 
primul capitol din cartea pentru grámátici. 

Abu-l-Vafa separá trei grupe de fracRi, pe care noi le vom numi 
fundaméntale, R anume: 

1) fracRi principale — fracRi cu numárátor unitatea de 

1 i 

la — piná la — inclusiv: 

2 ^ 10 
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2) fractii compuse de forma —, m < n ^ 10, printre care un 

n 

2 

loe deosebit il ocupa —; 

3 

3) frac^ii leíate — produse ale frac^iilor principale de 


forma — • — ■ • • — (exclusiv cele principale). 
m n p 


Abu-l-Vafa nume^te „exprimabile“ sau „articulabile“ tóate 
frac^iile fundaméntale, precum ji tóate fracpile caic se pot pre- 
zenta sub forma unor sume sau produse ale frac^iilor fundamén¬ 
tale, celelalte sínt numite — „inexprimabile“ sau „nearticulabile“, 
surde, asam — cu acela^i termen folosit pentru denumirea nume- 
relor ¡raciónale, dupa cum vom vedea mai departe. Fractii expri- 
mabile slnt acelea ai cáror numitori au ca factori numerele 
2, 3, 5, 7; cele inexprimabile au la numitor factori primi, mai 
maridecit7. Terminologia este evident legatá de particularitatca 
maj sus arátatá a limbii arabe. 

In calcúlele comerciale, financiare $i áltele similare, locuitorii 
din ^árile Orientului Apropiat ji Mijlociu folesese mult frac^üle 
cu numárátor unitatea, iar celelalte fractii le prezintá sub forma 
de sume ji produse ale acestora. Abu-l-Vafa foimulcazá amánun- 
C¡t numeroasele reguli pentru o asemenea prezentare care este 
exacta pentru fraepile exprimabile si aproximativá pentru cele 
inexprimabile. In esentá, totul consta in descompunerea frac^iilor 
ordinare in fractii sexagesimale, repreze.ntate la rindul lor prin 
fractii fundaméntale. Mai intii trebuie sá se §tie cum se descom- 
pun in fracpi principale $i legate douá tipuri de rapoarte, avind 
numitorul egal cu 60 ji un numárátor intreg, fraccionar sau mixt. 
Pentru regulile respective se dau patru tabele cu expresiile celor 
mai uzuale fractii cu numárátorul sexagesimal sau, dupa cum spune 
insusi Abu-l-Vafa, „diviziuni din $aizeci“ — $i cu numitorul egal 
cu 60. In tabelul I se dau diviziunile din jaizeci pentru fractiile 
principale: 

23456789 10 

30 20 15 12 10 8 — 7— 6 — 6 

7 2 3 

Tabelul II contine diviziunile din saizeci a diferitelor fractii 

2..9 

compuse, íncepind cu — si terminind cu—; totodatá pentru ele 
1 1 3 ’ 10 r 
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gafará de —j se dau „expresii mai frumoase'"' sub forma unor 
sume de fractii principale sau legate, ca de pildá: 

4 2 ' 4 ' 5 3 3 " 10' " " ' ' 10 2 ' 3 3 ’ 10 ’ 

In tabelul III sint incluse diviziunile din saizeci a cítorva din 

i 

cele mai importante sume a unor perechi de fractii de genul 
lili 1 1 

-1-.-1-etc. pina la-1-« In sfirsit, In tabelul IV 

2 72 9 r 910 v 

se dau diviziunile pentru clteva perechi de fractii legate, ca de 

lili ..,11 

pilda: — • —, — • — etc. pina la — . —. 

1 2 6 2 7 1 9 10 

Tóate aceste tabele se folosesc apoi pentru descompunerea 
altor fractii. 

I. Rapoartele de forma -^> numárul intreg n < 60. 

Descompunerile se realizcazá pe baza urmátoarelor reguli: 

a) pentru n = 10 k 5 unde k = 2, 3, 4, 5, la numárátor 
se separa 15, adicá se folose^te transformarea: 

n n —15 , 1 

60 _ 60 T’ 

b) pentru n = 10 k + 2 si n — 10 k + 7, unde k = 1, 2, 3, 
4, 5, la numárátor se separá 12, ; adicá se foloseste transformarea: 

n _ n —12 _1_ 

60 ~ 60 + 5 ’ 

c) pentru n — 6, 7, 8, 9, n ~ 10 k + 1, n = 10 k -f- 3, n = 
= 10 k 4- 6, n = 10 k -|- 8, la numárátor se separá 6, adicá: 

n n — 6 1 

60 ~ 60 + 10’ 

d) pentru n = 10 k + 4, ?i h = 10 k -)- 9, la numárátor se 
separá 4, adicá: 

n _ n — 4 J_ _ 

60 60 ' 15 * 

De exemplu: 

49 _ 45 j4__ 30 15 4 _ J_ 1 _2_ \_ 

60 60 ' 60 60 ' 60 ' 60 2 + 4 + 3 ' 10' 
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.48 . . . 4 

Chiar ji — se exprima nu prin fractia eompusá — , ei sub forma: 


48_42 6_3012 G_j_ l_ l_ 

G0 _ 60 + 60 _ 60 + 60 + 60 _ 2 + 5 + 10 ’ 


ln general, se preferá ca fractiile compuse Jafará de —J sá fie 

exprimate prin fractii principale $i legate, desi ele se folosesc 
mult in calcúlele intermediare. 


II. Rapoarte de forma - — “ unde n < 60 iar a are forma — 

60 q 

sau — • —> pentru 10, dacá este o suma a 

4 k .. 

unor fractii exprimabile. 

Aici Abu-l-Vafa dá un numár mare de reguli pentru diferiti 
«. Fárá sá intrám in amánunte, sá observám doar cá descoin- 

punerea pentru n ^ g » in general vorbind, nu se obtine pur ji 


simplu ca o sumá de descompuneri pentru — si —> ci se efec- 
r r r 60 60 

tueazá cu ajutorul unor descompuneri auxiliare ale numáráto- 
rului In termenii unei sume, care duc la un rezultat cu totul 
diferit. Algoritmul de descompunere nu este univoc; se dá pre- 
ferin^á expresiei sau expresiilor alcátuite dintr-un numár mai 
mic de fractii principale. 

III. Alte rapoarte. 

ín celelalte cazuri descompunerea se face prin inmul^ire cu 
60 si apoi raportare lg 60. In exemplele lui Abu-l-Vafa se folo- 
seste transformarea: 


s 

t 



n + a 


60 


n < 60, a < 1, 


ji tóate se reduc fie direct la cazurile I fi II, fie, dacá se cere, 
procedeul se poate itera,, Inmul^ind si impártind din nou cu 60. 
Pentru t = 2™ 1 3" 12 5 m3 7” 11 acest procedeu duce la descompu¬ 
nerea • exactá. Dacá existá alti factori siinpli ireductibili la 
numárátor, procesul de descompunere care devine infinit se opreste 
de fapt la prima sau a doua fazá a calculului. De exemplu: 


10 + — 

— = — ; 60 = _5 

17 17 60 
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Aici Abu-l-Vafa rotunjcjte numárátorul pina la 11, observind cá: 

10 >- . 17 : 

2 

^_ 11 _ 1 _ 

17 ~ 60 6 ' 6 ' 10' 


Pentru exactitate mai mare, procesul se poalc continua: 

10 + — 

- --- = flO + — ; 60) : 60 = íl0 + ^ + - : 6o] : 60 . 

17 60 { 17 ) { 60 17 J 

Neglijlnd ultimul termen al adunárii din parantezá, deoarece 

5 < — • 17, Abu-l-Vafa obtine: 

2 



: 60 = ( 10 +:| + {): 60 = (6 +' 31 + 11): 60 = 


10+2/ 9+6 8 

Acest procedeu este o descoperire a unor invS^ali ji poate chiar 
a lui Abu-l-Vafa. In asemenea cazuri, spune el, grámáticii adaugá 
la numárátorul $i la numitorul fractiei inexprimabile un numSr 
oarecare, pentru ca in cele din urmá sá obpná o fracpe exprima- 
bilá ; in cazul dat 

_3_ ^ , 3 + 1 _ _4_ 2 

17 ‘17-^1 18 9 " 


Aproximarea este cu atit mai proastá, cu cit numárul care se 
adaugá este mai mare, iar alegerea unor termeni fraccionan 
suficient de mici este dificilá. De aceea Abu-l-Vafa recomandá 
sá se aplice procedeul expus mai sus. Intr-adevár, erorile celor 
trei aproximári sint urmátoarele: prima aproximare a lui Abu-l- 
Vafa este de circa 4%, a doua — de circa 0,05%, iar pentru 
numárul 2/9 — de circa 26%. Ínsu?i Abu-l-Vafa da eroarea 

1 lí 'l 1 11 

absolutá a prnnei aproximári egalá cu — • — 


— si 
17 ’ 


o 


1 


treia aproximare, cu o eroare absoluta egalá cu — 
asadar 0,001%. 


10 

L 1 A. A. A. 

9 * 10 10 10 17’ 
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In cap. II al cártii se descriu operatiile cu numerele íntregi, 
cu fractii ordinare 9 Í fractii exprimabíle prin cele principale. Am 
amintit mai sus despre defínitia Impárprii numerelor Intregi. 
Meritá atente faptul cá lipsesc operatiile de dublare $i de injumá- 
tátire. $i mai remarcabil este cá, pentru aducerea fractiilor la 
acela^i numitor, se recomandá loarte ciar sá se alcátuiascá cel 
mai mic multiplu común al tuturor numitorilor. Operatiile cu 
fractiile dupa procedeele grámáticilor $i ale calculatorilor au In 
esentá un carácter sexagesimal. Acest lucru rezultá ciar din urmá- 
toarele exemple de adunare si inmultire: 

L 1 Q 

_ . 60 + — • 60 + — -60 

_4_ _2_ 3_5_3_ 10 _ 106 2_ 

5 + 3 + 10 — 60 60~ _ + 3 * 10 ’ 



Deocamdatá sintem nevoiti sá lásám deschisá problema originii 
procedeelor descrise. Este incontestabilá ráspindirea lor mare 91 
din vechime pe teritoriile tari lor arabe; sint incontestabile urmele 
clare ale calculului antic babilonian; sint probabile legáturile cu 
folosirea fractiilor cu numárátor unitatea in Egipt, Babilonul 
antic 9 Í in tárile elenistice. Cu tóate acestea, procedeele descrise 
de Abu-l-Vafa sint atit de origínale in ccea ce priveste alegerea 
initialá a fractiilor fundaméntale, cit $i exemplele de transformári, 
incit sintem pe deplin indreptátit¡ sá presupunem cá in aceastá 
privintá au existat trad¡t¡i populare proprii, durabile, care au 
dat matematicienilor imboldul de a continua perfectionarea lor. 
Legat de aceasta, poate sá fi avut importantá $i faptul cá printre 
varíatele sisteme monetare din diferitele regiuni ale Orientului arab 
fusese foarte ráspindit raportul 1 diñar = 6 danghi 1 = 60 a^airi. 

Reprezentarea fractiilor ordinare prin sume $i produse de 
fractii cu numárátor unitatea se intilneste mai tirziu la muki 
ahi autori de manuale de aritmeticá: in Orient — la al-Karadji, 
in Apus — la Abu Zakaria Muhammed al Hassar [103] $i la 
al-Kalasadi etc. 

O varietate a calculului in fractii cu numárátor unitatea este 
si calculul in danghi, tasudji $i a^airi, descris in amánunt, de 

1 O rádáciná comuna cu cuvlntul dan g o are cuvlntul rusesc denga care, 
inicial, a avut valoarea unei unitáti monetare de 1/2 copeici — N.A. 


14 
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pildá, de al-Kasi, foarte ráspindit In cercurile de afaceri $i la 
populábale din Asia céntrala ji Irán. Danghi, tasudji $i a$airi 
sint unitáp de másurá medievale pentru greutá^i si bani $i alcá- 

tuiesc respectiv— ( — si— din unitatea de baza (diñar, dirhcm 
r 6 24 96 

$i áltele); pentru scriere se folosesc cífrele siaka, apárute din 
fórmele de scriere rapidá a numeralelor arabe. Drept frac^ii ele¬ 
mentare mai márunte serveau danghii asairilor, tasudjii asairilor 

si asairii asairilor, adicá fractiile: —- 1 - - -etc. 

6 96 24 96 96 96 

Al-Kasi aratá mai intii cum se transforma fractiile ordinare 
Sn danghi, tasudji, asairi $i invers. In primul caz, calcúlele sint 
analoge cu cele prezentate mai sus, cu singura deosebire cá in 
locul factorului 60 apar pe rind 6, 4 si 6. De pildá: 


^5 

7 


30 : 7 4,8-7 4 1.4:7 . , ,, 

-= — 4- - - 4 d 1 1 

6 6 24 6 24 96 


4 

— as. 
7 ’ 


Pentru inmultirea si impártirea fracpilor prezentate !n acest 
sistem se folosesc tabele conjinind produsele intre multiplii 
diferitelor fracpi elementare. Astfel, pentru a inmulp 5 d; 3¿; 
3 a? cu 4 d • lí • 2 as, se gásesc direct in tabel tóate cele nouá 
produse intermediare, se scriu únele sub áltele, dupa ranguri $i 
adunindu-le se ob^ine rezultatul: 4d-l¿-la? • Id-as-2i-as 2a^-a?, 
ímpár^irea se efectueazá intr-un mod similar. 


Tratatul de algebra al lui al-Horezmi. Algebra lui al-Horezmi 
a ajuns piná la noi intr-o stare mult mai buná decit aritmética lui. 
In biblioteca Universitápi din Oxford existá manuscrisul algebrei 
íncheiat in anuí 1342 [104]. Afará de aceasta, mai existá citeva 
manuscrise latine, dintre care unul este o traducere fácutá de 
englezul Robert Chester, la Segovia, in anuí 1145 si celálalt o 
traducere a italianului Gherardo din Cremona (1114—1187) 
efectuatá la Toledo [105, 106]. Textul arab poartá titlul Scurtá 
carte despre calculul algebrei $i almukabalei (Al-kitab al-muhtasar 
fi hisab al-djabr va-l-mukabala) si este alcátuit din urmátoarele: 

1) un capitol propriu-zis de algebrá dupá care urmcazá un mic 
capítol despre chestiuni comerciale, ji-anume despre regula de 
trei simplá dupá modelul indian; 

2) un mic capitol de geometrie despre másurátori, cu citeva 
aplica^ii ale algebrei ; 

3) ó carte vastá despre testamente. 
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ín traducerile latine lipsesc al doilea si al treilea capitol. 
ín tóate textele exista mici deosebiri. Al-Horezmi nu folose^te 
nici un fel de simboluri, expunerea lui este pur verbalá si foarte 
ampia. 

Am mai amintit cá scopul principal al lui al-Horezmi la intoc- 
mirea tratatului de algebra fusese sá serie un manual pentru rezol- 
varea problemelor practice de fiecare zi. Prin aceasta se explica 
locul important pe care el il consacrá In mod special problemelor 
despre testamente si mosteniri, care ocupa ceva mai mult de 
jumátate din carte. Dreptul musulmán de mostenire fusese (iar 
in únele locuri mai este si azi) supus unei regulamentári severe si 
complícate care stabileste párple din avere ce pot reveni mojteni- 
torilor in funcpe de gradul de rudenie (sope, sop fiicá, párinp 
etc.), limitind drepturile testatorului. De aceea, in fa^a juristilor 
apáreau probleme destul de incurcate, care in manuale se complica 
inca si mai mult, pentru exersare. Inaintea lui al-Horezmi 

— inca in Babilonul antic — si dupa el, se acordá multa atenpe 
problemelor relative la testamente [107]. 

Algebra lui al-Horezmi este stiinja despre rezolvarea ecuapilor 
numerice liniare si de gradul al doilea. In aritmética, spune el, 
oamenii au de-a face cu numere simple. In algebra se studiazá 
trei feluri de numere: numárul sau pur si simplu dirhem (dirhem 

— de la grecescul drahma — unitate monetará), djizr (rádácina) 
sau $ai (obiectul) si mal (averea, suma de bani etc., de asemenea, 
un pátrat). Mal, spune al-Horezmi, este produsul lui djizr prin 
el insusi, iar djizr este o márime care uneori trebuie inmuíptá 
prin ea insási. 

Despre provenien^a termenilor algebrici ai lui al-Horezmi 
exista diferite ipoteze. In capitolul despre testamente p moste¬ 
niri, mal inseamná avere si serveste ca necunoscutá in problemele 
liniare. Probabil cá mai tirziu mal incepe sá insemne pátrat, spre 
rleosebire de rádáciná — djizr. Cuvintul ?a¿ putea sá fi fost luat 
desigur pentru a nota márimea, obiectul cáutat. Djizr este pro¬ 
babil traducerea cuvintului sanscrit muía, rádáciná; este posibilá 
si legátura intre cuvintul dirhem $i sanscritul rupa care inseamná 
tot monedá. In orice caz, sensul matematic al termenilor este 
ciar si putem numi prin djizr sau $ai necunoscutá sau rádácina, 
iar prin mal — pátratul. 

Mai intii al-Horezmi face o clasificare a celor sase tipuri de 
ecuapi liniare si de gradul al doilea analízate de el si procedeele 
lor de rezolvare. Apoi explicá pe exemple cum se aduc alte 
ecuapi la cele sase forme nórmale. Tocmai aici apar cele douá 
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operapi fundaméntale cuprfnse In titlul operei — al-djabr ji 
al-mukabala. 

In forma nórmala top membrii ecuapilor trebuie sá figureze 
ca termeni de adunat ji nu de scázut. Cele jase tipuri (sint jase, 
deoarece cazurile In care se jtie cá nu existá solupi pozitive sint 
dinainte elimínate) sint urmátoarele: 

1 ) pátratele sint¡ egale cu rádácinile ax 2 = bx, 

2 ) pátratele sint egale cu un numár ax 2 = c, 

3) rádácinile sint egale cu un numár ax = c, 

4) pátratele ji rádácinile sint egale cu un numár ax 2 + bx = c, 

5) pátratele ji numerele sint egale cu o rádáciná ax 2 + c ■= 

= bx, 

6 ) rádácinile ji numerele sint egale cu pátratele bx + c = ax 2 . 

Pentru a fi rezolvatá, orice altá ecuape trebuie adusá la una 

din aceste forme. Dacá existá termeni de scázut, acejtia se elimina 
cu ajutorul al-djabr-z i, adicá prin completare, pentru care la ambii 
membri ai ecuapei se adaugá nijte termeni egali cu cei de scázut. 
Mai departe, toti termenii asemenea se reduc la unul singur cu 
ajutorul al-mukaba-\ei, adicá prin comparare. Afará de aceasta, 
coeficientul termenului de grad superior al ecuatiei de gradul al 
doilea trebuie redus la unitate, fiindcá regulile de rezolvare a 
ecuapilor 4) — 6 ) sint formúlate pentru acest caz. 

De exemplu, intr-o problemá a cárei condipe se poate serie 
sub forma: 

x 2 + (10 — x) 2 = 58, 


sau: 


2x 2 + 100 — 20 a: = 58, 

al-Horezmi face succesiv transformárile: 

2z 2 + 100 = 58 + 20 x {al-djabr), 

apoi imparte la 2, reduce termenii asemenea: 

x 2 + 21 = 10a: {al-mukabala), 

ji prin aceasta se obpne o ecuape de tipul 5. 

Denumirea transformárii al-djabr, prima din titlul tratatului, 
se ráspindejte curind asupra intregii jtiin^e a ecuaDilor. Inca 
Ommar Khayyam serie despre „solupile algebrei“ ji despre alge- 
brijti. Arabii din apus, prin intermediul cárora devine cunoscutá 
in Europa opera lui al-Horezmi, pronun^au litera djim ca litera 
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a $i, respectiv, nu al-djabr, ci al-gabr. Ín Europa cuvíntul «alge¬ 
bra" apare in secolul al XlV-lea, ca denumire a acestei $tiinte. 

In studiul primelor trei tipuri de ccuajii meritá atente douá 
situaRi. Ín primul rind, al-Horezmi trateazá ecuatia ax 2 = bx, 
ca o ecuaRe íiniará, nepnind seama de soluta nula care e neintere- 
santá In probleme concrete. Asa se procedeazá pina in secolul al 
XVII-lea. Ín al doilea rind $i acest lucru este de remarcat, — ca 
necunoscutá cáutatá apare nu numai rádácina ecuapei, ci $i pátra- 
tul ei. Astfel, determinind rádácina x = 5 din ecuatia x 2 = 5x, 
al-Horezmi adaugá cá pátratul ei este 25. $i in cazul ecuaRei 
1 

liniare— x = 10 ,^odatá cu rádácina 20 x el prezintá r si valoarea 

pátratului ei, adicá 400; mai mult decit atit, in primul exemplu 
de acest fe 1, de la inceput se spune cá rádácina este egalá cu 3, 
iar apoi se adaugá cá pátratul ei este 9. 

Rezolvarea ecuaRilor complete de gradul al doilea impune o 
analizá specialá. Mai intii autorul prezintá regulile verbale de 
exprimare a rádácinilor lor in radicali, iar apoi dá demonstraRile 
geometrice. Demonstrapile se fac pe exemple numerice, dar au 
un carácter pe deplin general. 

Rezolvarea ecuapei 

x 2 ÍOx = 39, 

care la fel ca si alte exemple ale lui al-Horezmi a pátruns in 
aproape tóate cártile de algebrá arabe $i europene medievale, 
se fundamenteazá cu ajutorul a douá 
construcpi diferite, ambele corespun- 
zind completárii piná la un pátrat. 

Intr-una din ele se construie^te pátra¬ 
tul cáutat i 2 , pe laturile lui — patru 

dreptunghiuri cu inálpmea — , iar in 

4 

col^urile figurii (fig. 43) se adaugá 

10 

patru pátrate cu latura — . Pátratul 
mare obpnut astfel are o arie egalá 
cu 39 -t- 4 j^j = 64, iar latura lui, 

10 

adicá x-\-2- —>este egalá cu 8 , de unde rezultá cá x = 3. 
4 

Ín cazul ecuapei 

a? + px = q, 


1-Horezmi a pátruns in 
p europene medievale, 






x z 

2¡x 



H 


Fig. 43 
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transformárile geoinetrice corespund celor algebrice: 

^ + 4(¿«)+4(¿) , -, + 4(¿)*. 


* + 2 • ^ 
4 


= 9 + 


4 W 
{ 4 J 


a; + 2 • — = 
4 


p + 4 

de unde si rezultá regula lui al-Horezmi 


—V 

.4. 


x — 


O alta demonstratie geométrica rezultá ciar din fig. 44, unde: 


P_ 

2 


x 2 + 2 



= 9 + 



2 


etc. Nota^iile de pe ambele figuri sint ale noastrp. 

Rádácina negativa a ecuatiei nu se ia In 
considerare atit aici, cit si In alte cazuri. 

Láslnd la o parte cel de-al saselea tip rc- 
prezentat prin ecuatia 

x 1 = 3a: + 4 

(in acest caz ecuatia are una si numai o sin- 
gurá rádácina pozitivá), sá considerám ecuatia 

!*-(-} = pX. 


5x 

Xz 

25 

5x 


Fie. 44 


Al-Horezmi stie cá in acest caz pot exista fie douá rádácini (pozi- 
tive), fie una singurá (dublá), fie nici una (ambele — imaginare). 
Regula se formuleazá pentru ecuatia 


a: 2 + 21 = 10* 

in urmátorii termeni: 

«Imparte prin doi rádácinile si vei obtine cinci, inmul|este 
aceasta cu egalul sáu, vei obtine douázeci si cinci, ?i scade din 
aceasta 21 carc adáugate la pátrat vor rámine patru, extrage rádá¬ 
cina — vei avea doi si scade aceasta din jumátatea rádácinilor, 
adicá din cinci, vor rámine trei; aceasta va fi rádácina pátratului 
pe care o caut, iar pátratul este nouá. Dacá vrei insá, adaugá 
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aceasta la jumátatea rádácinilor, vei obtine japte ji aceasta este 
rádácina pátratului pe care 11 caut, iar pátratul este patruzeci ji 
nouá. Dacá vei Intllni o problema care te aduce la acest caz, 
verifica juste^ea ei cu ajutorul adunárii ji dacá nu este aja atunci 
fárá indoial.á [soluta] se obtine cu ajutorul scáderii. Numai In 
acest caz din cele trei, In care rádácinile trebuie injumátátite, se 
folosejte atlt adunarea, cit ji scáderea. Sá jtii de asemenea cá 
atunci clnd In acest capítol injumátátesti rádácinile si le inmul- 
testi cu egalul lor, dacá produsul este mai mic decit dirhe- 
murile adáugate la pátrat, problema este imposibilá, iar dacá 
el este egal cu dirhemurile, rádácina pátratului este egalá 
cu jumátatea rádácinilor fárá a aduna ji fárá a scádea“ [104, 

pp. 111—112]. Ultimul caz x — se remarcá aici in mod spe- 

cial pentru Intiia oará In literatura de matematicá cunoscutá piná 
in prezent. 

Demonstraría geometricá a regulii se imparte in douá cazuri, 
corespunzátor rádácinilor: 



Mai intii se analizoazá amánuntit primul caz pe cxemplul 
numeric dat. Dreptunghiul GCDE cu laturile GC = p si CD = x 
(fig. 45) este format din pátratul ABCD = x 2 ji dreptunghiul ce 

i se adaugá GBAE = (p — x) x — q. Presupunind x < (acest 

lucra nu-1 spune al-Horezmi), in F, mijlocul segmentului GC, 
se ridicá perpcndiculara FH, care se continuá cu HK = AH = 

' — - - x. Se completeazá pátratele GFKM = |—| si JHKL = 

= |^-xj • Prin construcrie, dreptunghiurile EJLM si FBAH 

cu laturi respectiv egale sint egale intre ele. De aceea pátratul 
JHKL egal cu diferen^a intre pátratul GFKM ?i suma dreptun- 
ghiurilor GFHE ji EJLM este egal cu diferen^a datáa márimilor 
GFKM si GBAE, adicá cu: 
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De aci latura JJI = AH = 
= HD '— HA, adicá: 



q, iar latura c.áutatá AD = 



ín manuscrisul arab de la Oxford nu se analizeazá al doilea 
caz, c¡ se spune doar cá rádácina mai mare se obtine dacá la DH 


M L K 



_ 

A 

J H 





1 


Fig. 45 


F A _ 0 



L 

K 

J 


H 

B 

: 


Fig. 46 


se adaugá linia JH. Este posibil ca al-Horezmi sá fi cunoscut 
construc^ia si pentru al doilea caz. In únele texte latinesti ale alge- 
brei lui [106, pp. 84—87] exista desenele corespunzátoare (com¬ 
para cu fig. 46 unde ín ipoteza cá x F este mijlocul lui 

GC = p § i se aflá in interiorul segmentului BC = x, AB = BC 
fi pátratul BFHJ cu latura BF = x —~ este egal cu diferen^a 

dintre pátratul GFKM = |~“j 2 ?' suma dreptunghiurilor GBLM 
fi JHKL, la rindul sáu egalá cu GBAE = q, astfel incit: 

BF = j/ 2 — q f i x = CF + FB ; 


pentru comoditate am modificat intrucitva desenul. 

Expunind rezolvarea tipurilor de ecua^ii canonice, al-Horezmi 
explicá pe exemple regulile fundaméntale ale operatiilor asupra 
expresiilor algebrice: Inmultirea monoamelor fi a binoamelor 

de felul |l0 -f- — | J-^-5xj, reducerea termenelor asemenea din 
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sume si diferente, introducerea factorilor sub radicali de graduf 
al doilca sau scoaterea lor de sub radicali, inmultirea unor ase- 
menea radicali. Exemplele sint simple de genul 2 ^x = \ 4x,. 

)/l0 = ^50 etc. Opcratiile de adunare si scádere sint ilus- 
trate pe segmente de drepte, cerínd sá se réspede omogenitatea. 
Expresia 

(100 + i 2 — 20x) + (50 + 10* — 2x 2 ), 

data bineinteles prin cuvinte, dupa al-Horezmi nu se poate pre~ 
zenta in figura, fiindeá aici sint in cauzá trei cazuri diferite : dar- 
adaugá el, ea este usor de explicat prin cuvinte. 

In aceste capitole ale cártii, reprezentind oarecum bazele calcu- 
lului algebric, exista o indicatie despre existenta irationalelor- 
pátratice numerice pe care al-Horezmi le numeste djizr asam y 
adicá rádácina muta sau surdá. Probabil cá aceasta este traduccrea 
cuvintului grecesc alogos, inteles in sensul de „nearticulabil“ r 
„inexprimabil“ prin cuvinte si nu in sensul de rádácina irationalá 1 . 
Gherardo din Cremona traduce cuvintul asam in latineste prin 
surdus, pástrat piná in secolul al XVIII-lea impreuná cu cuvintul 
irrationalis care se intilneste incá din vechime. 

Intre áltele, al-Horezmi foloseste in micá másurá numérele- 
irationale, tóate exemplele lui de ecuatii avind coeficienti ratio- 
nali si adesea solutii intregi. Exceptie fac doar citeva ecuatii de 
forma x 2 = q si o ecuatie completá de gradul al doilea: 

10* = (10 — x) 2 , adicá x 2 -)- 100 = 30x, 

a cárei solutie irationalá x = 15 — 5 f 5 nu se prezintá. 

Dupá aceste capitole, care constituie un fel de bazá a calculu- 
lui algebric expuse in cuvinte, urmeazá sase probleme numerice- 
cu ecuatii de tóate cele sase tipuri. In patru cazuri este vorba 
despre impár^irea numárului 10 in douá párti, conform unor- 
anumite condi^ii, primele trei fiind: 

4x (10 — x) = x 2 , adicá 5 x? — 40x, 

2 • — x 2 = 10 2 , adicá-x 2 = 100, 

9 9 

——- = 4, adicá 5x = 10. 

x 

1 SS amintim cá Abu-l-Vafa tot prin cuvintul asam' numea frac^ii!*: 
„inexprimabile“ (vezi p. 206) — N.A. 
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Sá observám cá in cea de-a doua problema al-Horezmi foloseste 

• 2 5 

fracpi cu numárátor unitatea si pcntru a impárti 100 prin —, 


il serie pe — sub forma—+ • In problema a c.incca se 

1 25 5 5 5 1 

cere sá se imparta 10 in douñ párti, aslfcl inc.it suma pátrate- 


lor lor sá fie egalá cu 58, ceea ce duc.e la ecuatia pe care am mai 
intilnit-o la p. 214. 

a: 2 -f- 21 = 10a-. 

In capitolul urmátor despre diferite probleme, se rezolvá 
sisteme cu aceeaji primá condipe, adicá a: -¡-y — 10, iar cea de-a 
doua serie de condi^ii este: 

xy = 21, 


x 2 — y 2 — 40, 


x 2 + y 2 + { x — y) = 54, 



etc., dar al-Horezmi nu introduce in mod cxplicit cea de-a doua 
necunoscutá, ci opereazá cu pártile x $i 10 — x adicá, cu „obicc- 
tul“ fi „zece fárá obiect“. Ásemcnea exemple nu sint de altfel 
unice. Printre ele, cea mai interesantá din punct de vedere al 
condipei este problema in care se cere sá se gáseascá un numár 
111 

de oameni x dacá-=—• 

x x -r 1 6 

Ecua^ii complete de gradul al doilea se folosesc mai departe, 
in capitolul de geometrie al algebrei lui al-Horezmi, unde ele apar 
intr-un stadiu intermediar al rezolvárii, deoarcce dupá reducere, 
totul revine la ecuapi de gradul intii. Cartea confine numeroase 
probleme cu ecua^ii liniare; ele umplu capitolul despre mosteniri 
si testamente. 

i 

Vom analiza o asemenca problemá si vom vedea cá rezolvarca 
lui al-Horezmi, cu tóate cá nu confine nici un fel de simboluri, 
are totufi un carácter algebric; din acelcasi motive prezentarea 
se face prin nenumárate cuvinte si este foarte intinsá. 

La moarte, cineva lasá prin testament celor patru fii ai sái 
cite o parte din avere, iar unui alt om ii lasá atit cit alcátuicste 
partea fiecáruia dintre fii si un sfert din ceea ce rámíne din trei- 
mea averii, sc.ázindu-se aceastá parte si un dirhem d. ínsemnind 



prin d averea, prin x partea unui fiu ji prin y ceea ce ii revine 
acelui om, noi am exprima problema prin ecuatiile 


z = y + tx, y 


x -f- — —-- x + d 

4 3 


2 1 

si, fácind substitutia, am obtine relatia z — 5 —x -f- 1— d. 

’ ’ ’ 11 11 

In esentá, al-Horezmi face acelasi lucru. Regula de rezolvare,, 

1 

spune el, este urmátoarea: trebuie luatá— din avere si scázut. 

1 .1 

din ea o parte, apoi se scade — din ceea ce a ramas din—de a- 

4 3 

3-1 

verc fárá o parte si un dirhem, asa incit rámin — si — dii* 

4 ’ 3 

1 3 

avere sau— din avere fárá—de párti si fárá dirhem (cu alte- 
4 4 r ’ ’ 

cuvinte in notatiile moderno 


1 1 z , 

• Z CC ”■ CC d —- 

3 4 3 


= — z- x — d). Aceasta se adaugá la din avere; atunci. 

3 

11 din 12 párti de avere fárá — de párti si fárá un dirhem sint 

. ■ 2 , z 3 .11 

egale cu 4 partí (cu alte cuvinte, — z -)- x — d = — z —- 

b 1 ' V ’ 3 4 4 12 

3 

— — x — d = f ix). Mai departe se face completarea eu trer 

pátrimi dintr-o parte si un dirhem, dupá care 11 din 12 párti de- 
3 ... 11 ’ 

avere sint egale cu 4 — párR si 1 dirhem (cu alte cuvinte, — z = 

3 ... 12 

= 4 — x + d). Noi am fi ínmultit acum cu — ; al-Horczmi 

4 ' 11 

adaugá la fiecare termen 1 din cele 11 párti ale lui si obtine cá 

2 i 

averea este egalá cu 5— dintr-o parte si 1 — dirhemi. 

11 11 

ín problema datá ji in áltele citeva inrudite cu ea, dirhemul 
joacá rolul unui parametru. In esentá, aici avem de-a face cu 
o serie de probleme cu ecuaRi nedeterminate, adesea omogene 
(d se ia dinainte egal cu zero). Intr-o serie de cazuri, al-Horezmi 
mai aratá cum fiind dat un d intreg se pot obtine valori intregi 
numerice pentru z si x. In alte probleme conditia se exprimá 
printr-o ecuaRe cu o necunoscutá, iar dacá aceasta nu este o avere; 
in sensul propriu-zis al cuvintului, atunci se numefte obiect. 
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Nu se stie dacá ii aparan luí al-Horezmi rezultate algebrice 
independente. La inceputul tratatului el serie cá unii invátati 
au intiietatea in descoperiri, altii lámuresc púnetele grele ale 
prccursorilor lor si usureazá Intclegerea lor, iar altii pun In ordinc 
cunostintele existente, corectind inexactitátilc si perfectionind 
ideile tovarásilor lor „fárá a le face adaosuri si fárá orgoliu in 
suflet“. Al-Horezmi nu vorbeste despre descoperiri noi pe care 
le-ar fi fácut el insusi. 

■ Pina in prezent este nerezolvatá problema surselor algebrei 
lui al-Horezmi. In aritmética el urmeazá in mod evident modelele 
indiene dupa cum am vázut (ciliar calculul sexagesimal il atri¬ 
bule indienilor), dar algebra lui prezintá o serie de particulari- 
táp. In algebra indiana nu se intilnesc justificári geometrice 
pentru rcgulile de rezolvare a ccuatiilor de gradul al doilea sau 
operajiile cu márimi algebrice, ceea ce ocupa un loe important 
la al-Horezmi. Spre deosebire de matematicienii indieni, inváta- 
tul din Bagdad nu foloseste numere negative si simboluri. Afará 
de aceasta, indienii formuleazá regula de rezolvare a ecuatiei 
complete de gradul al doilea deodatá pentru un coeficient arbi¬ 
trar pe lingá termenul de gradul al doilea si inca Brahmagupta 
nu deosebeste tipurile 4)—6). Al-Horezmi pare cá se apropie 
de algebra greacá prin constructia geometricá a rádácinilor ecua- 
pilor de gradul al doilea [33, III, p.72 si urmátoarele], dar in 
ansamblu, felul lui de a trata problema diferá esential de algebra 
geometricá din Elementele lui Euclid. O asemánare veritabilá se 
poate observa doar intre cea de-a doua constructie a lui al-Horez¬ 
mi pentru ecuatia de tipul 4 si propozitia 2 din cartea a Il-a a Ele- 
mentelor, care prezintá geometric formula (a -(- b) 2 = a 2 + 2 ab -f- 
-(- b 2 . Insá chiar prima constructie a lui al-Horezmi pentru aceeasi 
ecuape nu are un prototip cunoscut nouá in matemática greacá. 
Desenul lui - al-Horezmi pentru primul caz al ecuatiei de tipul 
5 aminteste constructia din propozitia 5 din cartea a Il-a, dar in 
’ deductiile propriu-zise existá deosebiri importante. Afará de 
aceasta, propozitia 5 nu dá a doua rádáciná a ecuatiei „cu ajutorul 
adunárii“ ca si propozitia corespunzátoare 28 din cartea a Vl-a 
a Elemenlelor. Constructia lui al-Horezmi pentru al saselea tip 
de ecuatü nu are nici un analog la Euclid. In sfirsit, intregul 
stil al rationamentelor si al expunerii este cu totul diferit la cei 
doi autori. Chiar dacá algebra geometricá anticá a avut vreo in- 
fluentá asupra lui al-Horezmi, atunci aceasta apare intr-o formá 
foarte modificatá si adaptatá nevoilor algebrice numerice si din 
punct de vedere istoric n-a fost incá demonstratá. Comuná la 
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Diofant al-Horezmi este reducerea ecuatiei de gradul al doilea 
la trei forme canonice (cu acea deosebire totusi cá Diofant nu reduce 
la unitate coeficientul pátratului necunoscutei). In multe alte 
privinte ei nu se aseamáná; de pildá, problemele care se reduc 
la sistémele 

x + y = a, xy = b 
sau 

z + y = a, x 2 ± y 2 = b 

sint rezolvate de Diofant prin introducerea necunoscuteij auxiliare 
— z ■ Ajadar, o influentá directa a lui Diofant este pujin 

probabilá deoarece dupa cít se stie, primele traduceri arabe ale 
lui Diofant au fost fácute la Bagdad de catre ínvátatul crestin 
Kosta ibn Luka al Ba’labakka (decedat in 912 in Armenia) din 
Baalbek (Heliopolis) in Siria, §i mai tirziu de Abu-l-Vafa [108, 
PP .261—264; 109—110]. 

Pare probabil cá al-Horezmi cunoscuse bine traditiile fórmate 
in Orientul Apropiat si Mijlociu si care cuprind elemente conto- 
pite atit ale stiintei babiloniene, cit si ale celei greco-romane. 
Exista presupunerea cá insusi cuvintul al-djabr provine prin 
intermediul sirienilor si al armenilor de la cuvintul asirían 
gabru-djabru-maharu, si mai departe de la termenul maharu- 
gabru care servea in Babilon pentru a exprima egalitatea a douá 
obiecte [109, p.275]. 

& 

Regula de trei. Am amintit cá in algebra lui al-Horezmi se 
prezintá si se explicá regula de trei simplá. Accastá regulá este 
folositá si de alti matematicieni. Al-Biruni consacrá o operá spe- 
cialá regulilor de trei, introducind in ea generalizárile fácute de 
indieni (vezipp.141—142). In tratatul Despre ra^ik-i indieni („Fi 
rasikat al-Hind") 1 el analizeazá regula directá si inversá, regula 
celor 5, 7 si mai multe márimi. ín India, spune al-Biruni, el a 
intilnit probleme cu cel mult 11 márimi, dar numárul lor poate 
fi orice numár impar. Esenta regulilor si schema de calcul se 
explicá amánuntit pe exemple numerice ale cáror date initiale 
se scriu pe douá coloane. Deosebit de reusitá este analiza cítorva 
probleme cu regula de 5 cu aceleasi date numerice, dar cu márimi 
ce sint direct sau invers proporciónale.ín problemele prezentate 

1 Cunoscut autorului dupa traduccrea nepublicatá a lui B.A. Rosenfeld. 
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se gásesc pina la 17 márimi. Tóate exemplele lui al-Biruni sint 
cu numere intregi, dar regulile de trei sint fundaméntate cu aju- 
torul teoriei generale a rapoartelor compuse; cu acest prilej el 
se refera la Euclid si la comentatorii lui. De aceea demonstra¬ 
dle lui al-Biruni poartá un carácter general. Intilnim aici ten- 
din]a foarte característica pe care am mai remarcat-o, a matema- 
ticienilor din Járile Islamului, de a fundamenta regulile folosite 
in matemática practica cu ajutorul teoriilor antice grecesti. 

Regula falsei pozitii. Probabil cá in vremea lui al-Horezmi, 
la Bagdad se cunoafte regula célor douá false pozitii. Expunerea 
acestei reguli exista in manuscrisul latín al traducerii din limba 
araba a lucrárii Cartea despre marire $i micqorare unde regula este 
atribuitá indienilor 1 [111, 112.] Autorul cárjii este necunoscut; 
unii istorici presupun cá acesta ar fi fost Abu Kamil ípudja ibn 
Aslam náscut in Egipt (in jurul anului 900); al]ii considera cá 
aceastá carte a scris-o evreul spaniol Abraham ben Meir ibn 
Ezra (náscut in jurul anului 1090, decedat in 1167). Aici regula 
se aplicá la probleme care se exprimá prin mai multe ecuajii 
liniare cu o necunoscutá sau sisteme liniare cu douá necunoscute. 

Vom prezenta ca model citeva probleme in care se cere sá se 
■determine cantitatea de bani pe care o au doi oameni dupá douá 
condijii simetrice: dacá unul dá celuilalt o sumá oarecare, atunci 
súmele pe care le de]in se vor afla intr-un raport dat. Aceste pro¬ 
bleme se pot exprima prin ecuajiile: 

x + a = m (y — a) 

x — b = n [y -(- b). 

Asemenea probleme se intilnesc in literatura greacá (distihul popu¬ 
lar despre un mágar si un catir incárca]i cu greutáji diferite), 
In Bizan], inclusiv la Nicolae Artavazda, in India la Bhaskara 

1 Titlul complet al manuscrisului este: Cartea despre marire si micsorare, 
denumitá calculul ghicitului, pe care a ciiles-o si a intocmit-o Abraham pe baza 
a ceea ce au stabilit inteleptii indieni in conformitate cu cartea, denumitá 
indiana (Liber augmenti et diminutionis vocalus numerado divinationis, ex 
eo quod sapientes Indi posuerunt, quem Abraham compilavit et secundum 
librum qui Indorum dictus est composuit). E lesne de observat asemánarea 
terminologiei cu „adaosul“ si „lipsa“ de la chinezi. N-a pátruns oare aceastá 
regulá in literatura arabá pe alte cái din China fárá intermediul Indiei, 
unde in operele de matemática cunoscute pina in prezent ea nu este amintitá? 
— N.A. 
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al 11-lca, la urmasii lui al-Horezmi, ca de pildá al-Karadja, ín 
Europa la Alcuin si Leonardo Pisano etc. 

Kosta ibn Luka al-Ba’labakka serie o opera speoialá despre 
regula celor douá false pozitii sau dupa numele ei din literatura 
araba, regula al-hatain (a celor douá erori). Tratatul lui Kosta 
ibn Luka despre demonstraren operafiilor in calculul celor douü 
erori (Makala li-Kosta ibn Luka fi-l-burhan ala asmal hitas al- 
hatain) [113] incepe cu observatia cá prin acest procedeu se pot 
rezolva tóate problemele din stiinja calculului in care nu intrá 
rádácini, adicá problemele liniare. Continutul fundamental al 
tratatului il alcatuieste demonstrarea regulii. Autorul prezintá 
douá deductii: una pur aritineticá, nu prea ciará, poate din cauza 
celui care a fácut transcrierea, iar alta, bazatá pe mijloacele 
algebrei geometrice a celor antici. Acesta este incá unul din exem- 
plele nenumárate de folosire a teoriilor grecesti pentru funda- 
mentarea algoritmilor matematicii calculatorii. 

Demonstratia se prezintá pentru o problemá exprimatá prin- 
tr-o ecuatie de forma: 

-> + + —) z = 6 

n l n h J 

sau, mai pe scurt, prin ecuatia: 

ax = b 

(propriu-zis la Kosta ibn Luka figureazá la inceput pro¬ 
blema — + —=10, dar rationamentele au un carácter absolut 
2 4 

general). Sint analízate sepa- 
rat trei cazuri: 

1) cind ambele pozi|ii false 
sint mai mici decit necuno- 
scuta 

2) cind ele sint mai mari si 

3) cind necunosc.uta este cu- 
prinsá intre ele. 

Demonstradle sint foarte 
asemánátoare in tóate cele 
trei cazuri, de aceea vom prezenta doar pe cel de-al treilea. 

Valoarea necunoscutei cáutate este ad si pozitiile false ag, 
ae sint reprezentate prin segméntele unei drepte orizontale, asa 
fel incit ag < ad < ae (fig. 47), iar termenul líber al ecuatiei este 
perpendiculara do. Sá trasám ao si sá ridicám perpendicularele gt 
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si eq pina la intersecóla cu ao $i continuarea ei aq. ín virtutea 
proportionalitáó¡i 

gt eq do 
ag ae ad 

perpendicularele gt si eq reprezintá valorile párjii din stinga a 
ecuajiei pentru x = ag, x = ae. Deoarece falsa pozi^ie ag este 
data, atunci sint date gl fi prima eroare Is; in mod analog sint 
date eq $i cea de-a doua eroare fq = sn. De aceea sint date aria 
■dreptunghiului fe = ts X ae = 1 er. X 2 fals. poz. $i a dreptun- 
ghiului rs = fq X ag = 2 er X 1 fals. poz. precum $i suma lor, 
dreptunghiul fe -(- dreptunghiul rs. Dar conform uneia din teore- 
mele despre gnomon, dreptunghiul no — dreptunghiul fk $i de 
aceea dreptunghiul fe -(- dreptunghiul rs = dreptunghiul rk, care 
este de asemenea dat. ín sfirjit, dreptunghiul rk = ad(ts sn) 
si, prin urmare 

j 1 er. x 2 fals. poz. -f- 2 er. x 1 fals. poz. 
t er. 2. er 

Dacá se noteazá cu ag = x 1 , b — ax t = d lf ae — x 2 , ax 2 — b — 
= d 2 , atunci 

x 12 d -p x 2 d\ 

~ d 2 + d, 

Kegula celor douá false pozi^ü se foloseste mult In óárile Orien- 
tului Apropiat si Mijlociu si in ó^rile mauritane. O descriere 
amánuntitá a acestei reguli exista de pildá in Scurta expunere 
a operafiilor aritmetice (Talhis fi a’mal al-hisab) [114] a lui 
Abu-l-Abbas Ahmed ibn Muhammed ibn al-Banna al-Marracus 
{náscut in jurul anului 1256 la Marakes — decedat in jurul anu- 
lui 1321). Numele „ibn al-Banna“ inseamná „fiul constructorului". 

Aici regula celor douá false pozi^ii 
apare sub denumirea de „regula 
celor douá talere ale cintarului" 
prezentatá schematic in fig. 48. 

Fig. 48 Numárul b se a§azá in adinci- 

tura de sus, iar x 1 si x 2 — intre 
dreptele paralele in dreapta ?i in stinga — dupá expresia lui 
ibn al-Banna, se asazá pe talerele cintarului. Erorile dj ?i d 2 
se scriu deasupra sau dedesubtul talerelor pentru x x si x 2 in func- 
tie de faptul dacá aceste erori (dupá cum am spune noi) sint 
pozitive sau negative. Probabil cá ibn al-Banna cunoaste demon- 
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slia lia geométrica a regulii, desi el n-o prezintá: regula, spune el, 
se bazeazá pe geometrie. Ibn al-Banna nu formuleazá pe un 
cxernplu numeric regula talerelor de cintar, ci trece deodatá la 
expresii generale. Aceastá particularitate característica a Scurtei 
cxpuneri, proprie si altor reguli pe caro le confine, a ingreuiat 
stndiul acestei opere si tiinp de douü socole a dus la aparitia unui 
sir de comentarii scrise. 

ín literatura matemática araba se inlilnesle uneori si regula 
un»;i singare false pozitii. 

Geometría in lucrárile luí al-Horezmi. ín capitolul de geome¬ 
trie al algebrei lui al-Horezmi sint adúnate regulile pentru ma- 
surarea figurilor si se dau cele mai simple aplicadi ale algebrei 
in probleme de triunghiuri. Unele reguli sint prevázute cu defi¬ 
ní l.ii si demonstratii, sau cel putin cu scurte lámuriri. 

Dintre figurile plañe, al-Horezmi analizeazá triunghiurile, 
patrulaterele si cercul. El deosebeste trei l'eluri de triunghiuri: 
dreptunghice, ascutite si obtuzunghiuri ; pentru recunoasterea lor, 
el prezintá egalitátile sau inegalitátilc respective intre pátratul 
lalurii mari si suma pátratelor celorlalte douá laturi. Tóate acestea 
an existat in cártile I si a Il-a din Elemenlele lui Euclid, traduse 
pentru prima oará de al-Hadjjadj ibn Iusuf ibn Matar, in timpul 
lui Harun ar-Rasid, iar a doua oara, in timpul lui al-Mamun, 
precum si in operele lui Heron. Al-Horezmi demonstreazá teorema 
lui Pitagora pentru cazul particular al triunghiului isoscel. 
Demonstrada lui se poate usor intelege din fig. 49 si ea coincide 
cu cea cunoscutá atit in Grecia elt si in India (p. 121). Patrulate¬ 
rele sint de cinci feluri: pátrate, dreptun- 
ghiuri, romburi „avind forma de ochi“, 
paralelograme—„roinboidale“, si, in stir- 
sit, patrulatere cu laturi si unghiuri „com- 
plet inegale“. Aria rombului se caleuleazá 
dupa fliagonale sau dupa o diagonalá si una 
dintre laturi: un patrulatcr oarecare se im¬ 
parte printr-o diagonalá in triunghiuri (pro- 
habil cá se presupun cunoscute laturile si 
diagonalele). O clasificare absolut siinilará 
a palrulaterelor exista si in cartea I din 
Elemente. Heron mai adaugá la aceasta si definida trapezului. 

Unele probleme ale lui al-Horezmi coincid cu ale lui Heron 
ciliar si in ceea cc priveste dátele numcrice. Asemenea probleme 
sint cele in care se cere sá se determine aria unui triunghi cchi- 
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lateral cu latura 10 (ráspuns: 43 si eeva); inscrierea pátratului 
intr-un triunghi isoscel cu baza 12 si latura 10 si determinarca 
ariei unui triunghi ascutitunghi cu laturile 13, 14, 15. 

0 oarecare deosebire in formularea celei de-a doua problema 
consta in faptul cá Heron da baza 12 si inállimca 8. O alta deose- 
A bire mai importantá exista in rezol- 

vare. Heron exprima deodatá 1 latura 
8-12 

pátratului ca-, in timp ce al- 

8 + 12 

Horezmi, ealeulind ináltimea, gáseste 
latura cáutatá din egalitatea dintre 
aria triunghiului si suma celor patru 
párti, in care o divide un pátrat in¬ 
serís. Exista o deosebire si in rezolva- 
rea celei de-a treia probleme. Al-Ho- 
rezmi ia drept necunoscutá (fig. 50) 
partea din latura BC determinatá de 
latura AC. Exprimind de dona ori 
lui Pitacora, el obtine ecuatia: 



ináltime si adiacentá cu 
ináltimea prin teorema 


13 2 — x 2 = 15 2 — (14 — * 


sau 

28o: = 140, 

de unde x = 5, inállimea este egalá cu 12, iar aria — cu 84. 
Heron aplica iinediat propozitia 13 din cartea a Il-a a Elemenlelor 
referitoare la pátratul laturii intr-un triunghi ascutitunghi, 

AB 2 = AC 2 + BC 2 + 2CB-CD, 

ceea ce dá cd = x = 5*. Exemplele cu ariile triunghiurilor obtuz- 
unghiuri sint diferite la al-Horezmi si Heron. 

Pentru raportul intre lungimea circumferintei si diametru, 

al-Horezmi propune trei valori: 3 —> y 10 si-, spunind cá 

ele sint folosite de astronomi. Probabil cá ultimele douá valori 
el le posedá de la indieni. Tóate aceste valori, adaugá al-Horezmi, 
sint aproximativ egale. Mai departe, el spune cá aria cercului 
este egalá cu jumátalea diametrului inniultitá cu scmicircumfc- 

1 Folosiml probabil aseni fina rea triunpliiurilor — N.A. 

* Se observa ca aceaslA problema exista la Mapa\ ira si Bhaskara al II-lea 
— N.A. 
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rinla, lámurind aeeasla printr-o observalie cá aria oricárui poli¬ 
són regulat este cgalá cu produsul dintre semiperimetrul si semi- 
diarnctrul cercului inserís. Pentru aria S a cercului el prezintá 
si o expresic in functic de diametru: 

5 = d?— -d z —-.-d 2 -, 

7 2 7 


al-Horezmi arata cá ea este conforma cu prima regula, adicá vor- 

1 

lnnd in limbajul nostru, 7t = 3 — . O asemenea expresie pentru 

7 

exista si la Heron, numai cá in locul expresiei caracteristice 

pentru aritmética araba —— se aflá valoarea —■ 

2 7 14 

Al-Horezmi inai prezintá si o regula pentru calculul ariei ct 
a segmentului de cerc, fiind date arcul s, coarda r si ináltimea 
h a segmentului. La inceput se determina diametrul 


d = 



h. 


Atunci pentru un segment mai míe decit seiniccrcul, avem: 



iar pentru unul mai inare decit semicercul: 


a 


1.JL+(/*_£) JL. 

2 2 2 j 2 


Termenii folositi de al-Horezmi sint probabil de provenientá 
indianá. Asemánátor cu indienii, el numeste arcul kaus —are 
(de tras cu ságeti), iar ináltimea segmentului— sahm, adicá 
ságeatá. 

Reguli le de calculul volumelor se dau pentru prima dreaptá, 
cilindru, piramidá, con si trunchi de piramidá, fiind date baza 
jiátratá si ináltimea. Volumul ultimului corp se considerá ca 
diferentá intre volúntele a doná pirámide intregi si la inceput se 
gásesc ináltimile lor. Desprc sferá nu se vorbeste. 

ín capitolul de geometrie al algebrei lui al-Horezmi isi gáseste 
oglindire contactul lui cu lucrárile inrudite cu operele lui Heron 
(sau poate chiar cu aceste opere), precum si cu geometría indianá. 

Mai existá un tratat vechi ebraic Im’afáturn despre mámrcítori 
(Misnat ha-middol), apropiat ca continut de geometría lui al¬ 
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Horezmi, apárut intre mijlocul secolului al II-lea si al IX-lea e.n., 
dar mai apropiat probabil de prima limita. In únele privinte 
Miqnat ha-middot este mai strins legat de opera lui Heron. Astfel, 

1 

pentru rr se da numai valoarea 3 —; calculul ariei triunghiului ir» 

functie de laturile date se efectueazá prin formula lui Heron; 
se prezintá aproximarea lui Heron pentru aria segmentului de 
cerc (vezi p. 75). Exista presupunerea cá al-Horezmi ar fi cunoscut 
lucrarea Métrica íntr-o traducere sirianá sau persaná (1151. .\u 
este exclus ca al-Horezmi sá fi cunoscut si limba ebraicá. Ñu di* 
mult s-a descoperit si publicat tratatul lui al-Horezmi Determi- 
narea calendarului ebraic (lstihradj larih al-iahud) care contine 
únele citate din Biblie si demonstreazá cá autorul are cunostirde 
despre religia ebraicá [116], 

Se pare insá cá al-Horezmi si necunoscutul autor evreu ar fi 
avut la dispozitie surse coinune sau similare. 

Cu tot volumul redus, capitolul de geometrie din algebra lui 
al-Horezmi contine un material foarte iinportant pentru practi- 
cieni, expus accesibil si suficient de corect. Topomclrii din acele 
vremuri dispun de cunostinte extrem de reduse si deseori folosese 
reguli foarte inexacte. Abu-l-Vafa in capitolul de geometrie al 
cártii pentru grámátici, spune cá topometrii din acele vremuri iau 
aria triunghiului, a poligonului si a cercului egalá cu pátratul 
sfertului de perimetru (pentru cerc, aceasta dá tc ^ 4), iar aria 
oricárui patrulater o calculeazá ca un produs al semisumei latu- 
rilor opuse. Geometria lui al-Horezmi, asemenea cu aritmética 
si algebra lui. are o maro influentá asupra manualelor apárule 
mai tirziu. 

Al-Horezmi a mai scris o lucrare de astronomie intoemitá pe 
baza unor surse antice persane, indiene si grecesti, continind pri- 
inele tabele arabe de sinusuri, precum si tabele de tangente £117]. 
Mu este ciar totusi, dacá tabelul tangentelor ii apartine lui al-Ho¬ 
rezmi, a cárui opera a ajuns piná la noi in prelucrarea astro- 
nomului din Córdoba, Abu al-Kasim Maslama ibn Ahmed al-Ma- 
djriti, náscut la Madrid (decedat in jurul anului 1007) sau, mai 
exact, in traducerea latiná a acestei prelucrári, fácutá de Adelard 
din Bath in secolul al Xll-lea. 

Trátatele de algebra ale lui Abu Kamil si al-Karadji. Curind 
dupá al-Horezmi progreseazá mult in domeniul algebrei si a 
aplicatiilor ei Abu Kamil Sudja ibn Aslam ibn Muhammed 
al-Hasib al-Xisri, náscut in Egipt (ultimele douá cuvinlc 


228 



inseamná: calculator egiptean), care a tráit ín jurul anilor 850— 
—930. Istoricul de vasta cultura Abu Zaid Abdarrahman ibn 
Muhammed ibn Haldun (1332—1406), tunisian de origine, spune cá 
Abu Kamil este primul invátat care a scris in algebra dupa al-Ho- 
rezmi. S-au pástrat citeva opere de matemática ale lui Abu Kamil. 
Ne vom ocupa in continuare de tratatul lui de algebra, care ne 
este cunoscut dupa douá traduceri, una in limba latina, iar cealaltá 
in vechea ebraicá — ultima fiind intocmitá in jurul anului 1460 
de Morduhai Finzi din Mantua, poate dupa o traducere spaniolá 
[118, 119], ín traducerea lui Finzi tratatul poartá titlul Calculul 
«riilor si pare a fi legat de o alta lucrare a lui Abu Kamil despre 
care vom vorbi mai tirziu; titlul exact al tratatului fusese pro- 
babil Cartea despre algebra $i al-mukabala (Kitab al-djabr va-l-mu- 
kabala). Aceastá carte fusese foarte cunoscutá timp indelungat 
si comentatá cel putin de trei ori — comentariile nu s-au desco- 
perit inca. 

Algebra lui Abu Kamil, ca si cea a lui al-Horezmi, se limiteazá 
la ecuatiile de gradul al doilea. Matematicianul egiptean scoate 
din tratatul sáu capitolul de geometrie si culegerea de probleme 
referitoare la mosteniri, iar in rest structura operei este foarte 
apropiatá de algebra precursorului sáu din Bagdad: la inceput el 
prezintá rezolvarea tipurilor canonice, apoi urmeazá bazele calcu- 
lului algebric si in sfirsit exemple si probleme. La ambii regula 
de rezolvare a ecuatiilor de gradul al doilea se fundamenteazá 
geometrie, desi in mod diferit; la ambii expunerea este in cuvinte. 
Intre áltele, in traducerea lui Finzi se folosesc uneori cifrele 
indo-arabe, iar uneori in locul lor primele nouá litere din alfabe- 
tul ebraic si un semn similar cu zero al nostru. Totodatá gásim 
la Abu Kamil multe lucruri noi atit in teorie, cit si in exemple si 
•aplicatii. 

Chiar de la inceputul cártii, referindu-se la al-Horezmi, Abu- 
Kamil separa trei feluri de márimi — numerele simple, rádáci- 
nile si pátratele, adáugind in alte locuri si puterile superioare 
ale necunoscutei — cubul ( ka'b ), pátrato-pátratul (mal-mal ), 
pátrato-pátrato— obiect (mal mal $ai), cubo-cubul si lásind 
deoparte puterea sapte, pátrato,—pátrato-pátrato-pátratul. Dupa 
cum se vede, Abu Kamil aplica sistemul aditiv de formare a in- 
dicilor puterilor, asemánátor cu Diofant, cu acea deosebire doar, 
cá la Diofant puterea a cincea se numeste pátrato-cub. Abu Kamil 
merge mai departe decit al-Horezmi si in folosirea citorva si 
nu a unei singure necunoscute, avind denumiri speciale pentru 


225» 



ele: pentru prima necunoscutá — rádáciná sau obiect (jai), pentru 
a doua — diñar, pentru a treia — jais (moneda máruntá), pentru 
a patra— hatam (sigiliu, sfirsit). Ele se folosesc in únele pro- 
bleme la inlocuirea necunoscutelor. 

in capitolul care cuprinde ecuatii de gra- 
dul al doilea, regulile se ilustreazá pe 
exemple numerice apartinind luí al-Horezmi; 
de altfel Abu Kamil atrage in mod special 
atentia cá aceste exemple au fost luate la in- 
tiinplare. Dar in demonstrarea regulilor, Abu 
Kamil se abate de la opera luí al-Horezmi, 
bazindu-se direct pe propozitiile din cartea 
a Il-a a Elementelor, echivalente cu separaba 
in binomul de gradul al doilea a unui pálrat 
complet al diferent.ei sau al sumei. Dupa 
cuín se stie, aceste propozitii, si anume cele 
cu numárul 5 si 6, impreuná cu numerele 28 
si 29 din cartea a Vl-a a Elementelor au ser- 
vit in matemática greacá ca echivalent geometric al rezolvárii 
ecuatiilor de gradul al doilea prin radicali. 

Sá analizáin solutia data de Abu Kamil pentru ecuatia: 

x 2 -(- q = px 

(ca si al-Horezmi, el presupune coeficientul pátratului neeuno- 
scutei egal cu 1). Abu Kamil prezintá justificarea regulilor pentru 
ambele rádácini pozitive, — la Euclid constructiile corespund 
doar radácinii: 



Este nou si studiul cazului unei singure rádácini (dublé, iri ter¬ 
minología noastrá). 

Presupunind j > q, Abu Kamil analizeazá mai intii 
cazul in care pátratul cáutat este mai inic decit numárul dal, 
adicá a: 2 <^de unde inseamná cá x 2 < . Reprezentind geometric 

pátratul cáutat x 2 = ABCD, el ii adaugá dreptunghiul DCEE =</, 
unde DE > DA (fig. 51). Atunci dreptunghiul ABEF = px, 
AF — p si daca G este mijlocul lui AF, atunci segmentul AF 
este impárpt prin punctul G in párp egale, iar prin punctul D 
in párp neegale, astfel incit (Abu Kamil se referá aici direct la 


A B I 

Fig. 51 
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cartea a Il-a din Elemenlele lui Elidid, avind ín vedere propo- 
zitia 5): 

DF-DA + GD 2 = AG 2 . 


Deoarece DF ■ DA = q, AG = ^ si conform ipotezei GD = - x, 

se obtine: 


- P-] P 


r - 


Abu Kami! dernonstreazá ín plus, urmíndu-1 pe Euclid, egalita- 
tea dintre gnomonul CKGA1LC si dreptunghiul DCEF. 


6 B 


H 


D JA 

Fig. 52 



Fig. 53 


Presupunind mai departe x 2 > >q, Abu Kainil (vezi fig. 52, 

unde ABCD = x 2 , dreptunghiul ABFE = q, dreptunghiul 
CDEF = px; G este mijlocul lui CF = p) foloseste egalitatea: 


arece BF-BC 


BF-BC BG 2 = GC 2 . 


x= { +y (i) 2 - ?• 

ín sfirsit, luínd = q si adáugind lui ABCD = x 2 , dreptun¬ 
ghiul ABFE = q (fig. 53), pe baza acelorasi teoreme ale lui 
Euclid, Abu Kami] dernonstreazá, prin reducere la absurd, cá 
punctul G, adicá mijlocul lui CF, nu se poate afla nici mai sus, 
nici mai jos de punctul B, asa íncit ele coincid si deci: 


x - 


P_. 

2 ’ 
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Am arátat cá ín algebra araba timpurie, pátralul rádácinii 
ecua^iei are aceleasi drepturi ca insási rádácina necunoscutá 
cáutatá. Acest lucru se manifestá deosebit de evident la 
Abu Kamil care dá reguli sepárate pentru calculul direct al lui x s 
prin radicali. Ín notatiile noastre, aceste reguli pentru fórmele 
nórmale 4—6 slnt urmátoarele: 



Fiecare regula se justifica cu ajutorul algebrei geometrice 
cu deosebire Insá cá la Abu Kamil segméntele si ariile pot exprima 
fárá deosebire atit numere, cit si prima si a doua putere a necuno- 
scutei. O asemenea abatere de la cerinta clasica a omogenitátii 
In deductiile geometrice este remarcabilá, desi matematicienii 
tárilor din Orientul Apropiat si Mijlociu n-au mers mai departe 
pe calea creárii unui calcul al segmentelor, dupa cum procedeazá 
mult mai tlrziu Descartes. De pildá, in cazul ecuatiei: 

X 2 + px = q, 

unde p = 10, q = 39, Abu Kamil 11 reprezintá pe x 2 prin segmen- 
tul AB, pe care il continua apoi pe o lungime BC = 10 x, astfcl 

inclt, suma AB -)- BC = AC 
exprima numárul 39 (fig. 51). 
Despre pátratul CBDE el spunc 
cá este de 100 de ori mai inare 
declt segmentul AB ínmultit cu 
una din unitátile lui, fiindcá 
segmentul BC este egal cu 10 
rádácini din segmentul AB etc. 
ín notatie literalá BC = px 
CBDE = p 2 x 2 , mai departe FA = GB se ia egal cu p 2 . 11a- 
tionamentele urmátoare, si pe care le transpunem imediat in 
limbajul algebric, sint: 

drpt. ACHF = AF-AC = p 2 q 
drpt. ABGF = p 2 x 2 = pátrat CBDE, 


H J C ¿ 


, 


B 

1 

A 


Fig. 54 
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inseamná cá: 

drpt. GHED = EH-CE = p 2 q, 

adicá: 

p 2 x 2 4- p 2 -px = ( p 2 + px)-px = p 2 q. 

Dacá J este mijlocul luí CH, atunci dupa propozijia 6 din 
cartea a Yl-a din Elemente : 


adicá: 


de unde: 


EH-CE + JC 2 = JE 2 , 


JE = BC + CJ = P x + £= ]/ A + (£)*■ 

f A * P 2 

In sfirsit, deoarece AC + CJ atunci AB sau 



ceea ce trebuia demonstrat. 

Asemánátor lui al-Horezmi, dar intr-un volum cu mult mai 
mare, inainte de a da exemple si problenie, Abu-Kamil prezintá o 
serie de reguli pcntru transformárile algebrice. Odatá cu inmul- 
tirea monoamelor si a binoamelor algebrice, cu inmultirea si 
impártirea rádácinilor pátrate, Abu Kamil introduce numeroase 
alte elemente de caleul algebric; únele sint imprástiate mai departe 
printre probleme. El considera necesar sá formuleze chiar reguli 
atit de simple ca de pildá: 



(ultima exista ji la al-Horezmi) $i In mod special prezintá regula: 

a b a 2 + 6® 

b a ab 


El analizeazá In amánunt cazurile In care suma sau diferenta a 
douá rádácini pátrate din numere rationale \ a ± \b este ratio- 
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nula sau este o rádáciná pátratá dintr-un numár rational, ceea 
ce se intimplá dacá este rational |/ab sau, ceea ce este acelasi 



ín acest caz, Abu Kamil aplica regulile: 

j /a i j/t = a -f J i 2 ) ¡ab\ 

ca exemple numerice sérvese: 

^18 i 1^8 = ]/18 -j- 8 ± 2 ^ 141, adicá j/50 respectiv j/2 
s i 

l/io ± y2 = VJ 0+2 ± 2f¿i. 

In expunerea calculului algebric observám la Abu Kamil douá 
laturi ale procesului de dezvoltare a algebrei: cresterea nivelului 
teoretic cu toatá folosirea procedeelor geoinetrice de demonstra¬ 
re, si tendinla spre aritmetizare. Abu Kamil atrage in mod l'recvent 
atentia cititorului asupra semnificatiei generale a identitátilor 
algebrice, pe care el le explica inai intii prin exemple numerice, 
dar tot acolo le formuleazá si in cuvinte, intr-o forma cu totul 
generala. Intr-o serie de cazuri el justifica aceste identitáti cu 
ajutorul teoriei rapoartelor si, in particular, prin teorema egali- 
tátii produselor dintre mezii si extremii unei proportii ■ Aici se 
produce o abatere interesantá de la traditiüe clasice. Abu Kamil 
nu face o diferentiere intre teoría generala a rapoartelor lui 
Eudoxus si teoria rapoartelor márimilor comensurabile, ci vor- 
beste despre proportii fárá sá precizeze dacá termenii lor sint sau 
nu comensurabiíi. Este perfect evident, si acest lucru se aratá 
direct, cá termenii rapoartelor sint numere ce pot fi atit rationale 
cit si irationale. Vom reveni in cele ce urmeazá asupra acestei 
imprejurári importante. Acum vom observa doar cá, in exemplele 
lui Abu Kamil pentru teoria ecuatiilor, irationalele pátraticc 
apar in permanentá ca niste numere, ca obiecte de naturá pur 
aritmeticá. Ele figureazá si in calitate de rádácini ale ecuatiilor 
si in calitate de coeficienti; ultímele n-au existat de loe la 
al-Horezmi, iar primele se intilneau extrem de rar. 

Culegerea de exemple este extrem de bogatá in opera lui Abu 
Kamil. Douá grupe de probleme se aseamáná cu cele din algebra 
lui al-Horezmi. Acestea cuprind o serie de probleme privind 
¡rapártirea numárului 10 in douá párti, conform unor conditii 


234 



suplimentare, si determinarea numárului 3 de oameni dupa 

conditia — = —-— -(- c. Dar si in aceste cazuri problemele se 
x x + 6 

complica destul de rapid si impun cerinte mari fatá de tehnica 
calculelor cu irationalele pátratice. Alte probleme sint noi in 
comparatie cu al-Horezmi. 

Vom examina citeva exemple care stau márturic despre folo- 
sirea libera si larga a irationalelor pátratice. 

Se cere sá se imparta 10 in douá párti x, 10 •— x dupa conditia: 


10 — x x 

Ecuatia corespunzátoare de gradul al doilea este: 

(2 4- y 5) i 2 + 100 = (20 4- K500)a: 

si dupa inmultirc cu y5— 2 se aduce la ecuatia: 

3 2 4- y50 000 — 200 = 103 

cu rádácina: 

3 = 5 — V225— y 50^00. 

Autorul nu se limiteazá la aceasta si gáseste o alta expresie mai 

simplá pentru rádácina, luind ca nouá necunoscutá, ca obiect 

10 — x w 10 — x 

- . Daca -= y, atunci: 

X X 



y 2 + 1 = y 5 t/ 



Direct din ecuatia liniará 


10 — x 

x 



Y’ 


necunoscutá 3 se obtine cu numitor irational. De aceea, Abu Kamil 
ridicá la pátrat ambele párti ale ecuatiei 
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si gáseste x = ^T25— 5 din ecua^ia de gradul al doilea 

x 2 + 10x = 100. 

Irationale si mai complícate apar intr-o alta problema care se 
exprima direct prin ecua^ia: 

(F?+ 3 i d/!+ 2 )= 2 °- 

Mersul initial al rezolvárii pare sá arate cá pe Abu Kamil íl neli- 
nisteste prea putin chestiunea celei mai simple rezolvári. ín loe 
sá prezinte ecuatia sub forma: 

x+' (2 1/3 + 3 ]/2) K* = 14 K6 

si aplicínd formula dedusá de el insusi pentru pátratul rádácinii, 
sá ob^iná imediat: 

x = 15 + 20 1^6 — ]/l449 + G00 J/6, 

Abu Kamil efectueazá la inceput transformárile: 

6 + + = 20) 

(l4-|/^) 2 = 196 + 130 y x 2 = 5x + j/ 24 ^ 

5x + 1/24Í 2 + j/ 130 | x 2 = 196 + £, 

x 2 + 1176 = 30* + 1/864x 2 + ^4 704Í 2 

si de aici gáseste o expresie foarte greoaie: 

x = 15 + 1/TT76 + Y 216 — 

- ]/441 + l/fÓ58 400 + l/r0Í6 064 + ^194400. 

Dar imediat dupa aceasta, Abu Kamil gáseste ji o expresie mai 
simplá pentru rádáciná, pe care am dat-o si noi. El observá cá in 
penúltima ecuatie avem: 

1/24 + y 130 ^ = ]J 154 j + 2 y 24.130 | = ]j 266 

astfel incit 

x 2 + 1 176 = 30x + J/9 600 x 2 . 


236 



De aci Abu Kamil obtine valoarea luí x de la inceput, cu deosebi- 
rea eá in loe de 20 ^6 si 600 f6, la el figureazá 400 si Y¿ 16U (( 0. 

Lásind deoparte únele exemple curioase in eare se aplica cios- 
conipunerea fiactiilor in sume de fractii fundaméntale, sü ne 
referim la o problema, unde procedee propriu-zis algebrice se 
combina cu regula falsei pozitii. Se cerc sá se imparta 10 ii¡ Irei 
párti dupa conditiile: 


x 4- y + z = 10, 

xz - y 2 , 

x 2 + y 2 = z 2 


(x < y < z). 


La Abu Kamil se vorbe^te despre partea mai mica, cea mijlocie si 
cea mare 1 . La inceput se ia x x = 1. Atunci din a doua ji a treia 
conditie pentru y x se obtine o ecuape bipátralá: 




De aceea 




i + y\ = y\ 

zi = y\ = + ]¡ i l > 2/i = [ 

*i + 2/i + =i = 1 y + |/ 1 -y + 







Pentru a-1 pune pe x sub o forma mai comodá, Abu Kamil efec- 
tueazá — exprimind totul numai in cuvinte — transformadle eare 
readuc aceastá din urmá ecuatie liniará la una de gradul al 
doilea: 

100 + 3x 2 + f5x* = 30x + j/SÜOa^, 


si inmultind 




3 — TI 
4 


din forma nórmala 


x 2 + 75 — 1^3 125 = 10j 


1 Aici si in cazuri similare, pentru a exprima ecuatiile, Abu Kamil 
nu foloseste noile denumiri propuse de el pentru mai multe necunoscute 
(a§a dupá cum procedeazá in lucrarea de teoría numerelor). Aceste denumiri 
el le foloseste doar uneori in algebrá la inJocuirea variabilelor. — iV.A. 
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obtine 


x 


= 5—l/ yi 125 — 50. 


Calculindu-1 pe z, in mod absolut identie, Abu Kainil gáscste 
z = LO — x — y. In completare, el mai calculeazá si pe y, 
plecind de la falsa pozitie y 1 = 2. 

Abu Kamil rezolvá in cazul de fatá o ecuatie bipátratá. In 
alte probleme mai intilnim de asemenea ecuatii de gradul al 
doilea ¡n raport cu o putere oarccare a necunoscutei, ca, de pilda, 
in problema care se poatc serie prin ecuatiile: 


x 2 + y 2 = z 2 , 
xy = y 2 , 
xy -- 10 


(x<y<z) 


ji pe care autorul o aduce la ecuatia: 

3 * _ loOx 4 = 10 000 


cu solutia: 

X yi2 500 — 50. 


Ceva mai complícate sint problcmele care conduc la rezolvarea 
consecutiva a douá ecuatii de gradul al doilea de genul: 


4]/ x — 3 x = x — 3 ]¡ x + 4 ; 


aici Abu Kamil ia x —3 egal cu pátratul necunoscutei auxili¬ 
are etc. * 

ín tratatul lui Abu Kamil nu gásim aplicatii geometrice. El 
aplica inetodele geometrice intr-o lucrare specialá Cartea despre 
misurátori [L20] si accastá opera, ajunsá pina la noi (incompleta) 
in traducere, latina si veche ebraicá, este consacratá pentagoa- 
nelor si decagoanelor regúlate. ín ea nu este vorba despre con- 
struirea lor si nici despre clasificarea tipurilor respective ale 
irationalelor ca in Elemente, ci despre exprimarea numérica a 
elcmentelor lor, únele prin áltele, si prin diametrele cercurilor 
eircumscrise si inscrise. Astfcl, latura unui pentagon inserís 
intr-uu cerc de diainetru LO se exprima prin radácina ecuatiei 
bipütrate: 
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astfel inoil: 



Abu Karnil calculeazá de asemenca si valorilc lalurii dccagonului 
inserís, prccuni si ale figurilor cireumscrise. apoi exprima dia- 
ínctrul prin interinediul laturilor si in cele din urntá gáscste si 
relapile inlre arii si laturi. Sá remarcan! in mod deosebit o pro¬ 
blema in care el incaica prescriptia clasica a omogenitál ii: se 
cere sá se gaseasen inálpinea unui Iriunghi celiilaterul, pentru care 
suma ariei si a ináltimii este egalá cu 10. Totul se reduce la ecuat ¡a: 


a; 2 + y 3a- 2 = 300, 

cu solutia: 

*=y v+ 1/300 —y 

Acesle douá lucrári ale lui Abu Kamil au avut o influentá 
polémica asupra dezvoltárii ullerioare a algebrei. 

Cu lucrárile lui al-Horezmi, Abu-l-Yala si Abu Kami! se 
inrudese indeaproape douá cárti ale invátatnlui din Bagdad, Abu 
Bakr Muharnmed íbn al-Hasan al-Karadji (decedat intre anii 
1019 si 1029), náscut in orasul Karadji, asezat aproximaliv la 
jumátatea drumului intre Teherán si Kazvin. Al-Karadji este 
numit deseori al-Karhi: dacá se omite punctul de dcasupra lilerei 
„dj“, ea se pronunlá ca „h“. 

Am amintit in capitolele precedente lucrarea Carie sujicientá 
despre $tiinf.a aritmelicii (Kilab al-kaji ji-l-hisab) a lui al-Karadji 
[121]. Aceastá opera, similará cu inanualul de aritmética practica a 
lui Abu-l-Vafa, este destinatá, dupa cum serie insusi autorul, 
pentru grámátici si calculatori. Ea este alcátuitá din 70 de capi- 
lole mici. Primóle 13 sint de aritmética, capitolele 41—53 — 
de geometría, unde al-Karadji il urmeazá in multe privint.e pe 
Abu-l-Vafa. Capitolele 54—70 sint de algebra. 

ín partea de aritmética, la fe 1 ca si Abu-l-Yafa, al-Karadji 
nu se foloseste de cifre si expunind opcratiile el nu separa dubla- 
rea si injurnátátirea. Un loe important il ocupa descompuncrea 
fractiilor ordinare in sume de fractii fundaméntale; el explica 
cuín se aduc fractiile ordinare la cel mai mic numitor común. O 
inovatie in literatura araba este, dupa cum se pare, verificarea 
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na nuinai prin 9, ci si prin 19. Regulile de trei, cunoscute la Bagdad 
cel putin din timpul luí al-Horezmi, se bazeazá pe teoria rapoar- 
telor descrisá destul de amánuntit pe acea vreme, la Gazna, de 
al-Biruni. 

Despre capitolele de geometrie din Carie suficientá vom vorbi 
inai departe. Sá remarcáin totusi douá probleme de aplicare a 
teoreinei lui Pitagora intilnite mai inainte in China si in India, 
íntr-una se cere sá se determine lungimea unei trestii ce creste 
in mijlocul unui lac, iesind din apa pe o ináltime de 5 coti, dacá 
o raíala de vint indoaie virful trestiei la 10 coti de la punctul 
de iesire din apa. Al-Karadji aplica direct regula pentru calculul 
diametrului unui cerc, fiind date arcul ji coarda unui segment 
oarecare, regula pe care au mai intilnit-o la al-Horezmi (p. 227). 
Conditia unei alte probleme este: pe cele douá maluri ale unui riu 
cu o látime de 50 coti cresc, fatá in fatá, doi palmieri, avind inál- 
timea de 20, respectiv 30 coti. Pe virful fiecárui palmier stá cite o 
pasáre si amindouá vád un peste pe suprafata apei. Ele se avintá 
spre pejte si ajung simultan la el, pe o dreaptá ce uneste bazclo 
celor doi palmieri. Se cere sá se determine locul de intilnire si 
lungimea drumului parcurs de fiecare pasáre. Problema se reduce 
la o ecuatie de gradul intii. : 

Continutul principal al capitolelor de algebrá din Carte sufici- 
entá este rezolvarea a 6 tipuri nórmale de ecuatii. Demonstratii I 
nu se fac. Sub raport metodic, expunerea lui al-Karadji se distinge 
prin merite deosebite. Elementele de calcul algebric la al-Horezmi ¡ 
fi Abu Kamil intrau in text imediat dupá rezolvarea tipurilor 
nórmale, iar Abu Kamil le mai completeazá pe másura necesitátii. | 
Al-Karadji asazá intregul material intr-o introducere la rezolva- 1 
rea ecuatiilor si a problemelor. El expune in mod sistematic 
operatiile fundaméntale asupra monoamelor si a polinoamelor, , 
precum si a irationalelor, prezintá cele mai importante idcnti- 
táti si suma progresiei aritmetice si numai in penultimul capítol 
comunicá regulile de rezolvare a celor 6 tipuri de ecuatii de gradul 
al doilea folosind exemplele lui al-Horezmi. Capitolul 70 este o 
culegere de probleme. Ele tóate sérvese ca un fel de introducere 
la vastul tratat de algebrá al lui al-Karadji, redactat in jurul 
anului 1010 ji purtind titlul Al-Fahri, deoarece fusese inchinat 
vizirului din Bagdad, Fahr-al-Mulk [121 a]. 

Al-Fahri este alcátuit dintr-o prefatá si douá párti; prima parte, 
continind materialul teoretic si exemplele, este divizatá in 15 
capitole. Al-Karadji inelude in opera sa tot ce fusese important 
in algebra lui Abu Kamil; in afará de aceasta, intr-o serie de pro- 
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blcme el adaugá elemente noi atit teoretice cit si practice, folo- 
sind indeosebi Aritmética lui Diofant. 

In prcfata la Al-Fahri, el formuleazá scopul stiintei calculului, 
ca fiind gásirea unor inárimi necunoscute cu ajutorul altora cu- 
noscute; drept cel mai bun mijloc pentru aceasta sérvese regulile 
algebrice generale si viguroase. Mai departe se lámurejte formarea 
diferitelor puteri ale necunoscutei, unde autorul il urmeazá pe 
Diofant, numind puterea a cincea, pátrato-cub. Ajunglnd pina 
la cubo-cubo-cub, al-Karadji aratá cá o serie de puteri se pot 
continua fárá sfirsit, si cá puterile alcátuiesc un lant de proportii, 
care se poate serie sub forma: 

1 : x = x : x 2 = x 1 : x 3 = x 3 : x* = ... 


La fel ca la Diofant, la seria puterilor se adaugá seria „fractiu- 
nilor“, adicá a puterilor inverse ale necunoscutei, légate prin 
proportiile: 

_1_._1__J_._1 _J_. 1 _ 

X X i X* 27* 3? X* 


Fractiunea dintr-un numár se defineste ca acea cantitate care, 
inmultitá cu un anumit numár, dá unitatea. 

Aparatul diferitelor reguli „trebuitoare m calcúlele algebrice" 
si de propozitii „servind pentru rezolvarea dificultátilor" este 
mult mai dezvoltat decit la Abu Kamil. Afará de descompuncrile 
pátratului sumei si diferentei, afará de cubul sumei, únele identi- 
táti de genul 


1_ To* — i* 
2 [ a— b 


+ [ a — 



1^ 

2 





= b, 


diferite expresii avind forma unui pátrat complet etc., al-Karadji 
sumeazá ji únele serii aritmetice. Afará de progresiilc arit¬ 
mético, mai gásim si regulile: 


A*«=n A=ri 

E ** = E 

1 ' l 




k = n 

V k 3 




Dupá spusele lui al-Karadji, demonstratia pentru suma pátra- 
telor nu i-a reusit, dar pentru suma cuburilor el prezintá o de- 
monstratie geometricá-algebricá simplá si elegantá. Fie cá latura 
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pátratului ABCü (fig. 55) este 1 + 2 + ... + n (la al-Karadjí 
n = 10). Separám in pátrat gnomonul BR'C'D'DCB, avind 
BB' = n. Aria gnoinonului este egalá cu: 

2n (1 + 2 + ... + n ) — n 2 = 2 n n -— — '-— n 2 = n 3 . 


ín pátratul AB'C'D' 


* 




r 


r 





i 


\' 5 


Fig. 55 


separám gnomonul B'B"C"D"D'C'B ', 
avind BB" = n — 1. Aria gnomonu- 
lui este egalá cu (n —l) 3 . Continuind 
aeest proces, vom ajunge piná la un 
pátrat cu latura egalá cu 1, iar aria 
pátratului initial va fi alcátuitá din 
ariile tuturor gnomoanelor si intru- 
cit, l 2 = l 3 , avem: 

l 3 + 2 3 +...+n 3 = (l + 2 + ...+") 2 - 

Afará de aceasta, al-Karadji mai 
dá si súmele altor citeva serii, légalo 
direct de precedentele; de pildá: 


U=n—1 

E k ( fc 

i 


4 )= E* 



¿2 k (k + 1) (k + 2) = E /t ' 3 - E k = E k - E k > 

i i i i i j i 


ultima sumare este legatá de identitatea: 

[k — 1) k {k + 1) = k 3 — k. 

In teoría ecuatiilor de gradul al doilea, al-Karadji se inrudeste 
indeaproape cu Abu Kamil si prezintá, de pildá, aceleaji deductii 
pentru regulile de calcul ale lui x si x 2 . Dar si in accastá privintá- 
opera Al-Fahri are elemente noi. Astfel, odatá cu deducerea 
geometricá a formulei rádácinii (vezi p. 230) se propune o 
completare pur aritmeticá piná la pátratul complet., fárá nici un 
fel de referiri la propozitiiíe corespunzátoare din cartea a Il-a a 
Elementelor. Intrucit in exemplele luate de la Diofant coeficientul 
tennenului superior este adesea diferit de unitate, al-Karadji 
prezintá reguli corespunzátoare, care nu implicá reducerea prea- 
labilá la fórmele nórmale ale lui al-Horezmi; aceste reguli au 
demonstratii geometrice. Meritá o atentie deosebitá faptul cá 
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al-Karadji este cel care incepe sá analizeze in mod sistematic 
eeuatiile trinóme, de gradul al doilea, in raport cu o putere oare- 
care a necunoscutei, precum si ecuatii eare se reduc la ele prin 
impartiré la o putere a necunoscutei, adicá ecuatii de forma: 

ax 2n + bx 11 = c, ax 2n c = bx n , bx 11 + c = ax 2n 

Si 

ax 2n+m = bx n+,n -j- ex". 

El prezintá regulile pentru ealeulul lui x 11 si dá exemple de 
ecuatii de gradul patru, sase si, in ultimul caz, de gradul sapte. 
líineinteles el nu ia in considerare solutia egalá cu zero. 

La sfirsitul primei párti, al-Karadji prezintá únele transforinári 
eare permit sá scápám numitorul de irationale pátratice. De pildá, 
se cautá un numár eare inmultit cu (3 -f- sá dea 1; problema 
se reduce rapid la rezolvarea unei ecuatii de gradul al doilea 
(compará cu p. 237). 

Urmátoarele cinci capitolc din partea a doua a operei Al-Fahri 
constituie o culegere vastá de probleme de algebrá si teoría nume- 
relor, cuprinzind peste 250 de probleme. Ne vom referi curind 
la problemele teoretico-numerice din aceastá culegere. Deocam- 
datá sá mai facem o observatie. 

Plecind de la faptul cá al-Karadji n-a folosit cifre in nici una 
din cele douá cárti ale sale, precum si de la faptul cá el a preluat 
multe din Arilmetica lui Diofant, unii istorici ai stiintei au tras 
concluzia cá al-Karadji si Abu-l-Vafa ar fi avut o atitudine in 
intregime dusmánoasá fatá de stiinla indiana si cá in acele vre- 
muri ar fi existat chiar o luptá intre douá scoli — cea proindianá 
si cea progreceascá — din cauza unor contradictii dintre anumite 
secte religioase [21, I, p. 763—765; 12, p. 200]. E adevárat cá 
jiu se neagá o oarecare influentá a stiintei indiene si asupra adep¬ 
ta lor matematicii elene. E foarte improbabil ca aceastá ipotezá 
sá aibá o bazá solidá. La Abu-l-Vafa si al-Karadji se pot gási 
nenumárate elemente atit de provenientá indianá cit si greacá, 
iar intr-o cantitate tot atit de mare si elemente traditionale vechi 
sau devenite in acel timp un patrimoniu tradicional al stiintei 
lárilor Islamului. Ar fi difici 1 de apreciat in mod obiectiv propor- 
t.ia tuturor acestor elemente. Principalul constá in faptul cá nu 
existá temeiuri sá se constate existenta si lupia intre ,,scoli“ 
intregi s t i i ntif ice privind expunerea numeratiei. Sá amintim cá 
insusi al-Horezmi, convins propagandist al numeratiei indiene, 
o folosise in foarte micá másurá in algebra sa. lar dacá prezen- 
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tarea numerelor prin cuvinte se pástreazá timp de secóle in multe 
manuale, aceasta isi gáseste o justificare suficienlá in obiceiurile 
traditionale si cerintele oamenilor pentru care se scriu asemenea 
manuale si care se modifica foarte lent in evul mediu. Desigur, 
in creatia unor invátati se oglindesc gusturile lor personaje, 
influenta operelor corcspunzát'oare din literatura greacá si indiana 
si posibilitátile de a le studia etc. Dar aceasta e o cu totul alta 
chestiune. 

Probleme de teoría numerelor. Abu Kamil a scris o opera spe- 
cialá privind rezolvarea in numere intregi a sistemelor de ecuatii 
liniare nedeterminate. Aceasta este Cartea raritáfilor din arit¬ 
mética (Kitab taraif fi-l hisab), cunoscutá dupa o copie araba 
dintre anii 12'H si 1218, executatá de Mas’ud al-Djulfari, originar- 
din asezarea Djulfar, din apropierea orasului Merv. Ca si algebra 
lui Abu Kamil, aceasta opera se tradusese in limba vcche ebraicá, 
spaniolá si, probabil, in latina [122]. 

Intr-o prefatá scurtá, Abu Kamil spune cá eolutiile intregi ale 
problemelor sint uneori unice, uneori exista mai multe solutii, 
iar únele'probleme nu au solutii in numere intregi. Apoi el dá 
exemple pentru tóate cele trei cazuri, complicindu-lc treptat si 
expunind amánuntit mersul rezolvárii lor. 

Tóate problemele se formuleazá in mod asemánátor cu problemele 
despre pásári. Metoda de rezolvare este diferitá de cea indiana. 
Abu Kamil rezolvá in primul rind sistemul: 

* + y + 2 = loo, 

5x -f — + s = 100. 

20 

El elimina pe z si- 1 exprima pe y prin x\ 

100 — x — y = 100 — 5x -— i 

20 

y = 4x + —x, 

J 19 

iar de aici deduce cá x = 19, y = 80, z = 1. Mai departe el 
gáseste in mod analog sase solutii pentru sistemul: 

x + y + s — 100, 

- + -2- + 2z = 100, 

3 2 
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iar apoi 98 si respectiv 304 solu^ii a douá sisteme de ecua^ii, fie- 
care fiind alcátuit din ecua^ii cu cite patru necunoscute. 

In problema 5, 


si se ob^ine cá: 


*4- y + z = 100, 

3x -f — -f — = 100, 
20 ^ 3 


x = 25 + —— y- 
160 J 


Deoarece se ia cea mai mica valoare intreagá cind y = 160, 
adicá mai mare decit 100 — numárul total al pásárilor — Abu 
Kamil conchide cá problema n-are solu^ii. 

Incununarea operei o constituie problema G: 

x + y + z + u v = 100, 

2x + + — + — + r = 100. 

2 3 4 

Aici 


si 




I.+ ¡/ + Z+ “= -¡/ + -Z+-M< 100. 
J 2^3 4 


Abu Kamil alcátuiejte douá serii de solu^ii intregi. Mai intii 
pentru y se iau valorile 1, 3, 5 etc., pentru z — 3, 6, 9 etc., 
pentru u = 2, 6, 10 etc., ji analizeazá combinatiile care satisfac 
conditiile y 59, z 54, u 50. De aici se objin 1 443 de 
solu^ii. Mai departe se iau pentru y valorile 2, 4, 6 etc., pentru 
z = 3, 6, 9 etc., pentru u = 4, 8, 12 etc.; acum y 58, z51, 
u ^ 52. Acestea mai dau 1 233 de solu^ii, astfel cá in total sint 
2 676 de solujii! 

Cea mai mare parte din problemele de teoría numerelor din 
lucrarea Al-Fahri sint imprumutate de al-Karadji din Aritmética 
lui Diofant, iar áltele sint probleme oriéntale tradi^ionale. Indi- 
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cám in mod deosebit o problema care implica rezolvarea unui 
sistem liniar nedeterminat cu cinci necunoscute: 

x + — {y + 2 + «) = 

1 

y + — (z + u + x) = s, 

4 

1 

z + — ( u + x + y) = 5 

o 

l< + Y (2 + 2/ + 2) = S- 

Acest sistem se intilneste la Diofant, iar mai tirziu apare la 
Leonardo Pisano (cu unii coeficienti modificati). De rezolvarea 
unor astfel de probleme ne vom ocupa in cap. IV. 

E posibil ca al-Karadji sá fi considerat cel dintii problema 
privind determinarea unui numár al cárui pátrat márit sau mic- 
sorat cu un numár dat sá fie un pátrat. Áutorul rezolvá douá 
exemple: 

x 2 + 5 = j/ 2 si x 2 — 10 = y 2 . 

In primul caz el ia y = x + 1, iar in al doilea y = x — 1, 

11 

de unde rezultá x = 2 si respectiv x = — • Ambele probleme 
rcprezintá tipuri particulare ale ecuatiei nedeterminate: 
y 2 = ax 2 -f- bx c, 

analizatá incá de Diofant si de insusi al-Karadji la sfirsitul pri- 
mei párti din Al-Fahri. Pentru un a pátrat, al-Karadji ia y = 
= ]¡ax -)- d, unde d este un numár oarecare dat, iar pentru un 
c pátrat ia y=mx J r]/c, cu m oarecare. 

El aplicá de asemenea substitutiile lui Diofant la citeva tipuri 
noi de ecuapi, de fclul sistemului: 

y 2 = x 3 + ax 2 , z 2 = ar* + bx 2 . 

Dacá luám 

y = mx, z = nx, 

atunci: 


x = m 2 — a = n 2 — b 
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si totul se reduce la determinarea a douá pátrate m 2 si n 2 cu dife- 
renla b —o, data, adicá la problema precedentá. 

Intr-o forma mai complicatá, aceeasi problema se intilneste 
la Abu Djafar Muhammed ibn al-Husein (prima juinátate a seco- 
lului al Xl-lea, [123]) in lucrarea despre construirea triunghiurilor 
■dreptunghice cu laturi raciónale. Problema se pune si se rezolvá 
geometric: este vorba despre construirea unor pátrate rationale, 
care, fiind micsorate sau márite cu o aceeasi márime data, se 
transforma ín pátrate rationale. Constructia lui al-Husein se poate 
exprima ín felul urmátor: dacá numerele raciónale x, y , z sint 
legate prin cgalitatea 

z 2 = x 2 -j- y 2 , 

atunci: 

z 2 ± 2xy — [x i y) 2 - 

Acest lucru il stiuse incá Diofant. Luind drept x, y sí z, res- 
pectiv a 2 — b 2 , 2 ab, a 2 + b 2 — aceste triplete de numere intregi 
pitagoreice ii erau cunoscute si lui ibn al-Husein — , obtinem 
identitátile: 

{a 2 + b 2 ) 2 ± lab (a 2 — b 2 ) = (a 2 — b 2 ± lab) 2 , 

care, prin alegerea lui a si b, permit sá se alcátuiascá solutii 
intregi si rationale pentru sisteme de tipul: 

ií 2 -j- k = v 2 , I 

u 2 — k = w 2 . I 

Ulterior, Leonardo Pisano propune o metodá generalá, ingenioasá, 
pentru rezolvarea unor asemenea sisteme. 

Sá mai ainintim si problema lui ibn al-Haisam despre cáutarea 
unui numár divizibil cu 7 si care prin impártire cu 2, 3, 4, 5 si 
6 sá dea restul 1. §i aceastá problemá apare din nou la Leonardo 
Pisano. Probleme similare le gásim si mai devreme la Magavira. 

Studiile teoretico-numerice ale matematicienilor din tárile 
Islamului nu sint prea originale si nu vom intra in analiza unor 
lucrári privind pátratele magice, sistémele liniare nedeterminate 
(de genul problemei „despre pásári“ indicatá mai sus) etc. Vom 
remarca doar douá studii. 

Unul este o incercare de a demonstra imposibilitatea rezolvárii 
in numere intregi a ecuapei 

x 3 + y 3 = z 3 , 
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aladar, a primului caz particular al vestitei teoreme a lui Fermat. 
Dupa informatiile lui ibn al-Husein, acest lucru a fost demonstrat 
de astronomul si matematicianul Abu Muhammed Hamid ibn 
al-Hidr al-Hodjandi (decedat in jurul anului 1000) din Hodjent 
(astázi Leninabad). Demonstraba lui al-Hodjandi nu ni s-a 
pástrat, dar ibn al-Husein aratá cá ea fusese insuficientá. 

Abu-l-Hasan Tabit ibn Korra ibn Marvan as-Sabi al-Harrani 
(in jurul anilor 830—901), sabeean astrolatru de origine, náscut 
in orasul mesopotamian Harran, centrul religios al sabeenilor 1 
si care lucrase la Bagdad, face o alta descoperire ce meritá a fi 
amintitá. Tabit ibn Korra aratá cá in cazul unor numere prime 
p = 3-2"—1, q - 3-2 n_1 —1, r = 9-2 2n_1 — 1, numerele M = 
= 2 n -p'q si N = 2 n • r sint numere „prietene“, adicá fiecare 
dintre ele este egal cu suma divizorilor celuilalt, ca de pildá 220 
si 284. Acest fel de numere apare in literatura neopitagoreicá, 
dar procedeul pentru formaren lor fusese necunoscut inainte. 
Perechea 220 si 284 corespunzátoare lui n = 2 serveste mult 
timp ca exemplu unic de numere prietene; perechi noi (17 296 
si 18 416 pentru n = 4, 9363 584 si 9 437 056 pentru n = 7) 
gásesc P. Fermat si R. Descartes. L. Euler, care consacrá o lu¬ 
crare specialá (1749) numerelor „prietene“, si dá un tabel cu 61 de 
perechi de asemenea numere. Legea generalá de formare a numere¬ 
lor „prietene“ n-a fost gásitá nici piná-n prezent. 

Sá ne referiin acum la istoricul ulterior al diferitelor discipline 
si probleme ale matematicii. 

Dezvoltarea sistemului pozitional; fractiile zecimale. Sistemul 
poziponal de numeratie se ráspindeste mai departe in primul 
rind in calculul sexagesimal folosit de astronomi. Acesta esle 
un sistein sexagesimal pozitional complet de numere intregi si 
frac^ii, mai perfcctionat decit cele create in antichitate. Probabil 
cá incá Abu-l-Vafa il cunoscuse, dar prima lui descriere o gásim 
in opera Despro bazele calculului indienilor (Fi usul hisab al-Hind), 
intocmitá de Kusiar ibn Labban al-Djili (in jurul anilor 971—1024), 
náscut la Ghilian (in limba arabá — Djilian), situat la sud de 
Marea Caspicá [1251. 

In acest sistem, fiecare din numerele de la 1 la 59 (fig. 56) 
se reprezintá cu ajutorul unui semn individual — notaría alfa- 
beticá a numárului respectiv. Fiindcá numerele de la 1 la 59 se 

1 Triburi din sud-vestul Arabiei care au alcátuit un stat (pe teritoriul 
actualului Yemen) cu capitala la Marib intre secolele IX ji I i.e.n. — JY.T. 
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tnseamná prin una sau douá litere, a cáror suma a valorilor nu~ 
rnerice este egalá cu numárul dat, aceste cifre se cheamá djumal, 
dupa pluralul cuvintului djumla, adicá suma. Literele-zeci 
se scriu in dreapta literelor-unitáti. Pcntru zero se foloscste; 
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Fig. 56. Cífrele djumal. 

un scimi spei’ial&. prove niL peale din sciiiiinl luí zero al inváía- 
tilor din Alexandria, care il scriau in fractii sexagesimale sub¬ 
forma literei o cu o liniutá deasupra (de la cuvintul •ü(mv — udein. 
— „nimic“); orice confuzie cu valoarea numérica a lui ó, adicá 
cu 70, se exelude, fiindeá in scrierea unei fractii sexagesimale, 
numárul 70 nu se intilnegte niciodatá. 

Celelalte numere intregi si chiar fractiile se scriu sub forma: 

a n 60" -f- a n _!60 n 1 -{- ... a 0 + a_j60 1 -|- ... a_ m G0~ m , 

unde toti a k pot avea valori de la 0 piná la 59. Rangurile frac- 
tionare poartá dupá modelul greccsc nume de minute, secunde,, 
terjii etc., rangul unitátilor — grade, iar rangurile sexagesimale 
superioare — „o datá ridicate“, „de douá ori ridicate“ etc. Cal- 
culul ji operatiile in sistemul pozitional sexagesimal le descrie 
al-Kaji in Cheia aritmeticii [126, 125], mai amánuntit decit 
Kajiar ibn Labban. 
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Djemsid ibn Mas ud al-Kasi sau al-Kasani, dupa poreelá 
Ghiaseddin, adicá „ajutorul credin|ei“, este originar din orasul 
iranian Kasan, situat intre Teherán si Ispahan. El s-a náscut 
in al treilea sau la inceputul ultimului sfert al secolului al XlV-lea. 
La invitatia lui Ulug-bek, se muta, in jurul anului 1420, la 
Samarkand unde conduce o serie de lucrári astronomice si moaré 
in anuí 1429 sau ceva inai tirziu. Lui ii aparan multe opere de 
astronomie si trei trátate remarcabile de matemática, dintre 
care Cheia aritmeticii (Miftah al-hisab) o termina la 2 martie 
1427 [126 aj. Asupra celorlalte douá trátate voin mai reveni. 

Cheia aritmeticii este un manual magistral de matemática ele¬ 
mentará, in care autorul tiñe seama de interésele unui cerc foarte 
vast de cititori. Dupa bogátia materialului, claritatea si eleganta 
expunerii lui, cartea este única in felul ei in intreaga literatura 
medievalá. Binein^eles cá majoritatea cunostintelor nu sint noi 
si aici se gásesc probleme intilnite cu multe secóle inainte. Titlul 
cártii, intilnit si la alte opere mai vechi, aratá cá aritmética este 
consideratá drept o cheie pentru rezolvarea diferitelor probleme 
care se reduc la un calcul sau, dupá cum spune insusi autorul, 
aritmética este stiinta gásirii necunoscutelor numerice cu ajutorul 
unor máriini cunoscute corespunzátoare lor. In acelasi fel definise 
stiinta calculului incá al-Karadji. Lucrarea este impárt.itá in 
cinci cárp: I) despre aritmética intregilor, 2) despre aritmética 
fractiilor, 3) despre calcúlele astronomilor, 4) despre másurátori 
si 5) despre gásirea necunoscutelor cu ajutorul algebrei, al regulii 
celor douá false pozitii s.a. Datoritá calitáplor t,i superioare, 
Cheia aritmeticii a fost transcrisá timp de sute de ani: o edipe 
litografiatá a acestei cárti s-a mai publicat la Teherán chiar in 
anuí 1889. 

Sistemul sexagesimal poziponal se expune in cea de-a treia 
carte a Cheii — despre calcúlele astronomilor. Pentru reprezen- 
tarea unui numár se scriu la rind tóate cífrele lui si fie cá se indicá 
tóate rangurile lui, fie numai cel mai mic rang, ca de pildá, 
133 264 537 secunde inseamná 1-60 2 + 33-60 + 264- 45-60 -1 + 
+ 37-60 -2 si se citeste: 1 de douá ori ridicat 33 ridicat 
26 grade 45 minute 37 secunde. Inmulprea si impárprea se 
bazcazá pe aplicarea a douá tabele. Prima este tabla inmulprii 
piná la 59-59 si ea trebuie sá fie la indemina calculatorului, 
fiindcá nu-i usor de memorat cele 59-30 = 1 770 de produse 
care intrá in componenda ei. Cea de-a doua tabelá serveste pentru 
determinarea rangului produsului sau citului, a douá ranguri 
sexagesimale. Al-Kasi íormuleazá regulile respective in formá 
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generala pentru orice indici intregi, pe care-i numeste „numere 
ale rangurilor“. Pentru aceasta, el presupune a° = 1, adicá face 
sá corespundá gradelor (unitátile sistemului sexagesimal) rangul 
zcro, iar de numerele negative se dispenseazá, fácind distinctie 
intre partea pe care sint asezate rangurile intregilor si ale frac- 
t.iilor fatá de grade sau, dupa cum mai spune el, face distinctie 
intre „lanturile crescátoare“ si „descrescátoare“. 

Regulile noastre 

a m -a n = a m+n si a m :a n = a m - n , 
al-Kasi le formuleazá astfel: 

„Suma numerelor a douá ranguri de factori sinipli ai uneí 
inmultiri, dacá ele se aflá de aceeasi parte a unitátilor, sau d i fe- 
renta intre ele, dacá ele sint de párti diferite, este numárul ran- 
gului produsului din partea sumei sau din partea superioritá tii, 
iar diferenja numerelor a douá ranguri intre doi termeni simpli 
ai unei impártiri, dacá ele se aflá de aceeasi parte a unitátilor, 
si suma lor, dacá ei sint de párti diferite, este numárul rangului 
citului rezultat prin impártire in lant crescátor, dacá rangul deim- 
pártitului se aflá deasupra rangului impártitorului, si in lant 
descrescátor, dacá nu este asa“ [126, p. 93]. 

La fel ca si precursorii sái, al-Kasi stie sá aducá la acelasi 
indice un produs de radicali si formuleazá in cuvinte rezultate de 
genul acestuia: 

n mn / ™ nm/Tñ mn/ ñiLn 

\/ a' i/ b = [/ a / b n = \y a 1 b n . 

ín acea vreine si in Europa se elaboreazá operatiile asupra expo- 
nentilor. La sfirsitul secolului al Xl\-lea, N. Oresme introdui’e 
exponentii fractionari in termenii teoriei antice a rapoartelor, 
N. Chuquet introduce in anuí 1484 exponentii negativi si nul iar 
M. Stiefel, care introdusese insusi termenul „exponent“ (expo¬ 
liáis), poate spune pe scurt in 1544: la inmultire exponenlii se 
aduná, la impártire — se scad. 

Al-Kasi efectueazá inmultirea si impártirea numerelor sexa- 
gesimale intregi si fractionare, absolut la fel ca si in sistemul 
nostru zecimal. Vechii matematicieni arabi, asemenea lui al-Ho- 
rezmi, transforman mai intii fractiile sexagesimale in numere 
zecimale intregi ale unitátilor rangurilor inferioare, efecluau 
operatiile in sistem zecimal, iar apoi reveneau la sistemul sexa¬ 
gesimal. Pentru a verifica rezultatul, al-Kasi aplicá impártirea 
prin 59=60 — 1, care joacá aici acelasi rol ca si verificarea prin 
9 (adicá 9 = 10 — 1) in sistemul zecimal. 
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ín expunerea aritmeticii sexagesimale pozi^ionale, al-Kaji ii 
oinneazá in esen^á pe multi dintre precursorii sai. El face un 
pas important, extinzind numeraria zecimalá a intregilor asupra 
fraetiilor. 

In cap. I din cea de-a doua carte a Cheii, consacrat fraetiilor, 
al-Kasi aminteste cá a introdus, prin analogie cu fractiile sexa¬ 
gesimale, frac^ii alcátuite din puterile consecutive ale unei zecimi 
si numejte aceste puteri zecimale, secunde zecimale, ter^ü zeci- 
male etc., iar inseji fractiile le numeste frac^ü zecimale 1 . Scopul 
lui este sá creeze un sistem de frac^ü, in care la fel ca $i in sistemul 
sexagesimal, tóate operable sá se efectueze la fel ca ji cu 
numerele intregi, dar fundat pe baza zecimalá general folositá si 
de aceea accesibil ji pentru aceia care nu cunóse «calcúlele astro- 
nomilor“. In cartea a IV-a despre másurarea figurilor, el trans- 
formá multe rezultate in frac^ii zecimale. Operable cu fractiile 
zecimale sint descrise in cartea a 11I-a. De fapt, ar fi fost suficient 
ca al-Kasi sá fi fácut doar observaba cá aceste opera^ii se efec- 
tueazá dupá regulile cunoscute ale «calculului astronomilor", 
dar el mal formuleazá o datá, in mod special, regula pentru expo- 
nenti la inmul^ire si la impár^ire ; toemai aceasta e regula pe care 
am prezentat-o ceva mai sus. El acordá o mare atente trans¬ 
formara fraetiilor sexagesimale in cele zecimale si invers; in 
ajutorul calculatorului, el prezintá tabele compacte pentru expri- 
marea numerelor zecimale de forma a^-lO", unde 10 -10 ^ 10” ^ 
^ 10 10 , a k = 1, ... ,9, prin numere sexagesimale. 

Cind un numár sexagesimal nu se poate exprima printr-o fractie 
zecimalá finitá (fractia zecimalá se exprimá exact printr-una 
sexagesimalá), al-Kasi rotunjeste aproximarea la fel cum se face 
astázi, — asa cum, de exemplu, procedase incá Abu-l-Vafa, 
Gásind, de pildá, cá 8'29' , 44"' (partea fractionará a numárului 
7t) este egalá cu 0,141 592, iar la rest mai rámin 35'33*20"', 
adicá mai mult de jumátate din unitatea ultimului rang zecimal, 
el rotunjeste fractia zecimalá, márind ultima cifrá cu 1. Mersul 
propriu-zis al calculelor este urmátorul. Dacá 

— -I-—-I- 4 — = — -I- .... 

60 60 2 ' 60 s 10 10 2 + 10 3 

atunci inmultind cu 10 avem: 

. . 24 .57 20 y z 

1 d~ — d-d~-í» d - — d - — 

60 60 2 60 s 10 10 2 

1 Fractiile zecimale se folosesc }i intr-o operá mai veche a lui al-Ka;i 
privind másurarea cercului, cu care ne vom mai intilni. — N.A. 
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Fig. 57. Transformaren fractiei sexagesimale 8'29”44"' inlr-una zerimubV 
0,141 592. Din Cheia aritineticii a lui al-Kasi (manuscrisul de la Leytla, 1554). 


si prin urinare .r = 1. La fel procedían si cu egalitalea 


24 57 , 20 = j/_ £_ 

GO + GO 2 + GO 3 10 ^ 10 2 


H- 


etc. ln felul acesia apare un tabel in a earuia a doua coloaná (in 
dreapta) se aflá cífrele fractiei zecimale, iar ln prima (dedesublul 
liniilor) — fractiile sexagesimale eare se transforma (fig. 57). 
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Sá observám cá al-Kasi nu remarca periodicitatea evidentá a 
íractiei 0,141 (592) obtinutá de el. 

Pentru a reprezenta íractiilc zccimale carc se scriu in aceeasi 
linic cu partea intreagá a numárului, al-Kasi aplica diferite 
procedee: separa printr-o linioará partea intreagá, sau o serie cu 
o alta culoare, sau serie deasupra cifrelor denumirea rangurilor; 
cel mai adesea el numeste doar rangul inferior, a cárui cunoastere 
determina si pe celelalte. 


Unitá},i | 

M í ñute 

l 

Secunde 

Terjii 

i 

24 

57 

20 

4 

9 

33 

20 

1 

35 

33 

20 

5 

55 

33 

20 

9 

15 

33 

20 

2 

35 

33 

20 


íncercári de a se introduce fracfiile zecimale se fácuserá gi mai 
devreme. Dupa cum stim, le-am intilnit inca in China. E posibil 
ca si al-Kasi sá fi avut oarecare informatii despre aceasta. El insá 
considera cá introducerea fractiilor zecimale este un merit per¬ 
sonal al sáu. In orice caz, evidentierea si aplicarea regulatá a 
fractiilor zecimale, precum si descrierea operatiilor cu ele constituie 
o realizare a lui al-Kasi. Sehita succintá a sistemului de „prime“, 
,,secunde", „terti¡“ etc., zecimale, pe care o intilnim in manu- 
scrisul matematicianului evreu Irnmanuil Bonfis, care a tráit in 
secolul al XlV-lea la Tarascón, este cu totul neinsemnatá in 
comparatie cu teoría fractiilor zecimale (vezi p. 391) lui al-Kasi. 

Extragerea rádácinilor si binomul lui Newton. Dupa al-Ho- 
rezmi, matematicienii arabi introduc o' serie de simplifican in 
ordinea primelor patru operatii aritmetice si imprumutá de la 
indieni sau propun ei insisi procedee noi de dispunere a calcu- 
lelor. Nu ne vom opri asupra acestor chestiuni. O importantá 
mult mai marc o are perfectionarea procedeelor de extragerc a 
rádácinilor [127]. 

An-Nasavi descrie pentru prima oará extragerea rádácinii cubice 
dupá un procedeu ce coincide cu cel antic chinez, adicá dupá 
procedeul Ruffini-Horner. Abu-l-Yafa serie o opera despre extra- 
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rrerca rádácinilor de gradul al treilea, al patrulea si al saptclca 1 , 
iar al-Biruni — despre extragerea rádácinilor de gradul al treilea 
si mai mare. Aceste opere au rámas nedcscoperite. S-a pierdut si 
tratatul lui Khayyam Dificultáfile aritmeticii (Mu^kilat al-hisab), 
cuprinzind procedeul pcntru determinarca rádácinilor de orice 
indice natural din numere intregi. In algebra sa, Khayyam spune 
cá a dat demonstraría numericá a procedeului indian de extragere 
a rádácinii pátrate si cubice, bazat pe formula pátratului si. res- 
pectiv, a cubului unui binom si a extins acest procedeu asupra 
oricáror exponenti intregi. S-ar párea cá Ommar Khayyam cu- 
nostea „binomul lui Ne\vton“ pentru exponenti intregi [132, 
pp. 22 si 119]. 

Unica descriere cunoscutá din literatura arabá, privind pro¬ 
cedeul de extragere a rádácinilor din numere intregi, o continc 
Cheia aritmeticii lui al-Kasi. In capitolul Despre determinarea 
bazei puterii din prima carte a acestei opere, el expune in amánun^i- 
me regula si o ilustreazá detaliat pe exemplul j/41240899506197, 
reducind tóate calcúlele la un tabel foarte comod. Mai departe el 
dá exemple de extragerea rádácinii din numere sexagesimale, fárá 
a le transforma in numere zecimale; iar printre aceste exemple 

existá urmátorul f/ 341 X 59 V I II 1 VI1 7 VI 14V54 1V 24 III 3 II 47 T 37°40'. 

Metoda lui al-Kasi pentru determinarea pár^ii intregi a rádácinii 
este metoda lui Ruffini-Horner si autorul nu pretinde de a o 
fi descoperit. E posibil ca al-Kasi sau precursorii lui sá fi aflat 
acest procedeu de la chinezi. 

Cheia aritmeticii confine de asemenea única expunere cunoscutá 
din acele vremuri, privind regula de ridicare a unui binom la 
orice putere numár natural, dar nici pe aceasta autorul n-o soco- 
teste cá ar fi o descoperire proprie. Totusi, al-Kasi nu foloseste 
aceastá regulá pentru gásirea pár^ii intregi a rádácinii, ci pentru 
calculul aproximativ al pártii fraccionare a unei rádácini dinlr-un 
numár intreg. 

Al-Kasi numeste coeficientii binominali elemente ale indicilor 
puterii, fácind exceptie numai -pentru coeficientii primului si 

1 Aceastá opera, se numejte Carlea despre determinarea nmchiei cubului, 
a unui pálralo-palral si a ceea ce este alcáluit din ele (Jvitab istihradj zi lal-lca'b 
va mal al-mal va ma iulricab minhuma) . ín intelegerep obiectului acestei cár^ i 
noi ne mentinem la párerea lui P. Luckey [127]. f 

F. Woepcke considera cá in afará de extragerea rádácinilor de gradul 3 
si 4, cartea mai enntine si rezolvarea ecuatiei: 

.t 4 -j- ax 3 = b. 
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■ultiinului termcn al descompunerii care sinl egali cu 1. Pátratul 
are un singur coeficient al exponentului, cubul-douá, iar pcntru 
fiecare índice urmátor, numárul lor se máreste cu o unitate. 
Al-Kasi prezintá o regula aditiva pentru ealculul eonsecutiv al 
coefieientilor, corespunzátor formulei noastre C™ = C-1 + C_ 1 
si dá tabelul lor (fig. 58) pina la puterea a 9-a inclusiv: 

9 


36 

8 





84 

28 

7 




126 

56 

21 

6 



126 

70 

35 

15 

5 


84 

56 

35 

20 

10 

4 

36 

28 

21 

15 

10 

6 

9 

8 

7 

6 

5 

4 


Al-Kasi forinuleazá regula binomului pentru puterea a 5-a, 
■ dar intrucit se cunoaste procedcul de continuare a „triunghiului 
lui Pascal”, aceasta are un carácter general. Forma regulii diferá 
putin de cea cu care sintein obisnuiti; al-Kasi serie diferen^a 

(« + b) n — ci n = C , n a n ~ 1 b + C 2 n a n ~ 2 b 2 + ... + b n . 

El dá separat regula pentru diferenta 


(,a + 1)"— ci n = cy 1 - 1 + cy~ 2 + ... + 1; 


el o face astl'cl. deoarece (a -)- l) n — a n este numitorul pártii 
.zecimale a rádácinii. Rádácina ]¡a n r, unde a este intreg, iar 
r < (a + 1)" — n n , al-Kasi o exprima aproximativ sub forma: 


¡?'a n + rxa + 


[a -f l) n — a n 


Pentru rádácina pátratá se obtine in particular aproximatia: 


« 2 + r = a -j- - - 

2a + 1 

Al-Kasi nn prezintá dcducerea formulei sale. Poatc cá el obpnea 
-corectia pentru partea Intreagá prin interpolare liniará. Fie y= 
= |/' dacá —y, atunci = a, iar dacá x 2 = (a -f- l) n , 
•atunci y.¡ = a + 1/ In acest caz,- pentru x = a n + r avem: 


V — Vi _ f — T 1 

y 2 — Vi — *i ’ 


adicá, y = {/ a n + rí« a -\ - 


(a + l)n— „)< 
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Fig. 58. Tabelul coeficientilor binomiali. Din Cheia aritmclici 
a lui al-Kasi (manuscrisul de la Leyda, din 1554). 
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E posibil cá el sá fi gásit corectia si cu ajulorul formulei bino- 
mului. Daca 

l/'^ a n + r = a ■ + p (p < 1), 

atunci: 

a n + r = a n -f- C‘a n_1 p C 2 a n ~ 2 p 2 -f- + p n 

si 

i 


P 



Cía"- 1 + C;a«- 2 p + -. + p"- 1 C),a"-« T + .... + 1 


(a + l) n — a" 

Sá observám cá pentru a gási aceastá corectie fraccionará nu e 
nevoie s-o calculara in mod special: numárátorul si toti termenii 
numitorului se ob^in in cursul calculului pártii intregi a rádácinii. 
In exemplul lui al-Kasi (fig. 59) avem: 

¡y 44 240 899 506 197 s» 536-—-— • 

v 414 237 740 281 

Cazuri particulare ale formulei generale pentru extragerea apro- 
ximativá a rádácinii se cunóse in tárile Islamului cu mult inaintea 
lui al-Kasi. An-Nasavi aplica, de pildá, regulile: 


\/a 2 + r = a + 


2a + 1 


V « 3 + r = « + 


3a 2 + 3a + 1 


Dupa cum s-a inai spus (vezi p. 155), uneori aproximarea se 
imbunátáCeste cu ajutorul unui proces de iteratie, folosit inca de 
babilonieni. Asa de pildá, invátatul arab de la sfirsitul secolului 
al Xll-lea, Abu Zakaria (sau Abu Bakr) Muhammed ibn Abdalla 
al-Hasar, foloseste aproximarea: 



ín Europa, extragerea rádácinilor bazate pe descompunerea 
binomului, pentru indici piná la puterea a 8-a, e descrisá de 
P. Apianus in anuí 1527. In anuí 1544, M. Stiefel o prezintá 
sub o formá mai generalá, dind un tabel de coeficienp binomiali 
piná la puterea a 17-a. 
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J 7 iy. 59. Exlrasrorca riíilaciníi de pradal al cíncilea din 
jiinn'uul \ 4 2'fcO S99 50(1 197. l)in Cheia antmeticii a luí 
al-Kasi ímaurs i isiil de la Lcxda, lá.Vii. 





Pentru un calcul mai exact al unei rádácini irationalc, al-Kasi 
recomandá sá se mai inmuljeascá numárul de sub radical cu 
puterea respectiva a lui zece: 

,«/V _ yww . 

V — lOh 

La extragerea rádácinii dintr-o fractie, dacá numitorul este 
¡racional, se foloseste regula: 

n jM _ t/ 7 JV'-'AÍ 
\ N N 

Atenpa perinanentá a lui al-Kasi de a obpne aproximári cit 
mai exacte o caracterizeazá exemplele in care se cxtrag rádácinile 

1 

din numere mixte. Rádácina pátratá din 7— se calculeazá mai 


í 


4 + 



2 


19 
30 * 


Rczultatul va fi mai bun dacá numárul se va prezenta de la 
ínccput sub forma unei fractii: 


' f 43 _ \258 _ f256 + 2 _ 0 67 
' 6 ~ 6 ~ 6 W ¿ 99 ‘ 


íntr-adeVár, eroarea din prima aproximare este de 0,04, iar 
in cea de-a doua, circa 0,004. 

Autorul calculeazá cu o mare exactitate muchiile poliedrelor 


regúlate. Numcrele 

piná la 60~ 5 , ceea 
aproximárile: 


._ _ | • 

1/2, 1/6, -—el le dá piná la cvi'nte, adicá 

f3 

ce corespunde la 1,5-10 -9 . Mai gásim aici si 


]/l0 (5 — /5) 1°10'32"3'"13""55""' 


fi 


— (1/15 — 1/3) 0°21'24"33"'34""17 

6 


Numerele ¡raciónale fi teoría rapoartelor. in ceea ce privcslc 
tehnica si exactitatea ealculului, al-Kasi si-a intrecut toti pre- 
cursorii. dar el nu a fácut altceva dccit sá continué o linie nmlti- 
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scculará de dezvoltare. Calcúlele trigonometrice si geomctrice si 
Sndcoscbi intocmirea unor tabele astronomice din ce in ce mai 
exarte duceau pe matematicienii ^árilor Islamului la opera^ii 
cu numere ¡raciónale. Aplicapile geometrice ale algebrei ji dez- 
voltarea ei rapidá au fácut de asemenea ca ira^ionalele ji 
¡n primul rind, rádácinile pátrate din numere intregi 
nepatrate si din numere fraccionare sá deviná tot mai mult un 
obicct obligatoriu de studiu. Dacá la al-Horezmi, iraCionalele 
sint rare si absolut elementare, in schimb Abu-Kamil opereazá 
frcevent si cu foarte multa iscusinCá cu iraCionalele pátratice mai 
complícate; acelasi lucru se refera si la al-Karadji. 

In aceste condi^ii se produce desigur aritmetizarea teoriei 
antice a iraCionalelor de gradul al doilea, ji anume, a celei din 
cartea a X-a a Elementelor lui Euclid, din care únele teoreme se 
folosesc direct pentru transformarea si simplificarea radicalilor, 
ce intrá in expresiile rádácinilor ecuaCiilor numerice de gradul 
al doilea. 

In Carile Islamului, Elementele sérvese ca cel mai important 
manual de scoalá si ca punct de plecare al cercetárilor. Intre 
sfirsitul secolului al VlII-lea si mijlocul secolului al XV-lea se 
pot cita aproape cincizeci de matematicieni, preocupa^ de tra- 
ducerea, transformarea si comentarea Elementelor lui Euclid. 

Un rol esencial in stimularea atenCiei spre comentarea Elemen¬ 
telor il joacá marele filozof al acestor vremuri, Abu INasr Muham- 
med ibn Muhammed al-Farabi (870? — 950 sau 951). Originar 
din apropierea orasului Faraba, situat la vársarea riului Aris in 
Sir-Daria, al-Farabi provine din aristocracia militará turcá din 
Asia centralá ; el lucreazá la Bagdad ji la Aleppo. ConcepCiile lui 
al-Farabi alcátuiesc o imbinare a citorva idei musulmane cu 
platonismul si, indeosebi, cu aristotelismul pe carc el il propagá 
cu succes in Orient. Interesul acestui filozof faCá de Elemente 
se cxplicá, prin locul pe care-1 ocupá in aceastá operá analiza 
notiunilor fundaméntale din geometrie si aritmeticá, noCiuni 
carc joacá un rol important in lucrárile lui Aristotel. Lucrarea 
lui al-Farabi, Comentarii la dificultadle din introducerile la cea 
de-a doua $i a cincea carte a lui Euclid (Sarh al-mustaglak min 
musadara al-makala al-ula va-l-hamisa min Uklidas) au ajuns 
piná la noi intr-o traducere in limba veche ebraicá. Cu privire 
la definicia punctului, a liniei si a suprafeCei, al-Farabi serie: 

„Studiul trebuie sá inceapá de la un corp perceptibil, apoi sá 
se treacá la analiza unui corp, abstract faCá de senzaCiile legate 
de el, apoi la o suprafaCá, apoi la linie si in cele din urmá la 
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punct“ [128, p. 90]. Al-Farabi se apropie aici de Aristotcl, care 
spune cá notiunile matematice se creeazá prin abstractizarea 
proprietátilor obiectelor reale. De altfcl, importanta matemática 
a comentariilor lui al-Farabi nu este maro: in cazul de fatá este 
mai important rolul stimulator, dccit rontinutul lor concret. 
Al-Farabi, la fel ca si alti filozofi, atrape atentia matcmaticienilor 
asupra lucrárilor lui Aristotel, fapt care capátá curind o importanta 
deosebitá si pentru cercetári matematice speciale, ca de pildá 
pentru creatia lui Khayyam. 

De un interes deosebit sint pentru matematicieni problemele 
nodale din Elemente: teoría drcptelor paralele, teoría rapoartelor 
si teoria irationalelor pátratice. Inca pe timpul lui al-Mamun, 
se redacteazá comentarii la cartea a Y-a, apartinind lui al-Abass 
ibn Said al-Djauhari si lui Abu-t-Tadjib Sanad ibnAli, conducá- 
torul Observatorului astronomic. Tabit ibn Korra, fácind o 
traducere nouá a Elementelor, serie lámuriri la ele, indeosebi la 
cartea a Y-a si un comentariu special la teoria paralelelor. Abu 
Abdalla Muhammed ibn Isa al Maliani, náscut in orasul iranian 
Mahana (deccdat in jurul anului 880) si care lucreazá la Bagdad, 
serie o serie de comentarii la cártile I, a V-a, a X-a si a XlII-a. 
Dupa al-Mahani, de interpretarea Elementelor se ocupa matema- 
ticianul si astronomul Abu-l-Abas al-Fadl ibn Hatim an-Nairizi 
din Bagdad, cunoscut si dupa numele lui latinizat Anaricius 
(decedat aprox. in 922), precum si Muhammed ibn Abd al-Baki 
al-Bagdadi (dccedat aproximativ in 1100) si altii. 

Teoria irationalelor pátratice (si bipátrate) se construieste in 
cartea a X-a din Elemente prin reprezentarca lor prin imagini 
geometrice — segmente si dreptunghiuri. In aceastá carte se cla¬ 
sifica si se deduc proprietátile márimilor, care se pot considera 
ca rádácini irationale ale unor ecuatii de gradul al doilea si 
bipátrate; aceastá clasificare serveste in cartea a XlII-a pentru 
determinarea si construirea muchiilor poliedrelor regúlate. Intre 
áltele, in cartea a X-a se deduc transformári atit de importante 
cum sint de pildá 

1 /o ± l / b — ]/a + b zt 2 1 /ab, 

1 _ V“ T Yb 

Va ± V 'b a —[b 


( 1 ) 

( 2 ) 


y a i |/b 



(3) 
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Comentatorii aiabi descoperá continutul aritinctic al acestor 
transformári si le ílustreazá prin exeniplc numericc. In mod 
analog pfocedase si Bhaskara, dar la o scará inult inai redusá. 
lata citeva exemple ale lui al-Bagdadi [129]: 

|fíu ± 1/8 = j/l8± 1/320, 

W±m = u± i, 

V 12 ± [Y 3 = j/j/27 ± |/24 = VST± 1/2592 

ultimul este usor de obtinut, punind partea din stinga sub forma 

l/ / 3 (1/2 ± (/i) = 1/3- Vl/9± p, 

vfs±rs=y4i±^. 

La al-Karadji intilmm si transformárile unor radicali siinpli 
de gradul al treilea : [/^ 5 4 — [/^ 2 = [/^ 16, |/^54 + |/^ 2 = [z^'128. 

In accst fel, in stiinta Orientului Apropiat si Mijlociu se sterge 
insási deosebirca dintre márimile geometrice incomensurabile si 
irationalele numeriee. Nurnerele irationale devin intru totul obiect 
de studiu al aritmética si al algebrei. Un asemenea punct de vedere 
il exprima, de exemplu, al-Biruni, pe care-1 influentaserá intr-o 
oarecare másurá si operele indienilor. In cartea de trigonometrie 
a lucrárii sale Canonul lui Mas’ud, al-Biruni spune: Circumferin(a 
cercului impárfitei prin diametrul lui alcatuieqte un raport, care este 
raportul dintre numcirul circumferin[ei $i numarul diametrului, 
dar acest raport este irafional [L66, p. 303]. In timp ce multi mate- 
maticieni, urmindu-i pe vechii greci si alexandrini, denumeau 
produsul a douá segmente — „arie dreptunghiulará“, construitá 
pe aceste segmente, al-Biruni vorbeste sistematic, in cazul de 
fatá, despre „produsul a douá linii“ [126]. 

Matematicienii tárilor Islamului nu se limiteazá, asa cum o 
fácuserá indienii la folosirea in fapt a numerelor irationale, ci 
le trateazá ca pe un obiect de studiu teoretic. Pentru aceasta, ei 
intrebuinteazá teoría anticá a rapoartelor, o supun analizei si 
criticii, iar apoi dezvoltá o teorie propric si extind sfera notiunii 
de numár pina la multimea numerelor reale pozitive. 

Analiza critica a teoriei rapoartelor lui Eudoxus-Euclid o face 
inca al-Mahani, urmat de alti multi invátati remarcabili [130]. 
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Nici unul dintre acestia nu neagá justetea definitiei clasice a ega- 
litá[ii a douá rapoartc, dar majoritatea mateinaticicnilor pre- 
Eupun cá aceastá definitie nu dezváluie esenta proportiei, iar noí 
am spune cá nu exprima functia de másurare pe care o are rapor- 
tul. ín timp ce in definitia a douá márimi comensurabilc rolul 
principal il joacá proccsul de másurare a unei'márimi prin alta — 
algoritmul lui Euclid — in definitia generalá din cartea a V-a a £7e- 
mentelor se compará nemijlocit niste termeni echidivizibili ai 
unei proportii Matematicienii tárilor Islamului tind sá seoatá 
pe primul plan procesul de másurare chiar in definitia cgalitátii 
rapoartelor si totodatá sá stabileascá o legáturá strinsá intre 
rapoartele incomensurabile si cele comensurabile, care sérvese 
pentru aproximarea celor dintii. Definitia clasicá a proportiei se 
inlocuiestc treptat printr-una nouá, rcnáscind, in esen^á, asa- 
numita definitie antifairetieá, preeudoxianá, care se bazeazá po 
algoritmul lui Euclid si este cchivalentá cu definitia egalitát i i a 
douá rapoarte prin egalitatea celor douá descompuneri incompleto 
particulare corespunzátoare ale acestora in fractii continué 2 . 
0 asemenea definitie se gáseste la al-Mahani, dar ca nu aparo 
la el ca definitie fundamentalá, ci ca o insusire a proportiei, 
definitá dupá Euclid. Dupá al-Mahani urmeazá un sir de autori, 
precum: an-Nairizi, ibn al-Haisam s.a. Incepind cu Tabit ibn 
Korra se acordá o atentie specialá teorici rapoartelor compuso 
pe care se bazeazá capitole importante din geometrie, trigonomc* 
trie si aritmeticá (regulilc de trei). O expunere mai amplá a tco> 
riei rapoartelor se gáseste in lucrarea Comentarii privind dificul - 
táfile din introducerile la cárfile lui Euclid (Risala fi $arh ma a$kal 
min musadarat kitab Uklidas), scrisá de Ommar Khayyam in anuí 

1077 [131, 132]. 

Prima carte din Comentarii este consacratá teoriei dreptclor 
paralele si o vom analiza mai departe. Celelalte douá cárp contin 
teoría rapoartelor. 

Ommar Khayyam considerá definitia proporDonalitápi din 
cartea a V-a a Elemenlelor drept corectá, dar nu „veridicá“, 

1 Conform acestei definipi, perechile de mSrimi A , B si C, D se gáseso 
!n acela^i raport, dacá — pentru oricare douá numere naturale m si n — cind 

este indeplinitá una din conditiile nA — mB se indeplineste 51 conditia cores^ 

punzátoare nC =■ mD [33, a, I, p. 142] 

a Despre teoría antifairetieá a grecilor antici [vezi 133, I]. 
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adicá nu láinurejte esenta adeváratá a chestiunii, fiindcá sensul 
adevárat al raportului consista in procesul de niásurare a unei 
márimi cu ajutorul alteia. 

Pentru un raport numeric, Khayyam adopta dcfinitia lui Euclid 
vezi [33a, IL, p. 10], dar in cazul márimilor incomensurabile el 
defincste proportia in alt mod (tennenii anteriori ai rapoartelor 
se considera mai mici decit cei posteriori), pe baza algoritmului 
lui Euclid: „sá trcceni la a doua toti multiplii celci dintii, pentru 
ca restul sá deviná mai mic decit cea dintii si sá treecm la a patra 
toti multiplii celei de-a treia, pentru ca restul sá deviná mai mic 
decit cea de-a treia, ji fie cá divizibilitatea primeia prin a doua 
sá fie egalá cu divizibilitatea celei de-a treia prin a patra. Mai 
departe, sá trecem la prima toti multiplii restului celei de-a doua, 
astfel incit restul sá deviná mai mic decit restul celei de-a doua 
ji exact la fel sá trecem la a treia toti multiplii restului celei dc-a 
patra, astfel incit restul sá deviná mai mic decit restul celei de-a 
patra, si fie ca divizibilitatea celei de-a doua este egalá cu divizi¬ 
bilitatea restului celei de-a patra. Sá trecem la fel la restul celei 
de-a doua toti multiplii restului celei dintii, iar la restul celei 
de-a patra toti multiplii restului celei de-a treia si fie cá divizi- 
bilitátile lor sint egale. Tot astfel sá trecem pe rind multiplii 
resturilor únele la áltele, dupá cum am explicat, si fie cá numárul 
resturilor primei si a celei de-a doua este egal cu numárul restu¬ 
rilor respective ale celei de-a treia ji a patra si asa piná la infinit. 
In acest caz raportul dintre prima si a doua este nccesar egal cu 

raportul dintre a treia ji a patra. Iatá proporcionalitatea adeváratá 

A 

in geometrie“ [132, pp. 88—89]. Cu alte cuvinte, fie cá raportul — 

B 

se descompune intr-o fractie continuá cu citurile incomplete q lf 
< 72 ; > <7n; iar — —o fractie cu citurile incomplete q\, q ' 2 , 

... , q' n ... Prin defini^ie aceste rapoarte sint egale dacá q n = q' n , 
pentru oricc n. 

Khayyam inlocuiejte si definida datá de Euclid ordonárii 

A C 

rapoartelor [33 a, I, p. 143]. Dupá Khayyam, — >— dacá sint 

B D 

indeplinite egalitátile q k = q kí iar pentru l< < m avem q m < q m cu 
m impar ji q m > q’ m pentru un m par. Este remarcabil cá fi ultima 
definitie, Khayyam o inelude la cazul in care o pereche oarecare 
«le márimi este comensurabilá (adicá, de la o treaptá oarecare nu 



exista rest) — si prin aceasta da un criteriu de comparare a unui 
nuinár ira^ional cu unul rational 1 . 

Definitia egalitátii rapoartelor lui Khayyani nu se deosebejte 
de cea data de unii precursori ai sai. Probabil cá definida inega- 
litátii ii apartine lui Khayyam. Locul central il ocupa la el sta- 
bilirea echivalentei intre cele douá teorii —a sa proprie ji a lui 
Eudoxus — Euclid. Íntr-o serie de teoreme, Khayyam aratá cá 
rapoartele egale sau neegale in sensul lui Euclid sint egale sau 
respeetiv inegale in sensul lui ji invers. Demonstradle se bazeazá 
pe teorema existentei celei de-a patra márimi proporciónale fa^á 
de alte trei date A, D, C. 

Aceasta teorema lipseste din cartea a V-a, a Elementelor, deji 
Euclid o foloseste iniplicit la deducerea citorva propozitii. In 
propozi^ia 12 din cartea a \ I-a, Euclid, folosind teoría paralelelor, 
demonstreazá aceasta teorema pentru cazul particular al segmen- 
telor, iar in cartea a XU-a o folosejte din nou implicit pentru 
ariile curbe. Khayyam subliniazá importaba propozipei ji 
incearcá s-o deducá din principiul continuitápi. Aceastá propo- 
zipe o intilnim pentru intiia oará in literatura europeaná sub 
forma unei axiomc, in traducerea latiná comentatá a Elemen- 
lelor, intocmitá de G. Campano din Novara (mijlocul secolului 
il XlU-lea), bazatá pe traducerea acestei opere din limba arabá 
in latiná, realizatá de Adelard din Bath, ji pe alte texte arabe 
[11, p. 336], 

Dupá cum o aratá el insusi, Khayyam preia principiul conti- 
nuitápi de la Aristotcl; ji el constá in afirmaba cá márimile se 
pot divide piná la infinit, adicá ele nu sint alcátuite din canti- 
táp indivizibile. Demonstraba teoremei cu privire la cea de-a 
patra márime proportionalá fajá de alte trei date A, B, C este 
urmátoarea. Prin dublare se poate gási o márime N suficient de 

mare, incit ^ ji prin injumátácire se poate gási o márime 

suficient de micá M, incit — > —. Deoarece márimile sint infinit 

M B 


divizibile, de aceea intre M ji N trebuie sá existe o márime Ínter- 

C a 

mediará D, astfel incit — sá fie egal cu — • Desigur, afirmaría 


cá o márime continuá, trecind de la o valoare mai micá — la 

N 


1 ln formularea moderna a definitiei lui Khayyam, putem lúa in acest 
caz pe q m sau q m egal cu + oo — N.A. 
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una mai mare —, ¡a in mod obligatoriu fiecare valoare inter- 
M 


mediará nu se poate deduce ireprosabil din principiul continui- 
tátii al lui Khayyam. In sensul definitiei lui Khayyam, pe un 
segment (0,1) ar exista o multime continua de puñete rationale; 
ceea ce el numeste continuu, noi numim „dens peste tot“. Dar 
marele merit al lui Khayyam este insási ideea de.a folosi insu- 
jirile márimilor continué pentru fundamenlarea teoremei dcspre 
cea de-a patra proporciona lá 1 . 

Demonstrind echivalenta ambelor teorii, Khayyam se poate 
folosi de proprietátile proportiilor, demónstrate in cartea a V-a 
a Elementelor. Dar in teoria anticá a rapoartelor exista o lacuná 
esentialá. In multe texte ale Elementelor (cartea a Vl-a) exista 
o definitie (a cincca) care glásuieste cá, „un raport se compune din 
rapoarte, cind cantitátile acestor rapoarte, inmultite intre ele, 
formeazá ceva“ [33 a, I, p. 174] 2 . Indiscutabil cá aceastá definitie 
este o completare posterioará, deoarece nu se explicá ce inseamná 
„cantitatea raportului" si Euclid nu mai vorbeste nicáicri despre 
inmultirea unor asemenea cantitáti. Totusi, in Elemente se aplicá 
compunerea rapoartelor, ca de pildá, in propozitia 23 din cartea 
a Vl-a, care spune cá ariile a douá poligoane asemenea se aflá 
intr-un raport compus al laturilor lor. Euclid mai formuleazá 

pe parcurs si propozitia cá raportul — se compune din rapoar- 

M 


tele —- si — . iar pentru compunerea rapoartelor — » — fárá 
L M r 1 1 B D 


termen común recurge la teorema celui de-al patrulea segment 
proporcional [11, pp. 402—406; 96 a, pp. 449—453]. 

Compunerea, sau, cum am zice noi, inmultirea rapoartelor 
fusese necesará in calcúlele trigonometrice si in particular, in 
teorema lui Menelau cu privire la patrulaterul complet (vezi 
p. 321). De aceea, editorii de mai tirziu ai Elementelor — 
poate chiar Teon din Alexandria (in jurul anului 370) — au intro- 
dus in cartea a Vl-a o definitie stráiná Elementelor : „cantitatea“ 


1 Grecii cunojteau insujirea márimilor continué de a lúa tóate valorile 
intermediare intre douá valori date, iar uneori o exprimau (ca de pildá, 
acela;i Aristotel) $i o foloseau. Dar ei n-au incercat s-o demonstreze si nici 
n-au formulat-o in lucrárile de matematicá [133, I—II] — N.A. 

2 In cartea a V-a se defínese rapoartele dublé, triple*^ alte rapoarte 

múltiple, fórmate din márimi proporciónale. Dacá — = — , atunci raportul 

B C 

A. • A 

— este dublul (noi am spune pátratul) raportul — etc. — IV.A. 
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raportului, ndicá, propriu-zis, valoarca lui numérica, eare in 
matemática groará de mai tirziu devine prototipul notiunii de 
nutríár real. 

Khayyain subliniazá importaba teorici compunerii rapoartelor 
in geometrie si astronomic si prezintá o fundamentare a acestei 
teorii. Cu ajutorul propozitiilor precedente, el demonstreazá douá 
insusiri ale rapoartelor compuse. 

A 

1. Pentru trei márimi omogene A, B, C, raportul — este com- 

(j 

, A . B 

pus din rapoartHe — si —• 

B C 

A 

2. Pentru patru márimi omogene A, B, C, D, raportul — este 

compus din rapoartele ^si ^ . Tóate acestea se extind usor, 

adaugá Khayyain, asupra unui nuinár mai mare de márimi. 

Ra tionamcntele lui Khayyam pentru deducerea acestor pro- 
pozitii prezintá un interes deosebit. Deductia in sine nu este 
ireprosabilá, dar in ea apare o nouá conceptie asupra numá- 
rului. 

Urmindu-i pe cei antici, Khayyam intelege prin nuinár, in 
sensul propriu-zis al cuvintului, o reuniré de unitáti indivizibile. 
Totodatá, el pune insá problema legáturii dintre notiunea de 
raport si cea de numár. Dupá cuvintele lui Khayyam, aceasta 
este o problemá de filozofic si geometrii nu analizeazá dacá „rapor- 
tul intre niste márimi poate fi in esentá un numár sau dacá el 
este doar insotit de un numár, sau dacá raportul nu este legat 
de un numár prin insási natura lui, ci prin eeva exterior, sau dacá 
raportul este legat de numár prin natura lui si nu are nevoie de 
nimio exterior" 132, p. 102]. Lásind deoparte latura „filozo- 
ficá“ a chestiunii, Khayyam considerá cá in matematicá este neee- 
sar sá se introducá o unitate divizibilá si o nouá categorie de 
numere, eare sá corespundá oricáror rapoarte intre márimi. In 
demonstratia primei proprietáti a rapoartelor compuse, el alege 
o unitate oarecare si presupune cá raportul ei fatá de o márime 
auxiliará G este egal cu raportul dintre A si B. El spune cá 
aceastá márime G noi „nu o vom privi ca o linie, o suprafatá, 
un corp sau tiinp, ci o vom considera ca o márime abstracti- 
zatá prin raRune fatá de tóate acestea si fácind parte din numere, 
dar nu din numere absolute si adevárate, fiindeá raportul dintre 
A ji B poate adesea sá nu fie numeric, adicá sá nu se poatá gási 
douá numere, al cáror raport sá fie egal cu acest raport" [132, 
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p. 105]. Aja fac de pildá, explica Khayyam, calculatorii si topo- 
metrii care vorbesc despee o jumátate sau o alta fractiune de 
unitate pe care o presupun divizibilá, sau despre rádácina diu 
cinei, zeee etc. Unitatea aleasá este de ascincncn divizibilá si 
„márimea G fiind o márime arbitrará este privilá ca numár in 
sensul pe care 1-am indicat“ [132, p- 106!. 

Astrel, Khayvam opune conceptiei antice, índeosebi aristote- 
lice, propria sa conceptie despre numár. Orice raponrte se 
cxprimá acum prin numere, fie prin numere in sensul propriu- 
zis, fie prin „elementc improprii“ domeniului numerelor — adicfi 
prin numere irationale. Compunerea rapoartelor se reduce acum 
la inmultirea numerelor, iar rapoartele capátñ in depliná másurá 
funclia de másurare a oricáror márimi. 

Conceptia expusá nu esté única in sliinla araba, Contempora- 
nul lui Khayyam, Abu Abdalla Muharnmed ibn Iusuf al-Djaiani, 
care a tráit la Sevilla la sfirsitul sccolului al Xl-lea, a suslinut 
teoría lui Euclid [130]. 

Dar concepliile criticilor teoriei antice ráspund inai mult la 
necesitátile inatematicii calculatorii. Aproximativ peste o sutá 
cincizeci de ani — verigile intermediare slnt inca aproape necu- 
noscutc (vezi p. 281) — ideile lui Khayyam capátá o dezvoltare 
in Eapunereu lui Euclid si in lucrarea de trigonometric Tralat 
despre patruluterul complet, ambele apartinind lui Nasireddin 
at-Tusi. In cursul sáu de trigonometrie, Nasireddin expune si 
mai amánuntit teoria rapoartelor compuse, demonstrind pro- 
prietatea de translatie la ininultire. Dupá Nasireddin, fiecar- 
raport are „cantitatea‘' lui. 

In teoreme, compunerea rapoartelor se inlocuieste prin inrriul- 
tirea cantitátilor lor. Nasireddin impune ji mai pregnant ideea 
cá fiecare raport „poate fi nnmit numár másurabil printr-o uni¬ 
tate, la fel dupá cum termcnul precedent al unui raport este 
inásurat de termenul urmátor“ [169, p. 22]. Ca un rezultat al 
acestui fapt tóate rapoartele intre liniile trigonometriee devin 
nijte numere ce se pot exprima aproximativ prin fractii. 

Chinezii si indienii au introdus numérele negativo, iar male- 
maticienii tárilor din Orientul Apropiat si Mijlociu ajung la notiu- 
nca de numár real, care euprinde atit numérele rationale cit si 
pe cele irationale pozitive. Accastá realizare teoreticá reinarca- 
bilá, obtinutñ pe baza practieii calculatorii, devine cunosculá 
in Europa in jurul anului 1600, prin editaren la liorna a uncía 
din variantelc, opcrci lui Nasireddin at-Tusi Expunerca lui. Euclid 

(vezi p. 302). 
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ín secolul al XVII-lea, Gregorius a Sancto-Vicentio elabo- 
reazá teoria „numitorilor cantitativi ai rapoartelor“, corespun- 
zátori „cantitá|ilor rapoartelor“ precursorilor sai. A. Taquet, 
de pe pozi^ii apropíate de Khayyam, il critica si il „corijeazá“ 
pe Euclid. R. Descartes leagá teoria generala anticá a rapoartelor 
cu aritmética, si in fine I. Newton defineste numárul nu ca o 
reuniré ele unitá^i, ci ca un raport abstract intre o márime oare- 
care si o alta márime de acelasi gen, luatá ca unitate. 

Dezvoltarea notiunii de numár in Europa se bazeazá desigur 
in primul rind pe inflorirea vertiginoasá a matematicii calcula- 
torii si merge pe cáile sale proprii. Inca la sfirsitul secolului al 
XVI-leá, S. Stevin se pronun^á eu hotárire pentru recunoasterea 
ca atare a numerelor Ratónale; el se ridicá impotriva obiceiului 
de a le numi Raciónale sau inexprimabile, fiindeá in realitate ele 
sint numai incomsnsurabile. Ar fi interesant de lámurit dacá a 
existat vreo legáturá directa intre teoria rapoartelor din secolul 
al XVII-lea si ideile literaturii matematice arabe. 

In extinderea notiunii de numár pina la cea de numár real, o 
importantá imensá o are includerea numerelor negative. Mate- 
maticienii tárilor Orientului Apropiat si Mijlociu n-au preluat 
aceastá formá a numerelor de la indieni si abia de curind s-a desco- 
perit un caz de folosire a numerelor negative [134] in cartea lui 
Abu-l-Vafa pentru grámátici. Abu-l-Vafa formuleazá regula 
inmulRrii reduse a douá numere de cite douá cifre cu acelasi numár 
de zeci 

(10a + b) (10a + c) = [10a + b — {10 (a + 1) — (10a + c)}] + 
+ [10 (a + 1) - (10a + b)]-[ 10 (a + 1) — (10a + c)] 

$i tot aici o extinde asupra inmullirii numerelor de douá cifre. 
In cxemplul de mai sus, a = 0, b = 3, c = 5 si el spune: „...dacá 
vrem sá-1 inmultim pe trei prin cinci, scádem prisosul lui zece 
fa^á de unul din aceste numere din celálalt si se obRne datoria 
doi. Luám fiecare unitate drept-zece, iar apoi inmultim prisosul 
lui zece fatá de cinci, cu prisosul lui zece faja de trei si obRnem 
treizeci si cinci. Cind scádem din ele datoria, adicá douázeci, 
la rest vor rámine cincisprezece si acesta este rezultatul inmul- 
Rrii lui trei prin cinci [134, p. 596] V 

Aici, la fel ca si in alte cazuri cunoscute, numerele negative 
s-au introdus din tendinta de a asigura aplicabilitatea generala 
a unei reguli oarecare de calcul, stabilitá initial pentru o clasá 

1 Prin cuvintul datorie s-a tradus ad-litteram cuvintul arab dain — N.A. 
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mai restrinsá de probleme. ln literatura araba nu se cunóse alte 
exemple de intrebuintare a numerelor negative. Legat de aceasta, 
trebuie sá observám cá intr-un manuscris latin reprezentind o 
traducere sau o prelucrare a unui manual arab, apropiat de algebra 
lui al-Horezmi, se intilneste notatia márimilor ee se scad prin- 
tr-un punct asezat dedesuhtul lor [21, I, pp. 803—8Q4]. 

Atit aceastá notatie cit si scáderea unui nuinár mai mare din 
altul mai mic gásite la Abu-l-Vafa pot fi un rezultat al studiului 
literaturii indiene. 

Probleme de geometrie si ecuatii de gradul al treilea. Sá tre¬ 
cena acum la algebra. In operele lui al-Horezmi, Abu Kainil si 
al-Karadji teoria ecuatiilor nu depáseste studiul ecuatiilor liniare 
si de gradul al doilea, si cel mult, al ecuatiilor de gradul al 
doilea in raport cu o putere a márimii necunoscute. Dar inca 
in secolul al IX-lea, matematicienii din Bagdad, iar dupa ei 
si alt.ii, incep o serie de lucrári privind ecuatiile de gradul al 
treilea, care au condus la descoperiri remarcabile. Ca imbold 
pentru aceste lucrári serveste studiul problemei lui Arhimede 
despre sectionarea sferei printr-un plan, astfel incit volumele 
celor douá segmente fórmate sá se afle intr-un raport dat (pro- 
pozitia 4 din cartea a Il-a Despre sferá cilindru). Comenta- 
torul lui Arhimede, bizantinul Eutokios (in jurul anului 500), 
prezintá o solutie geometricá (apartinind probabil chiar lui Arhi¬ 
mede) a acestei probleme, solutie obtinutá cu ajutorul unei para- 
bole si al unei hipérbole echilaterale deplasate. Dupá cuín aratá 
acelasi Eutokios, Dionisodor, probabil un contemporan a lui Apol- 
loniu, rezolvá problema lui Arhimede cu ajutorul unei para- 
bole deplasate, simetricá fatá de axa absciselor si o hiperbolá 
ale cárei asimptote sint axele de coordonate. Diocles, care tráise 
in secolul al II-lea i.e.n. dá o constructie pentru problema lui 
Arhimede generalizatá oarecum, privind impártirea unui segment 
cu ajutorul unei elipse si al unei hipérbole; problema lui Diocles 
nu se mai exprimá printr-o ecuatie cu trei termeni, ci printr-o 
ecuatie completá de gradul al treilea [135, pp. 287—291 ]. 

Problemele despre duplicarea cubului si impártirea sferei sint 
singurele pe care grecii, in felul lor, le reduc la rezolvári de ecuatii 
de gradul al treilea ; Arhimede vorbeste, de fapt, despre proportia 
(a — x ) : b = c 2 : x 2 , exprimind-o in cuvinte. Ei n-au readus la o 
ecuatie de gradul al treilea nici chiar problema trisectiunii 
unghiului, pe care o rezolvau cu ajutorul unor curbe, diferite 
de sectiunile conice. Grecii crea será o metodá geometricá pentru 
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eonstruirea rádácinilor ecuatiilor de gradul al treilea, dar n-o 
aplicaserá la un cerc mai larg de probleme si cu atit mai puRn, 
la elaborarea teoriei generale a unor asemenea ecuaRi. Acest 
lucru a fost realizat in tárile Islamului. 

Probabil cá primul care se ocupa de problema lui Arhimede 
este al-Mahani; conform unei márturii, el incercase s-o rezolve 
cu ajutorul algebrei, exprimind-o prin „egalitatea cubului si a 
numárului cu pátratele“. Totusi, al-Mahani nu reuseste sá con- 
struiascá ecuatia. Cercetári incununate de succes se fac ceva mai 
tirziu si ele se extind rapid asupra unui cerc mare de probleme 
de mitematicá si chiar de fizicá, care conduc la ecuapi de gradul 
al treilea cu coeficientii generali sau numerici. Abu Djafar al- 
Hazin (decedat intre anii 961 si 971) din Horasan, autorul comen- 
tariilor la cartea a X-a a Elementelor lui Euclid si al altor opere 
de matemática si astronomie, dá o rezolvare a problemei lui Arhi¬ 
mede cu ajutorul sectiunilor conice. 

Aproape in aceeasi perioadá de timp, Abu Ali al-Hasan ibn 
al-Haisam, náscut la Basra in Irak si care lucreazá la Cairo (nás- 
cut in jurul anului 965, decedat in jurul anului 1039), rezolvá 
problema lui Arhimede cu ajutorul parabolei si al hiperbolei. 
Ibn al-Haisam, denumit in Europa occidentalá Alhazen, fusese 
inatematician, astronom, fizician si medie. -Lucrarea lui, Cartea 
opticii (Kitab al-manazir), continind descoperiri importante in 
fiziologia vederii si in teoría rcflexiei si refractiei, a fost tradusá 
in limba latina si a avut o mare influentá asupra dezvoltárii 
opticii in Europa medievalá. In aceasta opera, el analizeazá in 
particular determinarea locului de reflexie a unui punct luininos 
intr-o oglindá cilindrica circulará dupa pozitiile date ale ochiu- 
lui si ale puuctului. Chestiunea se reduce la problema unnátoare: 
fiind date intr-un plan un cerc si douá puñete exterioare, sá se 
determine un asemenea punct al circumferintei, incit dreptele 
ce-1 únese cu púnetele date sá formeze unghiuri egale cu raza 
ce trece prin el. Aceastá problemá se poate exprima printr-o 
ccuatie de gradul al patrulea ; ibn al-Haisam o rezolvá cu aju¬ 
torul interseclici unei circuinferintc si unei hipérbole. De „pro- 
blcma lui Alhazen" s-au ocupat, in secolul al XVII-lea, C. Huy- 
gens, I. Barrow si altii [1361. Ibn Haisam dá si osolutie meca- 
nicá elegantá a problemei lui Arhimede: nu nc vom opri asupra 
ci, pentru cá ea nu se incadreazá in orientarea generalá. 

Abu-s-Sahl Baidjan ibn Rustam al-Kuhi din Kulia in Taba- 
•ristan (la. sud de Marea Caspicá), care lucreazá la Bagdad la 
■sfirsitul sccolului al X-lea, pune si rezolvá o problemá nouá. Se 
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cere sá se construiascá un segment de sferá, egal ca volum cu 
un segment dat ca suprafajá — cu un alt segment dat. Dacá 
vom insemna prin x raza sferei cáutate, y — ináltimea segmen¬ 
ta lui, iar prin a si i — volumul si suprafata data, atunci din 
conditiile: 

jy 2 (3x-y) = a, 2 nxy = b ' 

si inlocuind — = o', — = V, se obtin ecuatiile: 

b 7T 


y 3 + 3 a'V =jb’y 


( 1 ) 


x 3 + 


6 '» 

24a' 



( 2 ) 


Al-Kuhi dá constructia rádácinilor ambelor ecuatii cu ajutorul 
parabolei 

si al hiperbolei 


b’ 



si studiazá in spirit riguros antic conditiile de posibilítate ale 
problemei. Al-Kuhi prezintá de asemenea ji o analiza completa 
o problemelor lui Arhimede. 

Mereu alte probleme noi se reduc la ecuatii de gradul al treilea. 
Asa, de pildá, se exprima sub forma unor rñdácini de ecuatii 
de gradul al treilea, laturile citorva poligoane regúlate, fapt 
care prezintá interes atit pentru másurátorile geometrice, cit ji 
jicntru intocmirea tabelelor de coarde sau sinusuri. Al-Biruni 
reduce detenninarea laturii nonagonului la o eeuatie de gradul 
al treilea, cu ajutorul a douá constructii exlrem de ingenioase. 
lntr-una din ele, alegind intr-un mod eonvenabil unitatea de 
másurá, ajunge la urmátoarea eeuatie: 

x 3 = 14- 3.r. 


18 
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Cea de-a doua constructie a lui al-Biruni, data de altfcl si de 
contemporanul sáu Abu-l-Djud Muhamed ibn Leis, se poate pre- 
zenta succint in felul urmátor. Sá admitem cá intr-o circumfcrintá 

de raza egalá cu unita- 
tea, unghiul la centru 
AHB este de 20° (fig. 60) - 
Coarda AB = x este in 
acest caz latura unui po- 
ligon regulat inscris cu 
18 laturi. íntre laturile 
unghiului AH si IIB sá 
inscriem (se poate face 
aceasta) o linie frintá 
ACDG, ale cárei párti componente sint egale cu AB = x; pe AH 
coborim perpcndiculara GT , iar pe BH — perpendiculara Ah f. 
Din asemánarea triunghiurilor BAC si AHB avem 



BC 

AB 


-, adicá BC 

AH ’ 


iar din asemánarea triunghiurilor ARH si GTII: 


HR 

AH 


HT . í, 

-, adica 1 

GH { 



: 1 = 



: X. 


sau 


x 3 + 1 = 3x 

Dupa ce se calculeazá latura poligonului cu 18 laturi, cea a 
nonagonului se aflá cxtrágind rádácina pátratá. 

Tabit ibn Korra aduce la cunostinja invátatilor arabi opera 
lui Arhimede despre septagonul regulat (textul grecesc nu se 
cunoaste nici piná-n prezent), unde latura se construieste prin- 
intermediul unui adaos, care se poate realiza cu ajutorul sectiu- 
nilor conice. O constructie similará o fácuse al-Kuhi; de altfel r 
ín literatura araba nu gásim reducerea acestei probleme la e 
ecuatie x . Abu-l-Djud reuseste sá construiascá ecua^ia: 

X 3 + 13 y X + 5 = 10x 2 , (3) 


1 Alegind intr-un mod convenabil unitatea de mSsurá, ecua^ia respectiva 
are forma: 


x 3 + 1 = x* + 2x — JV..4. 
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•pe care al-Kuhi nu reujise s-o obRná. EcuaRa (3) exprima o 
problema aritmética de genul celor intilnite la al-Horezmi ji Abu 
Kamil: se cere sá se imparta numárul 10 in douá párti, astfel 
incit suma pátratelor lor ji cltul rezultat din impár^irea pártii 
mari la cea mica sá fie egale cu 72. Rádácina intreagá a acestei 

•ecuatii este evident egalá cu 2, dar cealaltá solutie: 4 + — ^74 

cu greu ar fi putut fi descoperitá in acele vremuri, fiindcá atunci 
nu se cunojtea inca procedeul de micsorarc a gradului unei ecua¬ 
tii, dacá o rádáciná e cunoscutá. In sfirjit, se obRne ji ecuatia 
trisectiunii unui unghi, despre care vom vorbi mai departe [137, 
p. 96 ji urmátoarele]. 

Abundenta ji importanta problemelor reduse la ecuatii de gra- 
•dul al treilea de diferite forme pun problema elaborárii unei teorii 
mai generale pe de o parte, iar pe de altá parte impun crearea 
unor metode de rezolvare numericá. Se pare cá Abu-l-Djud intre- 
prinde una dintre primele incercári de a elabora o teorie generalá 
a ecuatiilor de gradul al treilea, folosind metode antice geomé¬ 
trico; Lucrarea lui Abu-l-Djud, despre care amintejte Ommar 
Khayyam, nu s-a pástrat. In schimb, a ajuns piná la noi tra- 
tatul de algebrá al lui Khayyam, una dintre cele mai de seamá 
realizári ale stiintei arabe. 

Teoría geométrica a lui Ommar Khayyam despre ecuatiile de 
gradul al treilea. Abu-l-Fath Ommar ibn Ibrahim al-Khayyam 
s-a náscut in anuí 1048, in orajul Nijapur din Horasan. Tulbu- 
rárile politice il silesc sá peregrineze timp indelungat. El se 
salveazá de niste dusmani, pe care nu-i cunoajtem, fugind la 
Samarkand; lucreazá si la Merv, Ispahan, Rei ji in alte oraje 
din Asia centralá ji Irán. In jurul anului 1074, Khayyam serie 
cartea Despre demonstrafiile problemelor de algebrá $i almukabala 
(Risala fi-l barahin ala masail al-djabr va-l mukabala) [132], 
iar in anuí 1077 — comentariile Elementelor despre care am ainin- 
: tit. Am mai arátat cá Ommar Khayyam a scris un tratat, 
nedescoperit incá, despre extragerea rádácinilor pátrate. 

In 1074, Khayyam este invitat la curtea sultanului seldgeucid 
Djalaleddin Maliksah, unde e protejat atit de sultán, cit ji de 
•vizirul cu vederi inaintate, Nizam al-Mulk, ji este pus sá con- 
ducá Observatorul din Ispahan. Aici se intoemese tabele aslrono- 
mice mai exacte ji se pregátejte reforma calendarului, care n-a- 
junse sá fie tradusá in viatá din cauza asasinárii lui Nizam al- 
Mulk ji a mortii lui Malikjah (1092). Dupá acestc evenimente 


as* 
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Fi g. 61. Obcliscul de pe mormlntul luí Ominar Khayyam la N isa pur 
(ridical in 1934). 

se inchise si observatorul. Aprccierile asupra ealendarului luí 
Khayyam sint contradictorii in literatura tirzic araba, dar tóate 
stau márluric asupra exactitñtii lui: o eroare de o zi se acumuleazíi 
abia in 3 770 sau 5 000 de ani. 

Contemporariii il apreciazá loarte mult pe Khayyam ca om de 
$tiintá, dar o slavá si mai mare ii adu6 vestitele Rubayalc — 
catrene, in eare el cinta iubirea ji libertatea, depllnge viata tre- 
cátoare si imperfecta de pe pámlnt si ia in deridere religia oficiala. 
Rubayalelc lui Khayyam sint o opera clasica a poeziei persano- 
tadjice, eare prin traduceri in limbile europene capátá in seco- 
lele al XlX-lea si al XX-lea o mare faimá in toatá lumea. Dupa 
moartca protectorilor sai, libertatea lui de gindire atrage pri- 
goana, si la bStrincte este silit sá faca un pelcrinaj la Mekka. 
Ommar Khavvam moaré in orasul sáu natal, in anuí 1123 
[138,1391. 

Algebra si aritmética se defineau inainte ca stiinta despre gási- 
rea necunoscutelor dupa lcgáturile lor cu únele márimi cunoscute. 
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Nu se fácea o delimitare striclá íntre algebra si aritmética. In 
tratatul sáu de algebra, Khayyam analizeazá doar rezolvarea 
ecuapilor algebrice si explica in ce consta aceaslá stiintá. „Rezol- 
várile algebrice, serie el, se cfcctucazá cu ajulorul ccuatici, adicá, 
dupa cum prca bine se stie, prin egalarea unor puteri cu áltele" 
r 132, p. 18]. Cu alte cuvinte, algebra este stiinta rczolvárii unor 
cgalitáp intre polinoame intregi. Necunoscutelc cáutate pot fi 
numere absolute, adicá intregi, precum si márimi continué, cum 
sint: linia, suprafa^a, corpul si timpul, dupa cum afirma autorul, 
«irrnindu-1 pe Aristotel. Nu se obisnuieste ca timpul sá constituie 
obiectul problemelor algebrice, dar se poatc totiisi admite si 
accasta. In confofmitate cu deosebirea dintre necunoscutele 
intregi si cele continui, algebra are nevoie atit de solupi numé¬ 
rico ale ecuapilor, cit si de reprezentarea lor geométrica. Cind 
ccuatiile confín numere, obiecte sau laturi si pátratc, solutia 
numérica rczultá dintr-una geométrica, care se poate fundamenta 
cu ajutorul Elementelor sau a Dalelor lui Euclid. Dar pentru 
ecuatii continind si cuburi care nu se pot reduce la pátrate (cum 
am spune noi, impárpnd prin prima putere a necunoscutei), rezol- 
varca este posibilá numai cu ajutorul secpunilor conice si, in 
accst caz, trebuie sá ne bazám pe primele douá cárp ale lucrárii 
lui Apoloniu. Dupá cite se stie, aceasta este prima indica- 
tic cá ecuatiile de gradul al treilea nu se pot rezolva, in general 
vorbind, cu ajutorul compasului (si al riglei). In anuí 1637, 
R.Descartes afirmá din nou acest lucru, iar cu 200 de ani mai tirziu 
(1837), P. L. Vantzel il demonstreazá. 

Khayyam pune problema rezolvárii numérico a ecuapei de 
gradul al treilea intr-un mod asemánátor cu rezolvarea ecuatii lor 
de gradul al doilea, dar recunoaste cá tóate eforturile fácute in 
acest sens au rámas zadarnice: 

„Demonstrarea acestor forme in cazul in care obiectul problemei 
este un numár absolut nu-i posibilá nici pentru noi si nici pentru 
aceia care stápinesc aceastá artá. Poate cineva din cei care vor 
veni dupá noi.o va afla...“ 1 [132, p. 19]. Rezolvarea prin radicali 
a ecuapilor de gradul al treilea o gásese in secolul al XVI-lca 
matematicienii italieni S. del Ferro si N. Tartaglia. 

Conpnutul eel mai important al algebrei lui Khayyam il con¬ 
stituie clasificarea ecuatiilor, construcpa geometricá a rádácinilor 

1 Pentru ecuapa numérica x 3 = a, Khayyam cuneaste desigur solutia 
exacta in cazul unui cub intreg, dar aceastá solutie, dupa cum spune el, 
se bazeazá pe alegere si nu pe o „lege a artei“ [132, p. 22]. 


277 



$i determinares numárului si a limitelor solutiilor pozitive. 
Ecuatiile se analizcazá sub forma generala, adicá cu coeficiente 
pozitivi arbitrari, dar slnt exprimate In cuvinte. La baza clasi- 
ficárii se aflá gradul ecuatiei si numárul tcrmenilor existenti in 
ambele párti ale ecuatiei. Se obtin in total 25 de forme canonice, 
din care sase fuseserá studiate inca de al-Horezmi, cinci se reduc 
la acestea prin impartiré prin necunoscutá, iar 14 se rezolvá 
cu ajutorul sectiunilor conice. Aceste 14 forme se impart astfel: 
1) una cu doi termeni, 2) sase cu trei termeni, 3) sapte cu patru 
termeni, impártite la rindul lor in douá clase: intr-una —trei 
termeni egali cu un termen, iar in cealaltá — doi termeni egali 
cu alti doi termeni. in clasificare intrá doar ecuatiile ce pot 
avea solutii pozitive. 

Rezolvarea ecuatiilor de gradul al doilea nu contine nimic nou 
si de aceea vom trece la ecuatiile de gradul al treilea. 

Urmindu-i pe antici, Khayyam respecta cu strictete princi- 
piul omogenitátii. El previne, de piIda, cá vorbind despre ega- 
litatea dintre un numár si o suprafatá, prin numár intelege un 
dreptunghi, una din laturile cáruia este o unitate, iar cealaltá 
se ia intr-un mod corespunzátor. Tot asa, prin numárul unui 
corp el intelege un paralelipiped drept, cu baza cáruia un pátrat 
cu latura egalá cu unitatea, iar ináltimea corpului fatá de laturá 
stá in acelasi raport in care se aflá numárul fatá de unitate. 
Inainte de a realiza reprezentarea, fiecare ecuatie se aduce la 
una din forme, ca de pildá, ecuatia 

x 3 -f- a x = b (1) 

se aduce la forma 

a; 3 + P 2 * = p 2 q. (1') 

O asemenea transformare se bazeazá pe teoreme speciale de geo- 
metrie elementará. 

Khayyam dá mai intii reprezentarea rádácinii unei ecuatii de 
gradul al treilea cu doi termeni folosind douá parabole. Apoi, 
rezolvá ecuatia (1) sau (!') cu ajutorul circumferinjei 


51 al parabolei 


x 3 y 3 = qx 


x 2 = py 
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(vezi fig. G2, unde sensul pozitiv al axei absciselor este spre 
«tinga, iar al axei ordonatelor — in jos) Abscisa punctului de 
intersectie diferit de originea acestor curbe satisface ecuatia 


-data. Khayyam demonstreazá 
acest lucru cu ajutorul unor pro- 
portii exprímate prin cuvinte. 
El spune cá dupa proprietátile 

parabolei — = — , iar dupa cele 
x y 

ale cercului 

JL — y , 

y — x 

atunci 



x 


q — x 




p 2 (q — x ) = x 3 . 


Adáugind la ambele párti p 2 x, Khayyam obtine: 

x 3 p 2 x — p 2 q. 


Khayyam conchide cá la aceastá forma nu exista varietate mare 
de cazuri si probleme imposibile. adicá ecuatia (1) are totdeauna 
o singurá rádáciná pozitivá. Acest lucru rezultá ciar din con- 
structie. 

Reprezentarea rádácinilor formei urmátoare de ecuatie 

a? a = bx (2) 

(pentru simplitate, in cele ce urmeazá nu vom pástra omogeni- 
tate in scriere) prezintá un interes deosebit. Khayyam rezolvá 
aceastá ecuatie cu ajutorul parabolei 

x 2 - ]¡by 

fi cu ramura stingá a hiperbolei echilatere 

x 2 - —x = y 2 . 

b J 


1 Khayyam deseneazü numai acele párti ale curbelor care sint noces are 
pentru reprezentarea rádácinii pozitive. 
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Aici, spune Khayyam, exista o varietate mare de cazuri si 
printre probleme exista únele iniposibile. íntr-adevár, se poate 
intimpla ca acestc curbe sá nu se intersccteze (ramura dreaptá 
ce trece prin virful parabolei si se mai intersecteazá cu ea Inca 
intr-un punct nu se ia in considerare: rádácina respectiva fiind 
negativa) si atunci problema nu este posibilá (ecuatia are o rádá- 
ciná negativa si douá imaginare). Dar curbele pot fi tangente 
intr-un punct sau se pot intersecta In douá puñete, ln primul 
caz, ecuatia (2) are o solutie iar in al doilea—are douá. In 
acest fel, Khayyam stabileste cá ecuatia de gradul al treilea 
poate avea douá rádácini; mai departe se mai intilncsc si alte 
clteva cazuri similare. 

Prczentáin si analiza ccuatiei 

.x 3 + a = ex 2 (3)' 

intilnitá in problema lui Arhimedc. Rádácinilc se determiná cu 
ajutorul parabolei 

y 2 = 1 Y a[c — x) 

$i al hiperbolci 

xy = 1^ a 2 . 

Dupá Khayyam, ecuatia poate avea una sau douá rádácini" 
pozitive, corespunzátor cazului de interscctie sau tangentá ai 



ramurilor parabolei si hiperbolei, dar poate sá si nu aibá solutiii 
cind aceste ramuri nu se intilnesc (vezi fig. 63, unde AC = c,. 
}1 = l¡y a, BC = H ji AB = c — j/^a)- Khayyam stabileste tot- 

1 Notiunea de rüdáciná dublá apare de abia in secolul al XVII-lea — N.A.. 
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odatá únele limite ale rádácinilor. El aratá in primul rind cá 
pentru [/ a ^ c nu exista solutie, fiindcá atunci pentru x — pf a 
vom avea ex 2 ^ a, pentru x < pf a vom avea ex 2 < a, iar pentru 
i > |^ a ar urina X a > ex 2 , ceea ce contrazice ccua^ia data. Mai 
departe, el analizeazá cazurile p/ a — comparind ordonatele 

punctelor parabolei ji ale hiperbolei ( BD ) pentru x = c — p^n. 
1) Dacá | A /a = atunci ambele ordonate ale curbelor sint egale 

cu |Y a ji, dupa cum c usor de vázut, mai exista o intersecóle, asa 
incit se obtin douá solutii. 2) Dacá pf a > — atunci x — c — pfa < 

< pfa ji ordonata hiperbolei —- — este mai mare decit or- 

c — y a 

donata a a parabolei. Spre dreapta de BD, curbele pot sá nu 
se intilneascá, dar se pot si intersecta sau pot fi tangente; in 
mod corespunzátor problema nu este posibilá sau are una sau 

douá solutii mai mici decit c— p^ a. 3) ín sfirsit, dacá p/a < _f_ 4 

atunci punctul D al hiperbolei se aflá in interiorul parabolei. 
ji existá douá intersec^ii, adicá douá solutii. 

Analiza destul de amánunjitá intreprinsá de Khayyam nu este- 
totuji completá. íncá Arhimede, iar mai tirziu al-Kuhi, stabi- 
liserá cá limita rádácinilor pozitive este determinatá de condi^ia 

3 3 c*- 

4 ¿> ¿> 8 

a -4^ — , In timp ce Khayyam aratá cá pentru a — =- 


existá numai douá rádácini, pentru a > 


3 ie» 
8 

27 


pot exista douá,. 


una sau nici una, iar pentru a c 3 nu existá rádáciná. 

Analizind ecua^ia lui Arhimede, Khayyam observá cá Abu-1-- 
Djud comísese o eroare, presupunind cá pentru p / a = ~ curbele 

sint tangente, iar pentru p/’ a > ele nu se intilnesc. Aceastá. 
eroare, Khayyam o contrazice pe exemplul numeric al ecuatiei: : 

x 3 + 144 = 10a: 2 . 
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ín cazul de fatá, |¡K a = 144 > 5 = —• Totusi curbele 


y 2 = 144 (10— x) 


V 

Xy = 144 2 


se intilnesc cind x — 6 (rádácina 2 + 21^7 nu se indica). Intr-un 
alt exemplu, Inrudit cu precedentul, insusi Khayyam comité 
o gresealá. Dorind sá prezinte cazul cind pentru un ifr' a ceva mai 

mare decit — curbele nu se intersecteazá, el analizeazá ecuatia: 
2 

x 3 -)- 41 a = 80 x 2 . 


Pentru abscisele x x = ^ a = 41 si x 2 = fy'h + — (c — ^a) = 

3 

= 41 —• 39, ordonatele parabolei sint respectiv mai mici decit 

4 

ordonatele hiperbolei si Khayyam trage concluzia cá cele douá 
curbe nu se intersecteazá. In realitate, curbele se intersecteazá 
■de douá ori intre aceste puñete; acest lucru rezultá chiar din 

faptul cá pentru valoarea intermediará x 3 = —.41, ordonata 


hiperbolei este mai micá decit ordonata parabolei. Khayyam 
ar fi trebuit sá ia un termen líber ceva mai mare sá zicem 43 a . 

Aceste douá exemple sint foarte semnificative: ele aratá cá 
teoria generalá geometricá de separare a rádácinilor se aplicá la 
ecuatii cu coeficienti numerici. In completare la tratatul unde 
se analizeazá cele douá exemple, Khayyam spune cá, respectind 
cit mai mult plenitudinea analizei, el s-a stráduit sá fie cit mai 
succint ji de aceea n-a mai adáugat exemple numerice pentru 
fiecare formá si cazurile ei. El „s-a limitat la expunerea regu- 
lelor generale, avind incredere in mintea celui care invatá, fiindeá 
acela care intelege bine acest tratat nu va fi oprit de exemple par- 
ticulare ji de alegerea lor“ [132, p. 63]. 

Printre lacune, cea mai regretabilá este analiza incompletá 
a ecuatiei: 

x 2 bx = ex 2 -)- a, (4) 


pentru a cárei construcpe serveste cercul: 


y 2 
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si hipérbola: 

x (fb— y) = | 7 = • 

Y b 

Khayyam aratá just cá ecuatia are totdeauna o rádáciná — 
abscisa punctului K (fig. 64, unde BC = c, BD = V b, S = AB = 
= si cá pentru ~ c, aceastá rádáciná este única 1 . Totusi 



el n-a observat cá pentru < c mai pot exista si alte douá 

rádácini pozitive. Astfel, Khayyam trece pe lingá descoperirea 
celor trei rádácini ale ecuatiei de gradul al treilea, pe care le des- 
coperá abia G. Cardano la mijlocul secolului al XVI-lea. De 
altfel, pe desenul lui Khayyam nu-i usor de observat cá mai pot 
exista incá douá puñete de intersectie Intre A si K. 

Analizind 25 de forme de ecuatii, Khayyam studiazá ecuatii 
care contin puterile inverse ale necunoscutei si se reduc la cele 
precedente. ín privinta ecuatiei 



el spune cá constructia ei se reduce la determinarea a patru medii 
proportionale intre 1 si a si a fost datá de ibn al-Haisam, dar 

1 Abscisa punctului A, adicá x = —, nu satisface ecuatia (4): ecuatiile 

b 

curbelor, dupá eliminarea lui y, dau o ecuatie auxiliará de gradul al patrulea, 
cu o rádáciná suplimentará — — N.A, 
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■este prea complicatá pentru a fi prezentatá in cartea respectiva, 
ín legáturá cu ecuatia de gradul al patrulea 

x 2 + 2x — 2 + 2. — 

X 2 

Khayyam observa cá nu se cunoafte un procedeu pentru rezol- 
varca ei. 

Matematicienii din |árile Islamului se ocupa fi dupa Khayyam 
ecua^iilor de grade superioare. Íntr-un 
manuscris anonim exista o construcpe 
pentru o problema carc se reduce la o 
ecuatie de gradul al patrulea, ará- 
tindu-se cá, un timp oarecare, specia- 
listii in geometrie si cei in algebra ifi 
propuseserá reciproc, unii altora, aceastá 
problema fárá sá gáseascá o solutie. 
Anume, se cere sá se construiascá un 
trapez ABCD, avind AB = AD — 
— BC — 10, iar aria egalá cu 90. Dacá 
presupunem problema rezolvatá (fig. 65) 
si coborim perpendiculara AK pe pre- 
lungirea laturii CD, iar ca necunoscutá 
luám DK = z, atunci 

z 4 + 2000 z = 20 z a •+ 1900. 

Sá ducem BE — ^ AB perpendiculará pe AB , iar prin E 
sá trasám hipérbola 

(10 — x) y — 90 

(unde BA este axa absciselor, iar BE — axa ordonatelor), iar 
din B ca centru, circumferinta 

x 2 -j- y 2 — 10 2 . 

Abscisa punctului de intersectie C a celor douá curbe este rádá- 
cina ecuatiei, iar restul constructiei este evident [132, pp. 138— 
—139]. 

Din Chela aritmeticii luí al-Kafi aflám cá o operá despre cele 
19 tipuri de ecuatii, in afará de cele sase in general cunoscute 
(adicá de tipurile analizate anterior de Ommar Khayyam), a 
scris ^arafeddin al Mas’udi, matematician care lucrase la Tusa 


•ele teoría geometricá a 



Fig. 6-5 
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¡n secolele al XlI-lea — al XlII-lea si fuscsc unul dintre pro- 
fesorii lui Nasireddin al-Tusi. E grcu sá nc inchipuim cá atit al- 
Mas’udi cit si elevul sáu n-ar fi cunoscut luerárilc lui Khayyam. 
Al-Kasi in pcrsoaná so ocupase de ccuatii de gradul al patrulca 
si el afirma cá a dat solutia pentru 70 de lipuri de ccuatii (in 
realitate 05), de care nu se ocupascrá nici precursora si nici con- 
temporanii sai. Al-Kasi isi exprima intcntia sá consacrc o carie 
specialá acestei problemc; nu se stie dacá si-a iudcplinit san mi 
intentia [12G, p. 192], 

In tárilc mauritano, tcoria geometricá a ccualiilor n-a cápiilat 
ráspindire si arabii apuseni nu s-au ocupat de ca, dcsi sliuserfi 
cite ceva desprc ca. lbn-Haldun serie in sccolul al XlV-lca: 

,.Piná la noi a ajuns stirea cá niste mari invíitati din Rásárit 
au extins numárul ccualiilor peste aceste sase tipuri, aduein- 
du-le la peste douázeci, si cá au gásit pentru ele solut.ii sigurc cu 
ajutorul unor demonstratii gcometricc [139, p. 148]. 

In secolul al XVII-lea, construclia geometricá a rádácinilor 
ecuatiilot de grade superioare atrage In mod dcosebit atenúa 
matematicienilor europeni. R. Descartes pune la baza matema- 
ticii sale universalc reprezentarea graficá a rádácinilor reale ale 
ecuatiilor algebrice oarecare cu ajuterul unor curbe algebrice, 
álese intr-un mod corcspunzátor. El dá, in particular, o con- 
strucRc unitará pentru ecuatiile de gradul trei ji patru cu aju¬ 
torul parabolei si al ccrcului. La Descartes de aplicarea construc- 
pilor gcometrice in algebrá, este strins legatá dezvoltarea geo- 
metriei analitice, ca de pildá, elaborarca clasificárii curbclor 
algebrice. Aproapc toti inarii matematicicni din secolul al 
X\'II-lea si chiar din secolul al XVIII-lea se ooupá de conslruc- 
tiile grafice ale rádácinilor, iar I. Newton le consacrá un capitol 
intreg din cartea lui de algebrá. íntre áltele, dintr-o metodá 
generalá geometricá de rczolvare a problemclor, asa cum ii ser- 
vise lui Descartes reprezentarea graficá a rádácinilor, la Newton 
ea devine doar unul dintre procedeelc de determinare aproxiina- 
tivá a celei de-a 2-a san a 3-a cifre a rádácinilor. In secolul al 
XVII-lea si urinátoarele se mai dezvoltá si problema limitclor 
rádácinilor ecuatiilor, pusá incá de Arhimede, iar mai lirzin de 
algebra arabá. 

Simbolurile algebrice ale lui al*Kalasadi. Aproapc in tóate 
lucrárile matematicienilor din tárile Islamului ajunse pina la 


285 



noi lipsesc cu desávirsire simbolurile algebrice. Aceasta se refera 
integral la toti invátatii orientali de la al-Horezmi pina la al- 
Kasi. In vestul arab insá intilnim o exceptie strálucitá si neas- 
teptatá in tratatul de aritmética si algebra amintit mai inainte, 
al lui Abu-l-Hasan Ali ibn Muhammed al-Kalasadi, care 
lucrase la Granada inainte de a fi fost nimicit emiratul mauritan 
•din sudul Spaniei si care, alungat fiind in Africa, moaré in anuí 
1486. Denumirea lucrárii lui al-Kalasadi ne-a parvenit in citeva 
variante, una dintre ele fiind Ridicarea valului de pe $tiin[a gubar 
(Ka§f al-mah-djub minilm al-gubar) [140], Termenul gubar 

apare aici ca sinonim al aritmeticii scrise si nu ca o notatie a 
cifrelor (vezi p. 200). Nu ne vom opri in amánunt asupra con- 
tinutului bogat al acestei opere; in prima ei carte se expune 
aritmética numerelor intregi, in cea de a doua — operatiile cu 
fractiile, inclusiv cu fractiile cu numárátor unitatea, fractiunile 
de fractiuni etc., intr-a treia — extragerea rádácinilor, iar intr-a 
patra — rezolvarea ecuatiilor. Al-Kalasadi nu are rezultate esen- 
tial noi; un interes istoric il prezintá doar sistemul foarte dez- 
'voltat de simboluri. Rádácina pátratá se noteazá prin prima 
litera a cuvintului djizr (rádácina) si se pune deasupra numárului; 
acelasi semn (poate ca prima literá a cuvintului dja’ala — necu- 
noscuta) servestc pentru notarea necunoscutei in proportiile 
regulei de trei, iar termenii proportiei se separá prin trei puñete 
asezate astfel . * . In ecuatii, puterea intii a necunoscutei, 
pátratul si cubul se noteazá respectiv prin primele litere ale 
■cuvintelor $ai, mal si ka’b, semnele fiind scrise deasupra coefi- 
-cientilor. 

La al-Kalasadi se intilneste si semnul egalitátii, care poate cá 
•este ultima literá a cuvintului 'adala, carc inseamná egalitate. 
In fig. 66 dáin citeva transcricri dupá al-Kalasadi. 

Sistemul de simboluri al lui al-Kalasadi este atit de dezvoltat, 
incit este putin probabil ca el sá fi fost creat in intregime de 
acest invátat. Totusi, nu cunoastem nimic despre precursorii 
sái in ceea ce priveste elaborarea acestor notatii algebrice. Poate 
cá unul dintre acestia sá fi fost ibn al-Banna, care, dupá rela- 
tárile lui ibn Haldun, aplicase in demonstratiile dintr-o operá 
(necunoscutá nouá) notatii algebrice servind simultan atit pentru 
„rationamente abstracte“, cit si pentru „reprezentári concrete" 
[21, I, p. 805], 

In Europa, simbolurile algebrice incep sá se dezvolte apro- 
xiinativ in aceeasi perioadá, adicá la sfirsitul secolului al XY-lea. 
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Probleme ale geometriei. Abu-l-Vafa. Imediat dupa aparitia 
primelor traduceri arabe ale Elementelor lui Euclid si a capito- 
lului de geometrie din algebra lui al-Horczini incepe o rapidá 

/.v Rodad ni pátrote din numere 

n-ñ‘ 
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Fig. 66. Citeva expresii scrise, dupa al-Kalasadi. 


asimilare a mostenirii geometrice occidentale si oriéntale, si tot- 
odatá un studiu independent al problemelor din acest doineniu- 
Curind dupa al-Horezmi, la Bagdad desfásoará o activitate 
intensa fratii banu Musa, fiii lui Musa ibn §akir, unul dintre apro- 
piatii califului al-Mamun: Abu Djafar Mubammed ibn Musa (dece- 
dat in 872), al Hasan si Ahmed. Ei se ocupa de matemática, 
astronomie, instrumente muzicale si de mecánica. Isi eonstruiesc 
un observator propriu, colectioneazá manuscrise si incurajeazá 
traducerea in limba araba a autorilor eleni. Dintr-o cálátorie 
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in pnuturile grecefti, fratele cel inai mare il aduce la Bagdad 
pe Tabit ibn Korra. Aportul personal in ftiin^á a fiecárui írate 
nu poate fi delimitat. Se ftie doar cá pe Ahined 1-a interesat 
mai mult mecánica. Sub numele tuturor celor trei frap a ajuns 
pina la noi in traducerea latina a lui Gherardo din Cremona, 
Carlea de geometrie a celor trei fra^i (Líber trium jratrum de 
geometría) [140 a, 141]. ín aceastá opera, atrage atendía afa-numita 
formula a lui Heron, a cárei deducere diferá íntr-o oarecare 
másurá de demonstraría fácutá de insusi autorul Metricei. Cei 
trei frati se ocupa de trisectiunea unghiului fi de determinarea 
mediilor proportionale 1 cu ajutorul unor mijloace mecanice. Ei 
stiu cum se deseneazá o elipsá cu ajutorul unei sfori fixatá in 
focare. 

Geometría practica din cartea pentru grámátici a lui Abu-1- 
Vafa despre care am mai vorbit cu o alta ocazie (p. 203) se 
inrudefte cu partea de geometrie din algebra lui al-Horezmi. 
Abu-l-Vafa Muhamined ibn Muhammed al-Buzdjani (940—997/8) 
■s-a náscut in Ilorasan, in oraful Buzdjan, asezat intre Herat 
■si Nifapur. La virsta de douázeci de ani el se muta in Irak fi se 
-eviden^iaza curind la Bagdad ca un mare matematician fi astro- 
nom. Lui ii aparan nenumárate lucrári originale fi comentarii 
(ale lucrárilor lui Euclid, Diofant, Ptolemeu), multe dintre ele 
nefiind descoperite pina in prezent. El are merite deosebite in 
domeniul geometriei fi trigonometriei. 

In capitolul de geometrie din cartea pentru grámátici, in 
afará de materialul lui al-Horezmi, Abu-l-Vafa introduce multe 
informa^ii suplimentare, fárá acele aluzii la demonstrarii, pe 
■care le socotise utile precursorul sáu. El prezintá aici formula 
lui Heron amintitá mai sus, regulile de calcul ale ariei sferei 
prin aria cercului mare fi a volumului sferei prin diametru fi 

circumferinrá |d 2 .~pjfi prin aria supraferei sferei | — ■ S . — j 

22 

Numárul ti il ia pretutindcni egal cu —. Pentru calculul ariei 
segmentului de cerc dupá arcul de cerc sau coardá sint date valo- 

1 Este vorba de problema celor douS medii geometrice, adicá de deter- 
minarea necunoscutelor x si y satisfacind conditiile 

x y h 

y a x 

•care cuprindc problema duplicárii cubului sí de care s-au ocupat diverji 
matcmaticieni greci— I.P. 
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rile coardelor intr-un cerc cu diamelrul egal cu 14 pentru arce 
de — 180° (k = 1, 2, 22); coardele sínt exprímate in uniláti 

sexagesimale — $aire si partí ale lor. Abu-l-Vafa mai formuleazá 
jí regulile de transformare a valorilor pentru cazul unui cerc de 
raza oarecare, precum $i regulile de interpolare. 

Odatá cu tabelul coardelor, el citeazá numele lui Ptolemeu 
si apoi prezintá ca fiind indiana urmátoarea regula aproxima- 
tivá care exprima diametrul d al cercului prin numárul laturi- 
lor $i la tura a n a unui poligon regulat inserís cu n laturi: 


d 2 = 


-<[ 


[n — i)n 


+ 3 


2 (»* - n + 6) 

* - - Uj, - ' 

9 9 


E u$or de vázut cá aceastá regula dá valori exacte pentru 
diametru, cind n = 3,4 $i 6. Pentru n = 5 eroarea este de eirca 
0,1 %, pentru n = 10 — eirca 1%, pentru n = 20 — eirca 2%, 

iar cind n-* oo, ea tinde catre ™adicá este ceva mai mica 

3 

decit 5%. Nu se cunoa^te provenienta acestei reguli. 

In incheiere, Abu-l-Vafa descrie procedeele de másurare a dis- 
tantelor pina la obiecte inaccesibile $i a ináltimii lor, cu aju- 
torul unei scinduri dreptunghiulare grádate pe margini $i al unui 
vizor rotativ. 

íptim cá manualul de aritmética a lui al-Karadji confine o 
serie de capitole de geometrie. ConRnutul lor este atit de apro- 
piat de cel din cartea pentru grámátici, incit 1-am putea trece 
cu vederea. Trebuie totu$i sá amintim curioasa regula pentru 
volumul sferei 


v 



-- 1 * = ] 2 

7 7 2 ) l 4 j 


|tc — —-j. Dacá in cazul de fa^á nu este vinovat cel care a fácut 

copia, atunci rezultá cá al-Karadji considerá cá sfera este echi- 
valentá ca volum cu un paralelipiped drept cu ináltimea egalá 
cu diametrul $i cu baza pátratá, cu latura egalá cu un sfert de 
cerc mare. Aceastá regulá aminte^te procedeele grosiere de eva- 
«Iraturá, folosite, dupá spusele lui Abu-l-Vafa, de topometrii 
acelor vremuri (vezi p. 292). 

Regula lui al-Karadji ne va surprinde in mai micá másurá, 
dacá vom Rne seama cá in manualul enciclopedic al unui mate- 
matician calificat, cum a fost iranianul Behaeddin $i care a tráit 
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cu cinci secóle mai tirziu [177], volumul sferei este dat sub 
forma: 



adicá pentru tz = 


22 




cuvinte, 



Behacddin 


considera sfera echivalentá cu un eub a cárui laturá este un sfert 
din cercul marc. Valoarea lui 71, corespunzátoare de fapt regulir 
lui Behacddin, este aproximativ egalá cu 2,9, dcci ccva mai 
buna dccit cea corespunzátoare regulii lui al-Karadji, egalá 
aproximativ cu 3,7. 

Lui Abu-l-Vafa íi mai apartine si o opera specialá de geometrie 
practica: Carie despre ceea ce ii este necesar unui meseriaq carc 
lucreazá cu construcfü geomelrice (Kitab fi mai iahtadj ilaihi as- 
sana'min a'mal al-handassia) . S-a pástrat expunerea acestei 
lucrári in limba araba, fácutá de un elev al sáu [142], si o tra- 
ducere in limba persaná [143] dintr-o perioadá de timp apro- 
piatá. Ambele texte se completeazá unul pe altul. 

Cartea este alcátuitá dintr-o introducere si 12 capitole conti- 
nind o multime de diferite constructii importante in topome- 
trie, arhitecturá, tehnicá si geodezie. Este deosebit de intere- 
sant cá aproximativ cincisprezece probleme sint rezolvate cu 
ajutorul unei rigle si al unui compás cu deschidere constantá. 
Uneori aceastá cerintá se exprima in conditiile problemei, iar 
uneori se indeplineste de fapt in realizarea constructiei. Impor- 
tanta practica a unor asemenea constructii este conditionatá de 
faptul cá pe teren uneori este incomod de construit cercuri de 
raze diferite. Poate cá primele constructii cú compasul de des¬ 
chidere constantá tin de fíegulile funiei indiene si s-au intilnit 
si la greci, dar lui Abu-l-Vafa i i revine meritul de a fi rezolvat 
pe aceastá cale, in mod sistematic, un grup intreg de probleme 
fundaméntale si de a fi seos in evidentá principiul in sine. Meri¬ 
tul lui nu-1 miesoreazá nici faptul cá pentru simplificare, in 
únele probleme el ia deschiderea compasului egalá cu un seg- 
ment oarecare dat si nu arbitrará. Ulterior, tot in virtutea nece- 
sitátilor practice, in secolul al XVI-lea, in Italia reincep studii 
in acelasi sens, unde de aceastá problemá se ocupá Leonardo da- 
Vinci, G. Bencdetti, N. Tartaglia si G. Cardano, iar si mai tir- 
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riu ele sint continúate in mod strálucit de L. Maschcroni la 
íinele secolului al XVIII-lea, ín secolul al XlX-lea de J. Stei- 
ner si de altii. 

In introducere, folosind rigla si compasul de deschidere con- 
stantá, Abu-l-Vafa construieste perpendiculara pe mijlocul si la 
capátul unui segment. In cap. I, continind constructiile de baza, 
scgmentul de dreaptá se Imparte prin aceleasi inijloace In orice 
numár de partí, iar unghiul— ín jumátate. ín cap. II consa- 
crat poligoanelor regúlate, pe un segment de dreaptá dat se con- 
struiesc poligoane cu 3, 4, 5, 6, 8 si 10 laturi, iar in cap. III — 
poligoane regúlate cu 3, 4, 5, 6 si 8 laturi ínscrise intr-un cerc dat. 

In aceleasi capitole se da constructia pejitru dreptele para¬ 
lele, tangenta la circumferintá, heptagonul regulat (ca laturá se 
ia in mod aproximativ jumátatea laturii unui triunghi echila- 
teral inscris in acelasi cerc), trisectiunearnecanieá a unghiului, 
duplicarea mecánica a cubului si áltele. In cap. I se aratá douá 
constructii pentru o oglindá care, concentrind razele Soarelui, 
aprinde un obiect la o distantá data. Intr-una din aceste construc¬ 
tii, jablonul, adicá parabola, se construieste prin puñete cu aju- 
toruí unui cerc, a cárui raza este de douá ori mai mare decit dis¬ 
tanta (fócala) data. Pe niste drepte perpendicularc pe diametrul 
cercului se iau segmente de dreaptá egale cu coardele ce leagá 
unui din cápetele diametrului cu púnetele de intersectie dintre 
aceste perpendiculare si circumferintá; 
cápetele segmcntelor se aflá pe para¬ 
bola cáutatá. In cea de-a doua con- 
structie se foloseste o familie de 
cercuri ale cáror centre se aflá pe o 
razá si care trec prin origine. Dupá 
cum se pare, ambele constructii se in- 
tilnesc aici pentru prima oará in is- 
toria matematicii. 

In cap. VI se analizeazá probleme 
de inscriere sau de circuinscriere a 
unui poligon regulat intr-altul. Iatá, 
de pildá, unui din cele cinci procedee l’’íg■ 67 

de a inscrie un triunghi echilateral 

intr-un pátrat dat. Din centrul E al pátratului se duce un cerc 
prin virful D (fig. 67); apoi din D, cu aceeasi razá, se duce un 
are de cerc, care intersecteazá circumferintá in púnetele F si G. 
Púnetele de intersectie H si K intre dreptele BF si BG cu la- 
turile CD si AD sint virfurile triunghiului cáutat BHK. 
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Capitolele VIII — X sint consacrate divizárii figurilor recti- 
linii ji a cercului, ca de pildá, iinpártirea patrulaterului in 
douá párti egale cu ajutorul unei drepte ce trece printr-unul 

din virfurile lui sau sectionarea unei a —párti dintr-un parale- 

re 

logram cu ajutorul unei drepte ce trece printr-un punct exterior 
dat. Inca Euclid consacrase acestor probleme o opera specialá. 

In sfirsit, in cap. XI se rezolvá o serie de probleme de trans¬ 
formare intr-un singur pátrat a sumei citorva pátrate ji de des- 
compunere a unui pátrat intr-o sumá a ahora. Multi practicieni 
au nevoie de aceasta, serie Abu-l-Vafa, dar „toate procedeele 
folosite de lucrátori nu se bazeazá pe vreun principiu, nu meritá 
incrcdere ji sint foarte inexaclc“ [142, p. 345]. Abu-l-Vafa avu- 
sese intentia sá stabileascá principiile generale de rezolvare a 
unor asemenea probleme. Mai intii el dá cele inai simple eonstruc- 
ii pentru un pátrat alcátuit din n 2 sau n 2 - f- m 2 pátrate cunosculc. 
n ultimul caz se folosejte de fapt egalitatea n 2 m 2 — 2 nm -f 
(n — m) 2 : pátratul cáutat se obtinc dacá in jurul pátratului 

(n — m) 2 se asazá 4 dreptunghiuri • Aceastá constructie mi 

este complicatá in realizare ji coincide cu constructia teoremei 
lui Pitagora folositá in China ji India (compará fig. 28 de la 
p. 124); ji probabil fusese adusá din India. Mai departe, el 

rezolvá acelea^i probleme de descoru- 
punere a pátratului. 

Dupá aceasta se pune problema con- 
structiei unui pátrat din orice numár 
de pátrate date. Abu-l-Vafa nu face o 
analizá generalá, ci studiazá nuinai 
cazul triplárii unui pátrat. Aceasta 
se poate face construind ipotenuzu 
unui triunghi dreptunghic cu catete- 
tele egale cu latura ?i diagonala pátra¬ 
tului dat. 0 asemenea solutie, spune 
Abu-l-Vafa, este suficientá pentru un 
geometru, dar nu este convenabilá in 
practicá. Probabil cá este vorba desprc 
faptul cá, in realitate, se cere sá se impartá pátratele date 
in ni$te párti din care se va alcátui un pátrat nou. Iatá con¬ 
structia lui Abu-l-Vafa (fig. 68). Táind douá pátrate date dc-a 
lungul diagonalelor, a$ezám cele patru triunghiuri in jurul pátra¬ 
tului aja cum se aratá in fig. 68, iar apoi unim E, F, G, 11. 
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Figura EFGH este un pátrat egal cu triplul pátratului ABCD, 
deoarece triunghiurile inguste care ies in afara laturilor EFGH 
¡¡¡i cele care intrá in el sint congruente. 

Mai departe, Abu-l-Vafa transforma intr-un singur pátrat douá 
pátrate cu laturi oarecare, neegale. Pentru aceasta, pátratul mai 
mic ABCD se aplica peste cel mare AEFG (fig. 69). Atunci suma 
lor se va compune din ariile a douá dreptunghiuri ABHG ji 
AEKD egale intre ele $i pátratul CKFH. Ajezind in felul cunos- 
cut cele patru triunghiuri, obtinute prin impártirea dreptunghiu- 
rilor prin diagonale in jurul pátratului CKFH, vom realiza un 
pátrat egal cu suma celor douá date. ín sfirjit, Abu-l-Vafa rezolvá 
problema impárprii unui pátrat in douá, dintre care unul de 
laturá datá. 

Constructia prin care Abu-l-Vafa obtine un pátrat din suma 
altor douá pátrate date contine in esentá demonslratia teoremei 
lui Pitagora bazatá pe principiul echivalentei, care apare aici 
cit se poate de evident. O demonstratie similará, dar cu un desen 
ceva mai diferit de fig. 28 ji mai ilustrativ pentru evidentierea 
echivalentei, o dá incá Tabit ibn Korra in secolul al IX-lea; 
aceastá demonstratie se cunoajte multumitá lui an-Nairizi [146]. 

Referitor la cazul unui numár oarecare k de pátrate egale, 
Abu-l-Vafa observá cá aici se poate recurge la teorema lui Pita¬ 
gora, dar adaugá din nou faptul cá acest 
procedeu este incomod in practicá. Íntr-a- 
devár, descompunerea in párti congruente 
folosind teorema lui Pitagora este relativ 
complicatá, deji practic nu este mai difi- 
cilá decit constructia pentru trei pátrate 
egale. Nu ne putem dispensa insá in intre- 
gime de teorema lui Pitagora. S-ar putea 
pune doar problema celei mai comode des- 
compuneri a numárului dat in componentele 
lui pentru a aplica teorema lui Pitagora de cit Fig- 69 

mai putine ori. Cu ajutorul teoremei lui 

Fermat privind reprezentarea oricárui numár prin suma a cel 
inult patru pátrate, s-a arátat cá pentru orice k, teorema lui Pi¬ 
tagora trebuie folositá cel mult o datá [143]. 

ín cap. XII, Abu-l-Vafa expune procedeele de descompunere 
a suprafejei sferei in poligoane sferice regúlate. Desigur, virfu- 
rile acestora sint virfurile poliedrelor inscrise in sferá, dar Abu-l- 
Vafa nu aminteste nimic despre aceasta. Constructiile elegante 
si simple din acest capítol dau cinci poliedre regúlate ji alte douá 
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semiregulate din cele 13 descoperite de Arhimede, 51 anumc, 
poliedrul cu 14 fete, dintre care 8 triunghiuri 6 pátrate, sí 
poliedrul cu 32 de fe|e, dintre care 20 de triunghiuri ji 12 penta- 
goane. Construc^iilc altor trei corpuri semiregulate nu sint pe 
deplin exacte. In cazul de fata, sint prea pujin cunoscute sursele 
folosite de Abu-l-Yafa. Afara de Elemente, el cunoscuse aproapc 
neindoielnic lucrarca lui Pappus, dar o serie de constructii ale 
geometrului din Bagdad nu se mai intilnesc in literatura dinain- 
tea lui si poate cá-i aparjin lui personal. Mult mai tirziu, S. Slc- 
vin fi J. Kepler se ocupa din nou de poliedrele semiregulate r 
despre care ei cunosteau doar o descriere succintá a clasificárii 
lor dupa Pappus. 

Am vázut cá in operele aritmetico-algebrice ale autorilor arabi 
exista deseori capitole de geometrie. Progresul realizat in másu- 
rarea figurilor. catre sfirsitul etapei analízate, se poate aprecia 
dupa Cheia aritrneticii a lui al-Kasi. Cea de-a patra carte a acestei 
lucrári Despre másurátori este mult mai bogatá decit párale cores- 
punzátoarc din cár^ile lui al-Horezini sau al-Karadji, iar valorile 
numerice pont.ru segméntele incomensurabile sint exprimate, asa 
dupa cum am mai spus,cu o inaltá exactitate. Al-Kasi rezolvá únele 
probleme pe cale pur algébrica, iar in áltele aplica únele formule 
trigonometrice. Pentru poligoanele regúlate cu n laturi, cu n — 
= 5, 6 , 7, 8 , 9, 10, 12, 15 si 16 el da tabele de rapoarte intre 

arie si pátratul laturii, adicá — ctg »Mn fractii sexagesimale 

4 n 

cu o precizie pina la 60 -5 fi in fractii zecimale cu o precizie 
de 10“ 6 . Tabelul valorilor kiz (k = 1, 2, ...60) se da in fractii 
sexagesimale pina la terfi, iar in fractii zecimale (k = 1 , 2 , 

10) pina la 10~ 6 . Odatá cu voluinele corpurilor rotunde obis- 
nuite se analizeazá volumele cilindrului fi ale conului inclinat, 
precum fi ale corpurilor cu gol interior, de felul „prisosului 
conic“ (trunchi de con cu un gol interior de forma unui con, a 
cárui baza este baza mica a trunchiului de con, iar virful e situat 
in centrul bazei mari), „prisos rombic“ (combinarea conului cu 
un trunchi de con cu gol interior conic, cu baza mai mica decit 
baza trunchiului de con, iar virful coincide cu virful conului 
plin), cilindri cu gol interior etc. Intr-un tabel special sint re.u- 
nite caracteristicile numerice a celor cinci poliedre regúlate si 
ale celor douá poliedre semiregulate construite de Abu-l-Vafa. 
ín incheiere, al-Kaji prezintá calcule ji constructii complicat» 
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pcntru arce ogiva le, bolti, cupole si asa-nuinitele stalactite 1 , 
caracteristice pentru arhitectura araba [144]. 

Teoría dreptelor paralele. Au o importantá remarcabilá stu- 
diile consacrate celui de-al V-lea postulat al lui Euclid despre 
paralele, pe care incercaserá sá-1 deinonstreze inca elenii 2 . 
Aceste studii au durat mai mult de patru secóle. 

Elaborarea teoriei paralelelor, la fel ca si a teoriei rapoartelor, 
incepe in tarde Islamului indatá dupa ce apare traduccrea Ele- 
mentelor in limba araba. Primul studiu cunoscut de teoría para¬ 
lelelor ii apartine conteinporanului si colaboratorului lui al- 
Horezmi, astronomului si matematicianului al-Abbas ibn Said 
al-Djauhari, náscut in orasul Paraba (astázi Otrar, in R.S.S. 
Kazahá). Capitolul respectiv al lucrárii lui al-Djauhari, Perfec¬ 
cionaren car[ii „Elementelor“ (Islah li kilab al-Usul), il cunoastem 
dupa expunerea lui at-Tusi [144 a\. Al-Djauhari propune demon¬ 
straba celui de-al V-lea postulat, bazatá pe urmátoarea ipotezá 
implícita: dacá douá drepte paralele sint intersectate de o alta 
dreaptá ji unghiurile alterne sint egale, acelasi lucru se intimplá 
cind cele douá drepte sint intersectate de orice altá dreaptá. In 
mersul demonstratiei, al-Djauhari deduce teoremele conform 
cárora mediana unui triungbi este egalá cu jumátatca bazei lui 
si cá prin orice punct din interiorul oricárui unglii dat se poate 
duce o dreaptá care sá intersecteze ambele lui laturi (de unde ji 
rezultá postulalul V). Ldtima leoremá este remarcabilá: pe ea 
se bazeazá cunoscuta «demonstratie“ a postulatului V, propusá 
in anuí 1800 de geometrul francez A. M. Legendre. 

In jurnl anului 900, an-Nairizi rezervá un loe important leo- 
riei paralelelor in comentariile sale la Elemente [144 b]. Abu-1- 
Abb as al-Fadl ibn Hatim an-Nairizi (decedat in jurul anului 922), 
din Nairizi, in apropiere de fjiiraz, lucreazá la Bagdad pe lingá 
califul Mu’tadid (892—903). Él se ocupá de astronomie si mate- 
maticá, serie lucrári despre astrolabul sferic si despre determi- 
narea directiei in care se aflá Mekka, il comenteazá pe Ptolemeu 
si Euclid. Comentariile la cártile I — a Vl-a din Elemente ni 

1 Stalactitele reprezintá un sistem multietajat de prisme poliédrico 
atirnate únele deasupra altora, cu fe(e plañe sau curbe, servind pentru impo- 
«lobirea corni^elor, a balcoanelor, a ni^elor din portaluri etc. — JV.A. 

2 Conform celui de-al V-lea postulat, dacá o dreaptá formeazá cu alte 
douá drepte, sitúate in acelasi plan, unghiuri alterne interne, a cáror sumá 
este mai mica decit 2 d, atunci aceste douá drepte duse pe lungimi suficiente 
se intersecteazá in acea parte unde suma este mai micá decit 2 d [33a, I, 
p. 15] — N.A. 
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B-au pástrat íntr-un manuscris arab [145], íar la cártile I — X — 
íntr-o traducere latineascá fácutá de Gherardo din Cremona [146]. 

Comentind teoría paralelelor, an-Nairizi se refera la Simplicius, 
filozof grec din prima jumátate a secolului al Vi-lea. Probabil 
cá tot de la acesta aflase el teoria paralelelor a luí Aganis, con- 
temporan al lui Simplicius, teoretic expusá destul de amánuntit. 

In teoria lui Aganis, partea céntrala o ocupa definitia dreptelor 
paralele ca fiind drepte sitúate In acelap plan ji care, oriclt s-ar 
prelungi In ambele directii, rámln ecbidistante. Prin distanta 
dintre drepte (dintre douá puñete), Aganis intelege, dupa cum o 
spune an-Ñairizi, drumul cel mai scurt care le unejte. 

Definida lui Aganis contine o afirmatie echivalentá cu cel 
de-al V-lea postulat al lui Euclid. Ea nu este nouá. §tim de la 
Proclus, cá Inca Posidoniu definise intr-un chip asemánátor 
dreptele paralele, in secolul I i.e.n. Pentru Posidoniu, dreptcle 
paralele sint acelea care, fiind sitúate in acelaji plan, nu se apro¬ 
pie ji nu se indepárteazá una de alta, aja incit tóate perpendi- 
cularelc duse din púnetele uneia pe cealaltá dreaptá sint egale 
intre ele [147, 148]. 

Apoi, an-Ñairizi deduce o serie de teoreme ale lui Aganis: dis¬ 
tanta dintre douá drepte paralele este determinatá de un segment 
perpendicular pe ele ; douá drepte perpendiculare pe a treia sint. 
paralele intre ele; dreapta care intersecteazá douá drepte para¬ 
lele formeazá unghiuri interne ji de acecafi parte, a cáror suma 
este egalá cu douá unghiuri drepte. Ultima propozipe este pro- 
pozitia 29 din cartea I a Elementelor ji este prima teoremá din 
cele demónstrate de Euclid cu ajutorul postulatului V. In cursul 
demonstratiei, bazatá la Aganis.pe ipoteza dreptelor echidistanle. 
se stabilejte totodatá ji existenta dreptunghiului. Ceva mai 
departe, pe baza propozitiei 35, se demonstreazá chiar postu- 
latul V ji se construieste punctul de intersectie al dreptelor res¬ 
pective. In constructie se folosejte ipoteza cá injuinátátir:d do 
un numár suficient de ori segmentul mai mare dintre cele douá 
date, se poate obtinc un segment mai mic decit segmentul mai 
mic dintre cele douá date. Accastá propozitie este echivalentá- 
cu aja-numita axiomá a lui Eudoxus — Arhimede., 

Ideile expuse in comentariul lui an-Ñairizi au fost curind dez- 
voltatc mai departe. ín primul rind, pentru ibn al-Haisam a 
avut o importanlá deosebitá definitia paralelelor dupá Posido¬ 
niu — Aganis. 

Ibn al-Haisam consacrá douá opere pentru analiza lucran i 
clasice a lui Euclid: Cartea comantariilor la inlroducerile diiu 
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cartea luí EuclidL „Elemente“ (Kitab §arli musadart kitab Uelidís 
fi-l-Üsul), linde analizeazá definitiile, axiomele $i postúlatele, 
fi un tratat alcátuit mai tirziu Despre rezolvarea indoielilor din 
cartea luí Euclid „Elemente“ (Fi hall $ukuk kitab Uelidís fi-l- 
Usul), in care comenteazá propozitii le. Teoria paralelelor e 
expusá in prima opera [149, 150]. 

Ibn al-Haisam considera necesar sá fundamenteze in primul 
rind insá$i nojiunea de paralele, ca drepte sitúate in acela^i plan, 
ji care prelungite fiind la infinit nu se intersecteazá pe nici o 
parte, intrucit noi nu sintem in stare sá ne inchipuim o prelun- 
gire la infinit. De aceea e necesar sá arátám atit posibilitatea 
de a realiza in general o dreaptá infinitá, cit $i in mod special, 
drepte paralele. Prima se obtine prin construirea unui segment 
mai mare decit cel dat de un numár oricit de mare de ori, adicá, 
aplicind de fapt a$a-numita axioma a lui Eudoxus — Arhimede, 
pe care de altfel el n-o aminte^te direct. Pentru a doua, ibn al- 
Haisam introduce o nouá definitie a dreptelor paralele, conpnind 
intr-o formá implicitá, propozitia care cuprinde postulatul V $i 
se bazeazá pe aplicarea mi^cárii continué in geometrie. El con¬ 
sidera o linie descrisá in plan de capátul líber al unui segment 
de lungime constantá, perpendicular pe dreapta datá $i a cárui 
bazá se deplaseazá de-a lungul acestei drepte. O asemenea min¬ 
eare el o nuinejte simplá. Rationamente nedefinite, de$i extinse 
cu privire la „egalitatea $i asemánarea“ mi^cárii tuturor punc- 
telor perpendicularei aflate in mineare, il duc pe autor la con- 
cluzia cá traiectoriile descrise simultan de ele sint congruente 
$i cá linia descrisá de capátul perpendicularei este o dreaptá 
echidistantá in raport cu dreapta datá. Prin aceasta, dupá párerea 
lui ibn al-Haisam se demonstreazá atit existen^a dreptelor para¬ 
lele, cit $i procedeul pentru objinerea lor. ín realitate, dupá 
cum am mai spus, ínsáfi afirmatia lui al-Haisam implicá postu¬ 
latul V al lui Euclid 1 . 

Mai departe, ibn al-Haisam trece la demonstrarea postula- 
tului V. Demonstraría se bazeazá pe definiría mai sus prezentatá 
a dreptelor paralele $i contine o serie de fapte interesante din 
punct de vedere istoric. Ibn al-Haisam pá$e$te pe o cale, 
urmatá dupá el de o serie de succcsori direeti sau indirec^i ai 
sái, inclusiv piná la geomelrii din secolul al XYIII-lea. El ana¬ 
lizeazá un patrulater ABCD (fig. 70), in care unghiurile A $i B 
- 

1 ln planul neeuclidian al lui Libacevski, precum fi in planul neeucli- 
dian al lui Riemann, o linie echidistantá^ fa^á de o dreaptá este o linia 
curhá — Ñ .A. 
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sínt adiacente bazei drepte, iar CD este o perpendiculará dusá 
pe BD dintr-un punct oarecare C al laturii AC, adicá acelasi 
tridreptunghi, pe care J. H. Lambert il pune la baza lucrárilor 
sale privind teoria paralelelor. Se cere sá se arate cá si cel de-al 
CHE patrulea unghi C este drept; pen- 

tru aceasta se demonstreazá cá la- 
tura CD adiaeentá la al patrulea 
unghi este egalá cu latura opusá 
AB. In timpul demonstrapei, ibn 
al-Haisam enun^á o idee, folositá 
ulterior in diferite variante de 
gcomelrii de mai tlrziu, $i anume 
el eonstruieste o demonstrare prin 
reducere la absurd, plecind de la 
contrariu si ajunge la absurditatea presupuncrii cá CD > AB 
san CD < AB. 

La inceput se admite cá CD > AB. Latura CA se prelungejte 
cu segmentul AE, egal cu ea, pe preltingirea dreptei DB se 
ridicá perpcndiculara EF si se duce BC si BE. Se demonstreazá 
npoi usor cá EF = CD, asa íncít in conformitate cu ipoteza, 
EF > AB. Sá ne inchipuim acum cá EF se deplascazá de-a lun- 
gul liniei FBD, rámlnlnd perpendiculará pe ea, piná ce va coin¬ 
cide cu CD. Clnd punctul F coincide cu B, segmentul EF se 
suprapune peste BA si in virtutea ipotezci admise va ocupa 
pozitia BH, unde BFI > BA. Prin aceasta ajungem la urmá- 
toarea contradictie: in conformitate cu procedeul de formare, 
linia CHE este dreaptá, dar tot dreaptá este si linia CAE, iar 
douá drepte nu pot márgini o arie. In accst fel, ipoteza CD > 
> AB este absurdá. In mod analog se demonstreazá cá este 
absurdá si ipoteza CD < AB 1 . 

Sá observám cá patrulaterul CDFE este vestitul dreptunghi al 
lui Khayyam-Saccberi, despre care voin vorbi in curind. 

Demonstrind egalitatea laturilor AB si CD, ibn al-Haisam 
S'tabileste usor cá cel de-al patrulea unghi C al tridreptunghiului 
este si el drept, adicá demonstreazá existen^a dreptunghiurilor, 
iar apoi si postulatul V. El distinge trei cazuri: 1) cind unul din 
unghiurile alterne interne este drept; 2) cind unul din ele este 
ascu^it si 3) cind unul din ele este obtuz. Nu vom analiza aceste 

1 Inegalitatea CD > AB este indeplinitá in planul neeuclidian al lui 
I-obacevski, iar inegalitatea CD < AB — in planul neeuclidian al lui 
Riemann — N.A. 
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Fig. 70. 
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Fíg. 77. Dcrnonslratia tcoremei triclrcplunglmihii in Iratatul lui ibn al- 
Ilaisain (manusensu1 clin Kazan). 


rafionamente, lipsitc de importante deosebilá. Yom remarca 
doar, cá demonstrlnd intersería dintre perpendiculará j¡ oblicá, 
ibn al-Haisam formnleazá ca evidentá o propozitie pe caro 
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M. Pasch o remarca, In anuí 1882, ca o importantá axioma plani¬ 
métrica. Aceasta este una dintre axiomele de ordine (dupa ter¬ 
minología lui D. Hilbert): o drcaptá care nu trece prin virfurile 
unui triunghi si intersecteazá una din laturile lui mai intcrsec- 
teazá inca una din celelalte douá laturi. De aceeaji propozipe 
se foloseste si Nasireddin at-Tusi. 

In concluzie, ibn al-Haisam declara cá postulatul V dcmon- 
strat de el trebuie seos din rlndul celorlalte postúlate ji introdus 
ca teorema inaintea propozipei 29 din cartea I a Elementelor, 
iar la celelalte patru postúlate rámase sá se adauge propozi^ia: 
„douá drepte nu limiteazá o suprafatá" 1 . 

Unul din rezultatele principale ale lui ibn al-Haisam este dez- 
váluirea legáturii reciproce dintre postulatul paralelelor ji suma 
unghiurilor unui patrulater. La Euclid aceastá legáturá aparea 
inca unilateral: din postulatul paralelelor rezulta cá aceastá sumá 
este egalá cu patru unghiuri drepte. Trebuie observat cá al-Haisam 
a mai pus in eviden^á o propozipe care a jucat apoi un rol deo- 
sebit in dezvoltarea teoriei dreptelor paralele. Aceasta este, afir¬ 
maba cá douá drepte care se intersecteazá nu pot fi paralele cu 
o aceeaji dreaptá. In cel de-al doilea comentariu al Elementelor 
el aratá cá o asemenea propozipe „se reduce la afirmaba demon- 
stratá de Euclid“, dar este „mai intuitivá pentru sim^uri" [144 a, 
p. 526], si mai departe o foloseste pentru a deduce propozitia 29 
din cartea I a Elementelor. 

Teoría paralelelor este dezvoltatá in continuare de Ominar Khay- 
yam [132]. ín Comentarii la dijicultáfile din inlroducerile cárfii 
lui Euclid, Khayyam nu este } n principiu de acord cu ibn al- 
Haisam. Urmindu-i pe Aristotel ji Euclid, el se opune ideii de 
a folosi miscarea in geometrie. Introducind definitia sa, ibn al- 
Haisam se referá la insusi Euclid, care definise sfera ca un rezul- 
tat al rotirii unui semicerc in jurul diametrului sáu. Dar, spune 
Khayyam, autorul Elementelor manifestase in acest fel o lipsá 
de consecventá. Ín cárble de stereometrie existá in general multe 
neglijenle, pe care Euclid le comísese poate, socotind cá un cititor 
ajuns la aceste cárb ar fi trebuit sá aibá timp sá cápete o anu- 
mitá experientá. Se jt* e doar cá Euclid defineste cercul ca rezul- 
tat al rotirii in plan a unui segment de dreaptá fixat la un capát. 

1 Aceastá propozi{ie, pe care Euclid o foloseste ca evidentá in demon- 
strarea teoremei egalitátii a douá triunghiuri avind douá laturi ^i unghiul 
dintre ele egale, figureazá In citeva edifii mai tirzii ale Elementelor sub forma 
axiomei IX. Majoritatea istoricilor matematicii considerá cá axioma IX 
bu aparóme lui Euclid — N.A. 
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Khayyam propune sa se Inlocuiascá postulatul paralelelor prin- 
tr-un alt principiu, care dupa cuvintele lui ar fi fost propus incá 
de Aristotel 1 : douá drepte convergente (adicá drepte care se 
apropie una de alta) se intersecteazá fi nu este posibil ca douá 
linii convergente sá se indepárteze pe directia convergentei. 
Cartea I din Comentarii este consacratá in intregime deducerii 
din acest principiu a postulatului lui Euclid despre dreptele 
paralele. 

ín teoria paralelelor prezentalá de Khayyam exista totufi o 
serie de puñete slabe, párti prea lungi fi únele neglijente. Insufi 
„principiul“ emis de el este alcátuit din douá afirmatii, fiecare 
dintre ele fiind echivalentá cu postulatul V al lui Euclid, afa 
inclt s-ar putea neglija oricare dintre ele. Nu vom intra in cri¬ 
tica rationamentelor lui Khayyam, ci vom desprinde doar acele 
chesliuni care reprezintá o valoare istoricá. 

Khayyam formuleazá in priniul rind axioma lui Arhimede 
fi axioma de mai sus privind linii le convergente. Din aceastá 
axioma, dupa cum aratá rationamentele lui Khayyam, rezultá 
cá douá perpendiculare pe o dreaptá sint echidistantate. Mai 
departe, el deduce opt propozitii prin care trebuie inlocuitá pro¬ 
pozitia 29 din cartea I a FAementelor 2 . Aici se studiazá „patru- 
lateiul lui Saccheri“ format din segmentul dat AB, douá per¬ 
pendicular egale AC fi BD afezate la cápetele lui, fi segmen¬ 
tul CD. 

In propozitia 1 se demonstreazá cá unghiurile de sus ale acestui 
patrulater sint egale intre ele, in propozitia 2 — cá perpendicu¬ 
lar ED pe mijlocul hazei de jos este perpendicular pe baza 
de sus fi o imparte in douá párti egale. Propozitia 3 a lui Khay¬ 
yam este cea esentialá. In ea se analizeazá trei ipoteze, fi anume: 
1) unghiurile de sus ale patrulaterului sint ascutite, 2) unghiu¬ 
rile de sus sint obtuze fi 3) unghiurile de sus sint drepte; pri- 
melc douá ipoteze se resping prin reducere la absurd cu noul 
postulat despre dreptele paralele. Pcntru demonstratie, perpen¬ 
dicular EG din mijlocul bazei inferioare AB se prelungefte cu 
GK = EG, pe EK se duce perpendicular FH píná la intersería 
cu prclungirea laturilor AC fi BD ; in patrulaterul CDFH latu- 


1 ln operele lui Aristotel pe care le cunoaftcm nu exista formularea 
acestui principiu— N.A. 

a Drcapta care intersecteazá douá drepte paralele formeazá unghiuri 
alterne egale, unghiul exterior este egal cu cel opus interior, iar suma unghiu- 
rilor interne si de aceeasi parte este cgalá cu douá unghiuri drepte — N.A. 
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rile CU si BF sínt egale. Mai departe (fig. 72) desenul se indoaie 
dupa dreapta CD. In cazul ipotezci unghiurilor superionrc ascu- 
l¡te, HF trece in scgmentul SN, inai niarc dceit liaza infe- 
rioará, iar in cazul ipotezci unghiurilor olituze — se transforma 
in segmentul LM. mai mic dceit liaza infcrioará. Dupa aceasta, 
intregul desen se indoaie dupa dreapta AB. Atunei, in cazul ipo¬ 
tezci unghiurilor aseutite, cele dona 
perpcndiculare pe segmentul AB 
de (imbele párti ale lui sint di¬ 
vergente, iar in ipoleza unghiu¬ 
rilor ohtuze —sint convergente. 
Dar, dupa cum s-a dernonstrat, 
douá perpendiculare pe o dreapta 
sint cchidistante, si in consecin^á 
B B M £ LAN este posibilá doar ipoteza unghiu- 

F¡§. 72 rilor drepte. Celelalte teoreme se 

folosesc pentru demonstrarea pro- 
pozipei 7, care coincide cu propozitia 29 din cartea I a Elemen- 
telor, si a propozitiei a 8-a, in care se demonstreazá eel de-al 
V-lea postulat a lui Euclid. 

Sá observám eá únele particularitáti ale jexpunerii lui Khay- 
yam dovedesc cá el cunostca bine comentariile lui an-Nairiz¡. 
Khayyam le amintcste pe acestea si vorbeste si despre alte cíteva 
incercári de a demonstra postulatul V, dar analizeazá numai con- 
cepjiile expuse in lucrarea lui ibn al-Haisain liezolvarea indo- 
ielilor. 

Pasul urmátor in dezvoltarea teorici jiaralelelor il face Nasi- 
reddin at-Tusi. Cunoastem trei opere ale lili at-Tusi in care se 
analizeazá aceasta chestiune. Prima este Tratatul care inláturá 
indoiala in prwin[a liniilor paralele (Ar-risala as-$afiiia'an a$- 
$akk fi-l-hutut al-mutavaziiia) [144 a], scris inainte de anuí 1251, 
iar celelalte sint douá redactári ale Expunerii lui Euclid [151, 
152, 153, 153 a] adicá douá edipi ale Elementelor cu adaosurile 
si modificárile personale ale lui at-Tusi. 

At-Tusi expune amánuutit, uncori ciliar textual dosi cu únele 
lipsuri esentiale, teoría paralclelor a lui al-Djauhari, ibn al-Hai- 
sam (conform operei aeestuia Despre rezolvarea indoielilor din 
cartea „Elemente“ a lui Euclid) si ale lui Ominar Khayyam. El 
analizeazá in moel critic flecare teorie si in incheiere propune o 
teorie proprie a paralelor, bazatá in mare másuiá pe teoría lui 
Khayyam si in parte a lui al-Djauhari. Ulterior, aceastá teorie 
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íntr-o forma iinbunátátitá a fost inclusa in prima redactare a 
Expunerii luí Euclid publicará la Teherán de-abia in anuí 1888. 
Noutatca consta aici in faptid cá at-Tusi incearcá sá dcmonstreze 
postulatul V fárá nici un fel de premisa suplimcntará, dar in 
realitate el foloseste iniplicit afirinatia prin care inlocuicste in 
inod dcschis postulatul in prima redactare a Expunerii lili 
Euclid. Arest postulat propriu a lili Nasireddin spune: dacá douá 
drepte sitúate in acelasi plan sint divergente intr-o direc^ie, ele 
nu se pot uni in aceastá dircctie, doar dacá nu se intersccteazá 1 . 

Nasireddin mai introduce o serie de teoreine dupa propozitia 
28 din Elemente. El analizeazá acelasi patrulatcr al luí Khayyam, 
íar propozitia luí nr. 3 coincide cu propozitia 3 a lui Khayyam. 
Ipotezele unghiului obtuz si ascutit el le respinge intr-un alt inod. 

In cazul ipotezei unghiului obtuz (fig. 73), din unnl din vir- 
furi, A, se duce perpendiculara AE pe AC. Dcoarece unghiul B 
este drept, in triunghiul ABE ipotenuza AE este mai inare decit 
cateta AB. Apoi in E se ridicá perpendiculara EG pe BD, care 
fiind totodatá si ipotenuza triunghiului AEG este mai mare 
decit AE. Continuind acelasi pro- 
ces, Nasireddin aratá cá bazele AC 
si Bf) ale patrulaterului sint di¬ 
vergente pe directia AB spre ('D. 

In mod analogse aratá cá dreptele 
CA si DB sint divergente pe di¬ 
rectia CD spre AB. Prin aceasta, 
ipoteza unghiului obtuz conduce 
la o contradictie cu postulatul ad¬ 
mis. In mod similar se respinge si ipoteza unghiului ascutit— in 
acestcaz, bazele trebuie sá fie convergente pe douá directii opuse. 

Stabilind cá in patrulaterul considerat tóate unghiurile sint 
drepte, Nasireddin deduce in propozitia 5, la fel ca si Ommar 
Khayyam, propozitia 29 din cartea I a Elementelor. Mai departe, 
urrneazá douá variante de demonstrare ale postulntului V. In 
prima variantá se demonstreazá cá o perpendiculará §i o oblicá 
fatá de o dreaptá se intersecteazá (propozitia 6), iar apoi postu¬ 
latul V (propozitia 7); in a dona variantá se demonstreazá cá 
dintr-un punct din interiorul unui unghi se poatc ducc o dreaptá 
care intersecteazá ambele laturi ale unghiului (propozitia 7) fi 
postulatul V (propozitia 8). 


1 In sccolul al XVIII-lea R. Siinson propune un poslulat asemánftto» 
ín locul celui cuclidian — Pi.A. 
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ín a doua redactare a Expunerii lui Euclid, Nasireddin urmcazá 
o cale pujin diferitá. Ín locul postulatului din prima redactare el 
admite douá premise. 

1) Dacá AB si CD sint douá linii drepte (fig. 74), asezate astfel 
incit perpendicularele EF, GH si KL, coboritc din diferite puñete 
ale dreptelor AB pe CD, sá formeze totdeauna cu dreapta AB 
unghiuri adiacente neegale care rámin tot timpul ascutite pe 
partea lui B si obtuze pe partea lui A, atunci dreptele AB si CD 
atita timp cit nu se intcrsecteazá se apropie constant pe partea 
unghiurilor ascutite si se depárteazá pe partea unghiurilor obtuze, 
adicá perpendicularele se miesoreazá spre púnetele B si D si 
cresc spre púnetele A si C. 

a) Invers, dacá perpendicularele duse in acest fel devin mai 
scurte pe directa punctelor B si D si mai lungi pe directa punc- 

telor A si C, astfel incit dreptele AB 
si CD se apropie constant in partea 
lui B si D si se depárteazá in partea 
opusá, atunci fiecare perpendiculará 
formeazá cudreapta A B douá unghiuri, 
unul fiind ascu^it, iar celálalt — ob- 
tuz; tóate unghiurile ascutite sint 
indreptate spre púnetele B si D, 
iar cele obtuze — in partea opusá. 

Cu ajutorul acestor premise, Nasireddin incearcá sá demonstreze 
cá in patrulaterul considerat tóate unghiurile sint drepte, adicá 
toemai propozi^ia 3 din prima redactare a Expunerii lui Euclid. 
Demonstraría se face din nou prin absurd, dar in ea, fárá sá 
observe, Nasireddin foloseste o propozitie echivalentá cu postula- 
tul V. Premisele adóptate care se pot demonstra prin mijloacele 
geometriei absolute, asadar independent de postulatul V, nu 
sint suficiente pentru a deduce propoziria 3. Nu ne vom opri 
asupra accstei lacune din rarionamentele lui Nasireddin, pe care 
Saccheri a pus-o in eviden^á mai tirziu cu claritate. Sá mai re- 
marcám o altá imprejurare importantá. Deducind propozipa 3, 
Nasireddin mai demonstreazá cá suma unghiurilor unui triunghi 
este egalá cu douá unghiuri drepte, la inceput pentru un triunghi 
dreptunghic, impárt.ind in douá, prin diagonalá, un patrulatcr 
cu patru unghiuri drepte si mai departe, pentru un triunghi 
oarecare, impárpndu-1 in douá triunghiuri dreptunghice prin 
Inálfimea dusá dintr-unul din virfuri. In sfirsit, el demonstreazá 
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■propozijia 29 din cartea I a Elementelor si, la fel ca al-Haisam, 
formuleazá in trecere ,.axioma lui Pasch“. 

Ideile lui Khayyam si Nasireddin at-Tusi ocupa un loe important 
ín dezvoltarea teoriei paralelelor §i preistoricul geometriei neeu- 
clidiene. Bineinjeles ei se aflau departe de ideea unui sistem 
geometric diferít de cel euclidian si se stráduiesc doar sá demon- 
streze postulatul paralelelor pe baza unor propozi^ii socotite ca 
mai evidente. ín acelaji timp se fac o serie de descoperiri remarca- 
bile. Despre una dintre ele, §i anume despre stabilirea dependentei 
bilaterale dintre postulat si márimea sumei unghiurilor unui 
patrulater si, in consecinjá, a unui triunghi, s-a vorbit mai sus. 
Un alt fapt important este incercarea de a respinge ipoteza 
unghiului ascupt si obtuz prin reducere la absurd. Mai mult, 
cind Khayyam conchide cá in ipotezele unghiului ascujit si 
obtuz baza superioará a patrulaterului sáu este mai lungá, respectiv 
mai scurtá decit cea inferioará, el are de fapt de-a face cu cele mai 
simple propoziRi din geometriile neeuclidiene, desi este departe 
de insási ideea posibilitaba lor. Sá mai subliniem §i aplicarea 
evidentá a ..axiomei lui Pasch“, desi nu ca axioma aparte. 

Lucrarea lui Khayyam a ramas timp indelungat necunoscutá 
$i a fost publicatá pentru intiia oará in limba araba la Teherán, 
in anuí 1936. Dar cea de-a doua redactare a Expunerii lui Euclid, 
aparjinind lui Nasireddin at-Tusi, apare la Roma in 1594 si tot 
acolo intr-o traducere latina (incompleta), in anuí 1657 [154, 155]. 
Aceastá demonstrare a lui Nasireddin e cunoscutá de J. Wallis 
care o expune in opera despre cel de-al V-lea postulat al lui Euclid, 
iar mai tirziu, G. Saccheri o pune la baza incercárii sale ingenioase 
de a-1 „curá}a de tóate petele“ pe Euclid, reducind la absurd ipo¬ 
tezele unghiului ascuRt si obtuz in patrulaterul studiat de Nasi¬ 
reddin. ín literatura de geometrie neeuclidianá, acest patrulater 
poartá si astázi numele lui Saccheri. 

Sectiunile conice: noile cubaturi ale lui ibn al-Haisam. Teo- 
* ... 7 

ria secpunilor conice capátá o larga aplicare in Járile Islamului 
pentru reprezentarea graficá a rádácinilor ecuapilor algebrice de 
gradul trei si, in parte, de gradul patru. Interesul faja de acest 
domeniu al geometriei este legat de lucrárile de óptica. Fizicienii 
cunosteau proprietábile oglinzilor parabolice si, de pildá, in 
lucrarea fundaméntala de óptica a lui ibn al-Haisam un loe im¬ 
portant il ocupa construyale geometrice corespunzátoare [156]. 

Am amintit mai inainte citeva constructii interesante ale elip- 
sei la frajii banu Musa si parabolele lui Abu-l-Vafa. Totusi, dupa 
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cum se poate aprecia dupa literatura de specialitate studiata, 
ín Oricntul Apropiat si Mijlociu nu s-au adus completan escnpale 
ín teoria antica a secpunilor conice. Meritul principal al mate- 
maticienilor din Jarile Islamului in acest domeniu íl eonstituie 
pastrarea si transmiterea descoperirilor antice. Prin literatura 
araba, in Europa patrund primele informa^ii dcspre secpunile co¬ 
nice, iar o parte considerabila din lucrarea fundaméntala a lui 
Apoloniu, car^ile 4—7, s-a pastrat numai in traducerea araba a 
lui Tabit ibn Korra, redactata la sfirsitul secolului al X-lea de 

iranianul Abu-l-Fath Mahmud ibn Muhammed ibn Kasim Fadl 

al-Ispahani. 

ínva^api din secolele al X-lea — al Xl-lea sint preocupa^ de 
cvadratura sectiunilor conice si de calculul volumelor corpurilor 
de revolutic definite de ele. Tabit ibn Korra efecteaza din nou 
cvadratura segmentului parabolic si cubatura paraboloidului de 
rotare, iar nepotul sáu, Abu Ishak Ibrahim ibn Sinan ibn Tabit 
ibn Korra (908—946), propune inca un proccdeu original al 
cvadraturii amintite mai sus. Mai departe decit Arhimede a 

mers al-Kuhi. Dupa cum se Stic, Arhimede a determinat volumul 
segmentului de corp rezultat prin rotatia parabolei injurulaxei. 
Al-Kuhi calculeaza volumul unui corp rezultat prin rotirea 

unei parp de parabola in jurul accstui diametru [157, 158, 159]. 

Un rezultat si mai important pentru istoria calcului infinijilor 
mici ii aparjine lui ibn al-Haisam; el calculeaza volumul unui 
corp rezultat prin rotapa unui segment de parabola in jurul unei 
ordonate arbitrare, care delimiteaza acest segment. In lucrarea 
speciala Tratal despre másurarem corpului parabolic (Fi ma sahal 
al-mudjassam *l-mukafi [1601), cunoscutá dupa o copie aproxi- 
mativ din secolul al XVI-lea, ibn al-Haisam povestejte ca stimu- 
lentul acestui studiu il const.ituisera lucrarile lui Tabit ibn Korra 
$i ale lui al-Kuhi. El forinuleazá problemele rezolvate de dinsii, 
declarind cá metoda primului este nesatisfácatoare. Nu se stie 
daca ibn al-Haisam (si in general matematicienii tarilor Islamu- 
lui) cunoscusc opera lui Arhimede Despre conoizi fi sferoizi: 
aeeasta opera nu este amintitá nicáieri in literatura araba de 
matemática 1 . Soluta lui al-Haisam pentru problema voluwiului 

1 Nu se stie dacá au existat sau nu traducen arabe ale operelor lui Arhi¬ 
mede despre cvadratura parabolei, despre spirale, precuni si epistolele lui 
despre metodá (operele despre sferá si cilindru $i despre inásurarea cercului 
fuseserá probabil necunoscute autorilor arabi). Aeeasta nu iliseamná, desigur, 
cñ matematicienii tarilor Islamului nu cunoseuserá prin inteimediul altor 
surse procedeele de integrare si iczultatelc ob^inute de Arhimede. Compara 
cu lucrarea [1G0 a] — N.A. 
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unui segment tlin eorpul rezultat pnn rotatia parabolei in jurul 
axei sale diferá de cea data de Arhiinede, desi anibele solutii se 
incadreazá !n fórmele riguroase ale metodei exhaustive. $i dedu- 
eerea sumei seriei pátratelor naturale difera de cea a lui Arhimede. 

Nu vom expune demónstrenle rnatematiciamilui egiptean, 
ci vom enumera doar principalcle lamine si teoreme. Inprimul rind, 
el deduce súmele primelor patru puteri ale nuinerelor naturale; 
Ibn al-Haisain prczintá suma numcrelor naturale la puterea a 
patra, carc apare aici pentru prima oara ín istoria matematicii, 
sub forma: 

¿ ki = (f + t) n i n + j) [ (n +1} " ~ t] • 

Mai tirziu, aceastá suma, scrisá sub o forma pujin diferitá, dar 
fárá demonstratie, o gásim in Cheia aritmeticii a lui al-Kasi. Mai 
departe, pentru a aprecia aproximárile necesare in procesul impli- 
cit de trecere la limita si pentru a demonstra unicitatea rezulta- 
tnlui ob|inut, ibn al-Haisam deduce inegalitáple: 

-T(n — 1) n* < 22 ( n2 — k¿ Y <ií n ' ni 

10 h =1 13 

si inegalitatea: 

* o 

ÍC (” 2 - * 2 ) 2 >Ti n ni - 

h -o 10 

Rezultatele principale sint urmátoarcle: 

1) volumul corpului rezultat prin rotaba suprafetei abg in jurul 
diametrului arbitrar ag (bg este ordonata conjúgala acestuia) 
este egal cu jumátatea cilindrului avind inal^imea egalá cu seg- 
mentul de diametru ag = kl, si avind raza bazei egalá cu perpen¬ 
dicular bh pe diametru (fig. 75); 

2) volumul corpului rezultat prin rotaba segmentului abg dintr-o 

8 

parabola in jurul ordonatei ag este egal cu— din cel al unui 

15 

cilindru avind ináltimea egalá cu ordonata ag = kl, si avind 
raza bazei egala cu perpendicular bk pe ordonata (fig. 76). 

Aceastá din urrná teorema inelude un calcul echivalent al inte- 

gralci defimte i í 4 di. Dacá in cazul bg _\_ag se ia ag ca axá a ordo- 

J o 

natelor, bg — ca axá a absciselor, se noteazá dg = bg — r si 
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ag = h. Atunci volumul V al corpului rezultat din rotaba seg- 
mentului abg al pafabolei y 2 = p (x -f- r) se exprima prin inté¬ 
grala : 



Deoarcce pentru x = 0 si y = h avem p = —, rezulta dupa cum 

r 

gasestc si ibn al-Haisarn: 

V = -k r 2 h. 

15 

Rezultatul de mai sus obRnut de ibn al-Haisam nu fusese cunoscut 
grecilor antici. Matematicienii europeni il descoperá din nou in 



prima jumatate a secolului al XVII-lea, imprcunñ cu o regula 
mai generala de integrare a funcRei exponentiale (x n ) pentiu 
orice cxponent natural. 



Succese insemnate se ob^in si in .ceea ce priveste cvadratura 
aproximativa a cercului; ne va fi mai comod sá le analizam légate 
de diferite calcule trigonometrice. 
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Sá remarcám totodatá cá in literatura de filozofie in limba 
araba se oglindeste si teoría anticá atomistá cu privire la spapu 
si timp respinsá de Aristotel, si pe plan matematic — de Eudoxius 
si de urmasii sai. Acest punct de vedere il dezvoltá Abu-l-Hasan 
Ali ibn Ismail al As’ari (873 sau 874—935 sau 936), arab din 
Basra care lucrase la Bagdad si fusese elevul unuia dintre elevii 
lui Abu Bakr Ahmed ibn Ali ibn al-Talib al Bakilani (decedat 
in 1013), náscut si acesta la Basra si care a locuit la Bagdad. 
Al-As’ari este intemeietorul scolasticii musulmane — kalama si 
al scolii filozofice a mutakallimilor. 

Dezvoltarea trigonometriei. In matemática Járilor, Islamului, 
trigonometría ocupa un loe important. Ea serveste ca verigá de 
legáturá directa intre matemática si principala stiin^á a naturii 
din acele vremuri — astronomia, cu calendarul si gnomonica, 
stiin^a. despre ceasornicele solare, foarte ráspinditá in órasele 
musulmane, unde cerul este rareori si numai pentru scurt timp 
acoperit de nori. Problemele de trigonometrie stimuleazá dezvol- 
tare'a altor domenii ale matematicii, indeosebi a metodelor de 
calcul aproximativ. 

Rezolvarea triunghiurilor síerice fusese necesará si pentru in- 
•deplinirea ritualurilor religioase. Musulmanii isi citesc rugáciu- 
nile asezindu-se cu fa|a spre Mekka — orasul natal al lui Muham- 
med. Directia in care se aflá Mekka 
se indica intr-o nisá specialá — Kibla 
— din fiecare geamie si impreuná 
•cu liniile orare se traseazá pe tóate 
ccasurile solare publice. Dacá in 
fig. 77 (cercul fiind meridianul zero) 
vom nota latitudinea si longitu- 
dinea punctului dat A si ale ora- 
sului Mekka Ai, respectiv prin <p x , 

? 2 > ?' X x , atunci in triunghiul 
sferic AMP, unde al treilea virf 
este Polul Nord, sint date laturile 
AP = 90° — qjj, MP — 90° — <p 2 si 
unghiul dintre ele X 2 — Xj, se cere sá 
se gáseascá unghiul MAP. Rezolva¬ 
rea triunghiului dá concomitent si latura AM, adicá distan^a 
intre púnetele A si M in grade sau, dacá se cunoaste raza globului 
pámintesc, in unitáR liniare. Aceastá problemá este totodatá si 
una dintre problemele fundaméntale ale geografiei matematice. 


p 
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Lucrárile de trigonometrie, ca si cele de matemática in general, 
ínvá^api arabi le-au inceput cu studiul operelor precursorilor 
lor. S-a mai spus cá in jurul anului 773, la Bagdad devine cunos- 
cuta una dintre siddhanta-lele indiene, tradusá in limba araba 
de astronomul Abu Abdalla Muhammed ibn Ibrahim al-Fazari. 
ín secolul al IX-lea apar tradncerile Almagestului lui Ptolemeu, 
primelc fiind efectúate de Sahl at-Tarabi si de al-Hadjjadj si 
Sferica lui Mcnelau 1 , precum si comentariile la aceste opere. Cele 
trei opere cítate formeazá baza pe care inatematicienii arabi incep 
sá construiascá mai departe cu succes. Astronomii alexandrini 
introdusesera o singura inárnne trigonométrica — coarda arcului. 
Teorema lui Ptolemeu, echivalentá cu teorema sinusului sumei 
a douá arce, impreuná cu teorema coardei semiarcului státuserá 
la baza tabelului grecesc al coardelor; teorema lui Menelau cu 
privire la patrulaterul complet servise pentru rezolvarea citorva 
cazuri de triunghiuii sferice. Indienii inlocuiserá coardele prin 
sinusuri, adaugasera liniile cosinusului si ale sinusului-versus. 
intocmind un míe tabel al sinusurilor. Matcmaticienii Járilor 
Islamului, introducind márimi trigonomelrice noi, descoperind 
numcroase proprietáti ale acestora si gásind rezolvarea tuturor 
cazurilor de triunghiuri plañe si sferice, elaboreazá treptat tri¬ 
gonometría ca stiintá de sine slátátoare. Denumirea propriu-zisá 
de „tric£onometrie“, adicá „másurarea triunghi uri loi“, apare ín 
anuí 1595 la B. Pitiscus. 

Dupa cum s-a inai spus, una dintre primele opere de trigono¬ 
metrie scrise la Bagdad aparpne lui al-Horezmi (p. 228). Amin- 
tind-o, am spus ca tabelele tangcntelor din aceastá opera puteau 
sá fi fost o completare ulterioará. Se poate afirma insá cu sigu- 
ranjá ca tangenta si cotangenta erau deja cunoscute unui contem- 
poran si coleg al lui al-Horezmi de la Casa infclepciunii, Ahmed 
ibn Abdalla al-Marvezi din Mcrv, deseori numit al-Habas al- 
Hasib adicá „calculatorul“ (decedat íntre anii 864 si 874, in 
virstá de 100 de ani) [161, 162]. 

Tangenta, cotangenta (si cosecanta 1 ) nu ajiar la inceput ca 
linii legate de cerc, ci in gnomonicá, la compararea laturilor unui 
triunghi dreptunghic. Dacá inálpmea unei prájini-gnomon verti- 
cale este h, atunci raportul intre lungimea í a umbrei sale si h 


1 Sferica lui Menelau s-a pástrat numai in traduceri arabe — N.A. 

* In limba latiná tangens inseamná tangent, iar secans —linie care sec- 
tioneazá, intersecteazá, taie — N.A. 
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variaza in functie de inaltimea a a Soarelui (fig. 78). Luind 
h = GO' = 1, al-Habas intocmeste un tabel cu valorile umbrei ( 
pentru a = I o , 2 o , 3 o , ... cu o exactitate mer- 
gind pina la secunde. Acest tabel, adiea ta- 
bclul cotangentelor 

t - h ctg a — ctg a, 

permite sa se determine inaltimea Soarelui 
dupa lungimea umbrei, si invers. Al-Habas 
intocmeste de asemenea un tabel al „umbrelor 
inverse“, pentru un gnomon orizonta 1 (fig. 79) perpendicular pe 
un perete, adica a tangentelor 

t = h tg oc = tg a. 



Desi ulterior, in locul tangentelor si al cotangentelor se folosesc 
nneori rapoartele intre sinusuri si cosinusuri, totusi multi mate- 



maticieni adopta inovatia care sim¬ 
plifica mult calcúlele trigonometricc daca 
exista tabelele corespunzatoare. Chiar 
si la al-Habas, aplicarea tangentei si 
a cotangentei iese din cuprinsul gno- 
monicei. Astfel, el exprima relatia dintre 
ascensia dreaptá a a Soarelui, declina¬ 
da S si inclinarea £ a eclipticii prin regula : 


Fiq. 79 


sin a = tg S ctge. 


Nu este exclus ca al-Habas sá se fi aflat sub influenta operelor 
indiene despre calculul cu ajutorul umbrelor, dintre care una a 
fost amintita mai sus (p. 174), introducerea si tabularea tangen¬ 
tei si a cotangentei, precum si aplicarea lor in astronomie este 
insá incontestabil un fapt nou si apartine istoricului trigono- 
metriei. Insesi denumirile umbrei zill si ale umbrei inverse zill 
mak'us probabil sint traduse din liinba sánscrita. In limba latina 
aceste denumiri se traduc ad litteram ; asa de pildá, in traducerea 
latina a tabelelor lui al-Horezmi, efectuata de Adelard din Bath, 
se vorbeste despre umbra recia (umbra directa) si umbra cersa 
(umbra inversa). Termenul de tangenta e propus de-abia de 
T. Fink in anuí 1533, iar termenul de cotangente (si cosinus) — 
■de E. Gunter in 1620. 

In cazul gnomonului vertical, al-Habas foloseste si notiunea de 
■cosecanta „diametrul umbrei“, pentru inaltimea data a Soarelui, 
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ca ipotenuzá. El intocmeste pentru cosecantá un tabel din grad 
ín grad. Interesul teoretic al funcjiilor cosecantá si al secantei 
este neinsemnat, dar aplicarca lor a avut o mare va loare practica 
pina la inventarea logaritmilor, inlocuind impár^irea prin inmul- 
|ire, cu ajutorul tabelelor corespunzátoare. Aceste linii capátá o 
aplicare mai mare in literatura matemática europcaná in secóle le 
al XVI-lea — al XVII-lea ; denumirea de „secantá“ e introdusá 
de T. Fink. 

Mult timp dupa al-Horezmi si al-Habas, in calcúlele astrono- 
mice se folosesc coardele concomitent cu sinusurile. Matemati- 
cienii intrebuin^eazá si únele si áltele chiar in aceeasi lucrare, 
iar alpi preferá sá opereze numai cu coardele. Cu timpul, liniile 
trigonometrice se ráspindesc din ce -Ín ce mai mult. 0 teoric 
destul de dezvoltatá cu privire la ele se gáseste la eminentul astro- 
nom si matematician Ábu Abdalla Muhammed ibn Djabir ibn 
Sinan al-Battani (náscut inainte de 858, decedat in 929) din Har¬ 
tan sau din apropierea acestei localitáp si la fel ca Tabit ibn 
Korra, provenit din sabeenii astrolatri. Al-Battani lucrase la 
ar-Rakka. In opera sa de astronomie Perfeclionarea Almageslului 
(Islah al-Madjisti) [163], al-Battani aplica in mod sistematic 

liniile trigonometrice si considera sinusul si sinusul-versus de la 
0 pina la 180°. Intrucit cosinusul se in^elegea ca sinusul com- 
plementului pina la 90° si nu se folosesc numerele negative, de 
aceea, in al doilea sfert al cercului, sinusul-versus nu se defineste 
ca diferen^a, ci ca suma r + r sin (a— 90°). Dintre rela^iile 
intre liniile trigonometrice, al-Battani prezintá urmátoarele (de 
fapt, cunoscute inca de al-Habas): 


ctg a _ 

eos a 

tga _ 

sin a 

sin a 

r 

r 

sin a 

r 

■ » 

eos a 

r 

cosec a 

eos a 

r 

: - » 

r sec 


'r* + r 2 

tg 2 a, 

r 

sec a 




r cosec a 

l*L 

II 

+ r 2 

ctg 2 a 

sin a 

> 

__ íga 


r sec a 


Bazele trigonoinetriei sint expuse inca si mai sistematic in 
tratatul de astronomie al lui Abu-l-Yafa Cartea perfecta (Kitub 
al-kamil) [64], In prefata la aceastá carte, Abu-l-Vafa serie: 

„ ín aceastá carte am pásit pe o cale neurmatá de nici unul dintre 
precursora nostri; am evitat metodele cunoscute, dacá insujirea 
lor a fost dificilá pentru cei care le invá^au, ca de pildá, metoda 
patrulaterului ji regulile celor jase márimi. Am mai adáugat si 
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únele propozi^ii, neamintite de greci... Tabelele le-am calculat 
cu o minu^iozitate maximá“ [18, I, p. 55]. Despre lucrárile de 
trigonometrie sfericá si de calcul al tabelelor vom vorbi mai 
departe. Aici vom observa doar cá Abu-l-Vafa defineste tóate 

liniile trigonometrice in mod unitar intr-un cerc ; aja de pilda, 
tangenta el nu o introduce printr-un triunghi drcptunghic, ci ca 
un segment al tangentei la cerc. El mai adauga relajia: 

tga _ r 
r ctg a 

ji formuleazá únele reguli luind raza egalá cu unitatea. Teorema 
sinusului sumei si a diferen^ei el o exprima numai cu ajutorul 
sinusurilor (vezi p.326). Uneori el da formule ale trigonometriei 
coardelor: 

2 crd (l80°— — ] 

crd a [ 2 ) 

a i 

crd — 

2 

Matematieienii Járilor Islamului rezolva triunghiurile rectilinií 
cu ajutorul unor mijloace minime, si de aceea destul de greoi. 
Mult timp pentru a rezolva un tri¬ 
unghi oarecare, el se imparte dupa 
exemplul anticilor in douá triun- 
ghiuri dreptunghice printr-o inál- 
time. Asa gaseste de pilda al-Bat- 
tani latura a, date fiind laturile b, 
c si unghiul C opus uneia dintre ele 
(fig. 80). Mai intii se determina 
ináltimea AH = b sin C si [seg- Fig. 80 

mentul CH = b eos C, apoi |celá- 

lalt segment al aceleiasi laturi BH = BC — HC si/ in' sfirjit, 
cu ajutorul teoremei lui Pitagora, folosind AH si Bll se 
determina latura a. Probabil ca aí-Battani nu cunoscuse teoiema 
sinusurilor. Demonstratia acestei teoreme pentru triunghiul plan 
o da Abu Nasr Mansur ibn Ali ibn Irak (decedat intre anii 10CO si 
1020), unul dintre traducátorii: Sfericei lui Menelau, iar mai 
tirziu'— elevul sáu al-Biruni si alpi. ’™*"" 

Dupa cum se stie, rezolvarea unui triunghi cind se dau duuá 
laturi si unul din unghiurile opuse lor nu este posibilá toldeauna, 
iar daca este posibilá, ea poate fi atit única cit ji dublá. Asupra 
ecestui lucru atrage atenea Gabir ibn Afla. ín Europa, t( ír.plexi- 
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tatea acestui caz o remarca Regiomontanus (sccolul al XV-lea) 
si altii, iar analiza completa o face F. Viéle. 

Cazul in care sínt date laturile b, c si unghiul A dintrc ele e 
redus la rezolvarea unor triunghiuri dreptunghice. Se calculau 
segméntele determínate de ináltime pe una din laturi si insási 
ináltimea, iar apoi din triunghiul dreptunghic se determina cea 
de-a treia latura si inca un unghi. In fine, pentru a gasi unghiurile 
triunghiului cu laturile date, se ducea ináltimea pe una din laturi 
si dupa teorernele lui Euclid asupra patratului laturii asezatc in 
fata unghiului ascutit sau obtuz se calculau segméntele determí¬ 
nate de ináltimi pe o latura. 

Importantn teorema a cosinusurilor 

« 2 = b 2 + c 2 — 2 be eos A 

continutá in teorernele lui Euclid mai sus amintite (propoziRile 
12 si 13 din cartea a Il-a a Elementelor) , rámine de o parte. E 
drept ca ea fusese aproape gásitá de mai multe orí. Chiar al-Biruni 
o formuleaza in treacat intr-o problema, fárá a-i da insa prea 
multa importantá. Mult mai tirziu, al-Kasi exprima pátratul 
laturii a, fiind date b, c si A, sub forma: 

a 2 = {b ¿ c eos A) 2 + c 2 sin 2 C 

(semnul dublu apare deoarece cosinusul unghiului obtuz este 
considerat drept cosinusul suplimentului pina la 180 c ). Ar fi 
fost suficicnt sa se fi dezvoltat partea din dreapta a egalitátii 
pentru a obtine formularea obisnuita a teoremei cosinusurilor. 
Totusi, intr-o asemenea formulare, teorema de mai sus se intil- 
neste abia la F. Viete. 

Aparatul formulelor trigonometrice rámine tot timpul nein- 
semnat. Uneori, relatii importante si simple nu se exprima cu 
claritatc suficienta pentru a capata caracterul unor reguli sau 
teoreme. De pilda, al-Kasi da regula de calcul a razei cercului 
inserís, avind ca scop calculul ariei triunghiului 

be sin A 

r = -> 

a + b + c 

considerind-o ca o descoperire a sa. In exemplul imediat urmátor 
se spune cá aria se obtine dacá se inmulteste raza cu semiperi- 
metrul 

r(q + b + c) 

2 
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De aicí rezultá imediat formula: 

c be sin A 

*J - - ) 

2 

51 totusi, al-Kasi nu formuleazá o regula aparte pentru calculul 
ariei in functie de douá laturi si unghiul cuprins intre ele, lucru 
pe care-1 face de-abia W. Snellius in anuí 1627. 

La astronomul si matematicianul Abu-l-Hasan Ali ibn abi 
Said Abd ar-Rahman ibn Ahmad ibn Iunis din Cairo (decedat 
in 1009), remarcabil observator si intoemitor al unor vestite 
tabele astronomice, intilnim o relatie dedusá cu ajutorul pro- 
iectiei ortogonalc, echivalentá cu formula: 

eos a eos (3 = — [eos (a + (3) eos (a — (3)]. 


In secolul al XVI-lea, Tycho Brahe si altii folosesc aceastá for¬ 
mula pentru a inlocui inmultirea prin adunare. Mai tirziu, ea a 
inceput sa slujeasca pentru a reduce suma cosinusurilor sau a sinu- 
surilor la o forma calculabilá prin logaritm. 

Un exemplu interesant, desi foarte simplu din punct de vedere 
matematic, de folosire a trigonometriei in stiintele naturii este 
deterininarea ináltimii atmosferei efectuata de ibn al-Haisam 
si bazatá pe faptul ca ainurgul continua pina cind Soarcle 
coboará eu mai mult de 19° sub ori- 


zont. Fie ca N este un ñor inalt, care 
dupa apusul soarelui reflecta o raza so¬ 
lará SN sprc observatorul M (fig. 81). 
Unghiul dintre raza si orizont este 
a=19°, iar ^LNO este egal cu^) MNO 
conform legii reflexiei. Din triunghiul 
dreptunghic OMN , unghiul ^ MNO = 
80°30' si ináltimea atmosferei este: 

h - - -L.-r. 

sin 80' 30" 




Rezullalul 1 ui ibn ul-Haisam, bazat pe lungimea gradului de 
meridian másurat in acele vremuri, era de circa 10—12 km.Desi- 
gur, acest rezultat este departe de realitate, fiindeá ibn al-Hai¬ 
sam netinind seama de refractia razei solare, (ce-i era cunoscutá), 
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a considerat cá atmosfera se termina la iuáljimea norilor vizi- 
bili s.a. 

Un alt exemplu analog de folosire a trigonometriei, de data 
aceasta in geografía matemática, il gásim la al-Biruni. Abu 
Raihan Muhamed ibn Ahmed al-Biruni s-a náscut in anuí 973 
intr-o suburbie a orasului Kiat, capitala Horezmului. íntre 
anii 1010 si 1017, impreuná cu dascálul sáu Abu Nasr, cu vesti- 
tul filozof Ibn Sina si cu altii lucreazá la Academia din Kiat, 
infiintatá de sahul al-Mamun al II-lea, iar dupa ce sultanul 
Mahmud din Gazna cucereste Horezmul in anuí 1Ó17, este nevoit 
sá se mute la Gazna, devenitá unul dintre cele mai mari centre 
cultural-stiinlifice. Al-Biruni petrece cijiva ani in India, a cárei 
parte de nord fusese cuceritá de Mahmud. El studiazá sánscrita 
si in 1031 incheie o opera despre India, extrem de bogatá in dife- 
rite materiale, conpnind in cea mai mare parte informa}» despre 
dcscoperirile stiin}ifice ale indienilor in matemática si astrono- 
mie. Afará de cartea despre India, printre numeroasele lucrári 
ale lui al-Biruni sint deosebit de importante urmátoarele: lucra- 
rea despre calendarele si cronología diferitelor popoare, scrisá 
in anuí 1000, manualuí de matemática si astronomie, Cartea 
inváláturii despre inceputurile artel cititului in stele (Kitab at- 
tafhim al-ava'il sina’at at tandjim), terminat intre anii 1029 si 
1034 si Canonul lui Mas'ud despre astronomie ?i stele (Al-Kanun 
al-Mas'udi fi-al-hai'a vanudjum) , terminat in 1030. Titlul ultimei 
lucrári este legat de numele sultanului Mas’ud al Gaznei, fiul 
lui Mahmud, cáruia ii fusese inchinatá cartea. Al-Biruni lucreazá 
in tóate domeniile stiin}elor naturii si tot lui ii aparan trátate 
de fizicá, fármacologie si medicina. El moaré in anuí 1048 [165]. 

Canonul lui Mas'ud [166, 167] este foarte important pentru 
istoria trigonometriei. ín el, autorul face un bilant al lucrárilor 
numerosilor sai precursori si al observa}iilor si al calculelor sale 
personale. Canonul este format din 11 cár}i. Cártile I—II cuprind 
chestiuni de cronologie si de calendar. 

Cartea a 11I-a din Canon este consacratá trigonometriei si este 
alcátuitá din 10 capitole. In cap. I se calculeazá lungimile latu- 
rilor urmátoarelor figuri geometrice regúlate, inscrise; triunghi, 
pátrat, pentagon, hexagon, octogon si decagon; calculul se face 
pe baza construirii coardelor respective cu ajutorul compasului 
$i al riglei. ín cap. II se demonstreazá teoreme despre coarde 
echivalente cu teoremele sinusului sumei a douá unghiuri, ale 
sinusului diferen}ei a douá unghiuri, a sinusului unghiului dublu, 
a sinusului unghiului pe jumátate etc. ín cap. III se constru¬ 
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iestc latura unui nonagon regulat. Al-Biruni rezolvá aceastá pro- 
blemá cu ajutorul solu^iei unor ecuatii de gradul al treilea (vezi 
p. 273) si al unui proces special de iteratie (vezi p. 328). Cap. IV 
este eonsacrat problemei mai generale a trisectiunii unghiului; 
aici se prezintá 12 procedee de triscctiune a unghiului cu aju¬ 
torul unui adaos si procedee analoge propuse de diferiti male- 
niaticicni de la Arhimede pina la al-Biruni. Tol aici se calcu¬ 
leazá coarda de I o egalá cu dublul sinusului de 1/2°. Pe baza 
rczultulelor din acest capítol, in capitolul V se calculeazá rapor- 
tul inlre diametru si circumferintá. Cap. VI contine tabclele 
sinusurilor, ale cáror reguli de utilizare se expun in cap. Vil. 
Printre aceste reguli se aflá si regulile de interpolare liniará $i 
pátraticá (vezi p. 329). In cap. VIII se considera tangentcle si 
colangentele si se prezintá tabclele tangentelor si regulile pentru 
folosirea lor, in particular, aceleasi reguli de interpolare liniará 
si pátraticá. Tot in acest capítol se demonstreazá teorema sinu- 
surilor din trigonometría píaná. Cap. IX si X sint consacrale 
trigonometriei sferice. In particular, el demonstreazá aici teo¬ 
rema sfericá a sinusurilor. 

Obiectul cártii a IV-a il constituic problemele de astronomic- 
sfericá si de gnomonicá, iar al cártii a V-a — de geodezie. Cár- 
tilc a Vl-a—a Xl-a sint consacrate indeosebi problemelor de 
astronomie (miscarea si fazele Lunii, cataloage stelare, miscarca. 
planetelor etc.). 

In cap. VII al cártii a V-a a Canonului se expune un nou pro- 
ccdcu pentru calculul lungimii meridianului terestru. Prima 
másurare a unui grad de meridian, in tárile Islamului, se efec- 
tueazá dupá cum s-a mai spus, in timpul lui 
al-Mamun. Pentru aceasta, douá grupe de 
inválati efectueazá másurátori cu ajutorul 
unor sfori, pe un teren plan, de-a lungul me¬ 
ridianului spre nord si spre sud. Rezultatele 
ambclor másurátori s-au comparat si pentru 

2 

un grad au dat valoarea de 56 — de mile 

arabe, adicá circa 113 km. Pentru a verifica 
accastá valoare, al-Biruni, fiind in India, 
se urcá pe un munte ridicat deasupra unui 
ses intins, mai neted, dupá cum spune el, 
decit suprafata márii si cu ajutorul unui astrolab calculeazá asa 
numita depresie orizontalá, adicá unghiul a. (fig. 82), gásiiidu-1 
egal cu 34'. Dupá ináltimea muntelui, egalá cu h = 052,05 cotí 
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(un cot este aproximativ 0,5 m ) si depresia a, al-Biruni deduce 
din proportia r:h = eos a:(l —eos a) cá raza Pámintului este 
egalá cu 1081 farsangi. De aici el gáseste cá circumfcrinta Pámin- 
tului este de 6800 farsangi si dcoarece 1 farsang este egal cu 3 

mile, capátá pentru un grad 56 -jj- mile, ca si invájatii din seco- 
lul al IX-lea. 

Trigonometría sferici. Problemele de trigonometrie sfericá cu 
aplicape directa in astronomie se aflá, desigur, pe primul plan. 
Inca Ptolemeu rezolvase cele patru cazuri ale triunghiului drept- 
unghic cunoscind: 1) douá catete, 2) o catetá si ipotenuza, 
3) ipotenuza si unghiul adiacent si 1) o catetá si unghiul opus. El 
reducea la acestca cazul triunghiurilor oarecare cu care avea 
dc-a face. Pentru rezolvare servea teorema lui Menelau despre 
patrulaterul coinplet — o figurá formatá de triunghiul ABE si 
arcul DFC (in cazul plan — o dreaptá) al cercului mare, care 
intersecteazá laturile AB, BE si EA, respectiv in púnetele D, 
F ji C. Dup.á cuín se stie, in acest caz au loe egalitáti de forma: 

sin AE • sin CD • sin BF = sin AC • sin DF • sin BE 

(in plan, sinusurile arcelor se inlocuiesc prin segmente de 
dreaptá). Autorii arabi numeau teorema lui Menelau regula 
celor sase márimi si la fel cu cei antiei o exprimá cu ajutorul 
unor rapoarte compuse. 

Aceleasi cazuri ale triunghiului dreptunghic le rezolvá la in- 
ceput si astronomii arabi. Dar incá Tabit ibn Korra si al-Battani 
au rners mai departe, exprimind in mod explicit teorema sinu- 
surilor pentru cazul particular al triunghiului dreptunghic sin a: 
sin A = sin b: sin B. Desigur, aceaslá teoremá se obpne imediat 
din cele douá relatii care leagá sinusurile catetelor de sinusul 
ipotenuzei, dar era important ca ea sá fie desprinsá ca o propo- 
zitie aparte, fntr-o problemá, al-Battani obtinuse o relape, care 
numai formal se deosebeste de una din cele mai importante teo- 
reme ale trigonometriei sferice, si anume, teorema cosinusurilor: 

eos a = eos b‘ eos c + sin b sin c eos A, (1) 

care permite sá se calculeze un unghi in funetie de trei laturi 

dale sau o laturá in funetie de celelalle douá si unghiul dintre 
ele. Problema lui al-Battani se referá la primul caz: in ea se 

cere sá se gáseascá azimutul Soarelui dupá declinatia si inál- 

timea lui si dupá ináltimea polului. Un rezullat similar existá 


♦ 


318 



si la ibn Iunis. Totusi, matematicienii tárilor Islamului nu 
dádurá atente acestei reíali i. Teorema cosinusului a fost extrasá 
din lucrarea lui al-Battani si apreciatá dupa inerit doar de Regio- 
montanus, care o denumestc „teorema lui Albategnia" („teorema 
lui al-Battani“). 

Succese esentiale au fost obtinute in simplificarea rezolvárii 
triunghiurilor, intrucit aplicarea teoremei lui Menelau si specia- 
lizarea ei pentru diferite cazuri sint destul de laborioase. ln acest 
sens se fácuserá primii pasi inca in timpul lui al-Battani. An- 
Nairizi si Abu-l-Vafa au separat un caz, cind AC = CD = 90° 
$i 1-au aplicat in rezolvarca triunghiurilor dreptunghice. Prin 
accasla se obpne regula celor patru márimi (cunoscutá de altfcl 
si de Menelau ): 

sin DF sin BF 

sin AE sin BE 

Aceiasi matematicieni exprimaserá si asa-numita teorema a 
tangente lor: 

DF sin BD 

lg AE sin A B 

ín sfirsit, se stabilestc $i teorema generala a sinusurilor: 
sin a sin b sin c 

sin A sin B sin C 

demonstratá in diferite feluri de an-Nairizi, Abu-l-Yafa, al- 
Hodjani si Abu Nasr. Polosirea noilor teoreme usureazá mult 
rezolvarea cazurilor cunoscute ale triunghiului dreptunghic, iar 
teorema sinusurilor fu numitá ,,teorema care scuteste de patru- 
latcrul complet“ [1G9 p. !ü7]. 

Tóate cazurile triunghiului sferic sint in intregime rezolvate 
in secolele al XlI-lea — al XlII-lea. Rezolvarea triunghiului, 
pentru cateta a si unghiul adiacent B dat, o obtine >n vestul inde- 
pártat, Gabir ibn Afla. El introduce o relatie echivalentá cu 
formula 

eos « = eos a • sin B, 

P 

numitá inai tirziu, in traducerile latine, regula lui Gheber (Gabir 
ibn Afla). 

Ultimul caz—triunghiul dreptunghic cu unghiurile A si B 
date — a fost rezolvat de Nasireddin at-Tusi cu ajutorul formulei: 

eos c = ctg a ctg p. 
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Tratatul luí Nasireddin at-Tusi despre patrulaterul complet. 

Marele invátat oriental in domeniul trigonometriei, Abu Djafar 
Muhammed ibn Muhammed ibn al-Hasan Nasireddin at-Tusi, 
s-a náscut in anuí 1201 in importantul centru cultural Tusa din 
Horasan [168, 151]. Dupa inárturia unui cronicar, strábunii lui 
proveneau din Hamadan. At-Tusi locuiestc timp de mullí ani 
in patria sa, viziteazá. o data Bagdadul, iar la virsta de 50 de 
ani il gásim in Kuhistan la curtea conducátorului statului hasi- 
sinilor-assasini. Dupa cucerirea Kuhistanului de catre mongoli, 
noul stápinitor al Iranului, Hulagu-han, si-1 apropie pe at-Tusi, 
si sfátuit de acesta construieste un observator, in noua sa capi- 
talá Maraga. In Observatorul de la Maraga, deschis in anuí 1259, 
at-Tusi se aflá in fruntea unui mare grup de inválali adusi din 
Damasc, Mosul, Kazvin, Tbilisi ?i alte locuri; acolo lucreazá 
chiar si astronomi chinezi. Dupa felul utilárii, bogaba biblio- 
tecii si amploarea activitálii, acest observator este unui dinlre 
cele mai bune din evul mediu. Rezultatul activitálii intense 
duse la aeest observator sint tabelele, denumite in cinstea 
hanului tabelele lui Elhan (Zidj Ilhani). Nasireddin moaré 
in anuí 1274, in timp ce cSlátorea spre Bagdad. 

At-Tusi este autorul multor zeci de cár^i origínale, traduccri 
si comentarii. Despre lucrárile lui referitoare la teoria rapoar- 
tclor si teoria paralelelor s-a mai vorbit inainte. Vom face cunoj- 
tintá acum cu principala lui lucrare Kitab a§-§akl al-kita', adicá 
cu cartea despre figura alcatuitá din secante 1 , purtind astázi, 
de obicei, titlul de Tratal despre patrulaterul complet [169]. 

Tratatul despre patrulaterul complet este scris in limba persaná 
si tradus in 1260 in araba chiar de autor, probabil pentru nevoile 
Observatorului din Maraga. Tratatul ocupa un loe excepcional 
in istoria trigonometriei. Mai intii, aceastá opera este prima 
lucrare in care teoria rezolvárii triunghiurilor se trateazá ca 
stiintá independentá, deoarece inainte vreme, notiunile de 
t.rigonometrie se prezentau in car^ile de astronomie, ca pur auxi¬ 
liare. ín al doilea rind, tratatul lui at-Tusi reprezintá prima 
lucrare foarte completa si unitará a intregului sistem al trigo¬ 
nometriei, incepind cu noliunile si relatiile de baza si terminind 
cu algoritmul de rezolvare a tuturor problemelor tipice. Autoru- 
lui ii apartin rezultate importante, Indeosebi, rezolvarea triun¬ 
ghiurilor oarecare in cele mai dificile cazuri — cunoscind trei la- 


1 Cuvintul ?akl inseamná 5 i „figurá“ 5 i „propozit¡e“ (in sensul lui Euclid) 
¡ar kita inseamná secante — N.A. 
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turi sau trei unghiuri. ín fine, Tratatal lui at-Tusi are o influ- 
ent.á hotáritoare asupra dezvoltárii trigonometriei in Euro- 

pa' [17 0 ] - 

Tratatul cuprinde cinci cárti. Cartea I, in care autorul il 
urincazá pe Ommar Khayyam, contine teoria rapoartelor compuse 
(vezi p. 402). In cartea a Il-a se dau citeva variante de demon¬ 
stra tii a teoremei lui Menelau pentru diferite tipuri de patrulater 
cornplet, plan. Demonstratiile sint simple si rezultá tóate din 
asemánarea triunghiurilor care se objin dacá dintr-un punct 
oarecare al intersectiei a douá laturi se duce paralela la una din 
laturile ce trec prin acest punct, pina la intilnirea cu o alta 
laturá. In cartea a 11I-a se introduce notiunea de sinus si cosinus 
a arcului si se demonstreazá teoremele auxiliare; in particular, 
se rezolvá probleme de calcul a douá arce dupá suma sau dife- 
renta lor si dupá raportul sinusurilor lor (ambele existá si la 
Ptolemeu). Tot aici se dá rezolvarea triunghiurilor plañe, mai 
intii dreptunghice si apoi oarecare, subliniindu-se cá, printre 
elementele date, unul trebuie sá fie o laturá. At-Tusi distinge 
douá procedee: cu ajutorul arcelor si al coardelor sau cu ajutorul 
arcelor si al sinusurilor; pentru aplicarea arcelor si a sinusurilor 
se demonstreazá teorema sinusurilor. In aceastá privintá autorul 
nu aduce nimic nou; ca si in alte lucrári din acele timpuri, lip- 
seste analiza cazului echivoc al triunghiului oarecare. Obiectul 
cártii a IV-a il formeazá teorema lui Menelau pentru triunghiul 
sferic; ea se deduce cu ajutorul unei constructii simple din 
teorema patrulaterului plan si al unor propozitii auxiliare din 
cartea a 11 I-a. Propozitia 

sin CE sin CF sin DB 
sin EA sin FD sin BA 

at-Tusi o numeste teorema explicitá a lui Ptolemeu, iar 
sin CA sin CD sin FB 
sin AE sin DF sin BE 

— teorema implicitá. La sfirsitul cártii a IV-a se explicá impor- 
tanta teoremei patrulaterului cornplet in determinares unor arce, 
obtinute prin intersecáis cercurilor mari pe sferá, cu áltele. At- 
Tusi spune cá cei antici o folosiserá cu depliná sigurantá. 

„Dar multi dintre invájatii de mai tirziu, fiindu-le teamá sá 
nu se incurce in cercetarea diferitelor rapoarte si varietáti ale 
accstora, demonstreazá alte teoreme pentru a inlocui patrulaterul 
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complet si a obtine folosul ce rezultá din el, fárá sá recurgá la 
numeroasele cazuri de rapoarte compuse" [169, p. 127]. Cartea 
a V-a este consacratá tocmai rezolvárii triunghiurilor sferice cu 
ajutorul „unor metode care inlocuiesc patruláterul". Ea incepe 
cu o clasificare amánuntitá a 10 tipuri principa le de triunghiuri 
sferice in functie de unghiurile lor (ascutite, drepte sau obtuze) 
sau de laturile lor (mai mici, egale sau mai mari decit un sfert 
de cerc mare). Dupa aceasta, at-Tusi trece la deducerea cclor 
douá teoreme fundaméntale — teorema sinusurilor si teorema 
tangentelor. Este característica denumirea araba a primei teo¬ 
reme a.y§akl al-mukni, ceea ce inseamná ad-litteram „propozitie 
suficientá", adicá o propozitie cu ajutorul cáreia ne putem lipsi 
de patrulaterul complet. At-Tusi prezintá numeroase demon- 
stratii ale acestor teoreme date de precursorii sai, bazindu-se pe 
expunerea lor fácutá de al-Biruni, pe care-1 numeste, cu respect, 
mare dascál si invátat; concomitent, el introduce notiunile de 
tangentá, cotangentá, secantá si cosecantá. Apoi at-Tusi prezintá 
demonstratii proprii foarte simple pentru teorema sinusurilor si 
teorema tangentelor, bazate pe o -variantá a teoremei lui Menelau, 
numitá regula celor patru márimi. 

Demonstrind teorema tangentelor pentru triunghiul dreptun- 
ghic sub forma: raportul intre tangenta catetei si tangenta unghiu- 
lui opus este egal cu raportul intre sinusul celeilalte catete si 


sinusul unghiului drept = sin a J > at-Tusi deduce ca apli- 

catii din aceastá teorema o serie de consecinte. Astfel, el descom- 

pune triunghiul oarecare ABC prin íná 1- 
C timea CB (fig. 83) si obtine teore- 

, tg A sin BD tg Cj tg AD 

tg B , sin AD tg C 2 tg BD 
precum si únele urmári ale lor. At-Tusi 
aratá cá multi evita teorema tangentelor, 
datoritá faptului cá diferentele tangen¬ 
telor mai mari de 45° cresc repede si din 
aceastá cauzá interpolarea tabelelor de¬ 
vine dificilá; in regulile propuse de el 
nu existá un asemenea pericol si ne putem 
limita la tangente mai mici decit unita- 
tea. In ultimul capítol al cártii se expun 
procedeele de rezolvare a triunghiurilor sferice. Mai intii se 
analizeazá tóate cele sase cazuri ale triunghiului dreptunghic, 
unul din ele fiind rezolvat de autor, asa dupá cum am amintit 
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mai sus. Separat se prezintá solu^iile bazate pe teorema sinusu- 
rilor sau pe teorema tangentelor. In sfirsit, cu ajutorul acelorasi 
mijloace minime se rezolvá triunghiurile oarecare. Ne vom opri 
la douá din cazurile cele mai dificile in care se dau trei laturi 
sau trei unghiuri. ín primul caz, analizat inca de al-Battani 
(vezi p. 318), at-Tusi dá un procedeu personal; rezolvarea 
celui de-al doilea caz apare aci pentru prima oará in istoria 
trigonometriei. 

Fie cá in triunghiul ABC sint date tóate laturile. Prelungim 
laturile AB si AÚ pina la AD si AE, egale cu un sfert de cerc 
mare, — iar latura BC pina la intersecjia in punctul F cu arcul 
de cerc mare DE prelungit, (vezi fig. 84). Dupa teorema sinu* 
surilor avem: 

sin CFi sin CE 
sin BF sin BD 


_ < . 


iar dupa diferenja cunoscutá a arcelor CF si BF (adicá BC) si 
raportul sinusurilor lor se pot calcula aceste arce. Acum, in triun¬ 
ghiurile dreptunghice BDF si CEF se cunóse cátetele BD = 
= 90° — AB, CE = 90° — AC si ipotenuzele. De aici se deduc 
DF si EF, iar diferen^a lor DÉ má- t 

soará unghiul A. Celelalte unghiuri 
se gásesc la fel. 

Dacá intr-un triunghi ABC cu latu¬ 
rile mai mici decit un sfert de cerc 
mare (fig. 84) se dau unghiurile, atunci 
at-Tusi completeazá de douá ori fie- 
care din laturi piná la un sfert de cerc 
mare: AB piná la AD si BH, BC piná 
la BK si CF, AC piná la CG si EA, 
apoi duce cercurile mari prin perechile 
de puñete D, E, F, G, K, H, si in 
fine construieste triunghiul LMN cu 
virfurile sitúate in púnetele de intersec^ie ale acestor cercuri. Tri¬ 
unghiul LMN a cápátat ulterior denumirea de triunghi polar al 
triunghiului ABC dat, fiindeá laturile lui au ca poli virfurile 
triunghiului dat. Triunghiul ABC dat este la rindul sáu polar 
in raport cu LMN, iar unghiurile fiecáruia completeazá piná 
la 180° laturile respective ale celuilalt. De exemplu, deoarece 
MD =■ EN = 90° — DE = 90° — <£ A, de áceea MN = 180 o — 
— d ; tot astfel, fiindeá BF = CK = 90° — BC, de aceea 
L = FK = 180° — BC. Rezolvind triunghiul LMN in funche 



Fig. 84 
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de laturile luiat-Tusi poate exprima apoi laturile triunghiului 
ABC prin unghiurile L, M, N. El mai aminteste si cazul in caro 
latura triunghiului ABC este mai mare decit un sfert de cerc marc. 

Tratatul lui Xasireddin at-Tusi, dupa cum am mai spus, a 
jucat un rol important in dezvoltarea matematicii in Europa. 
Regiomontanus imprumutá multe lucruri din el pentru lucrarea 
sa Cinci cárji despre lot felul de triunghiuri, publieatá postum, 
in anuí 1533 si care stá la haza lucrárilor ulterioare de trigo- 
nometrie [1701. Triunghiul polar a fost introdus in Europa de 
catre \V. Snellius in secolul al XVII-lea. 

Tabele trigonometrice. Pentru rezolvarea triunghiurilor sint. 
necesare tabele trigonometrice. Asemenea tabele intrá in com¬ 
ponenda asa-numitelor z idjuri. Cuvintul zidj, luat din limba 
persaná, inseamná in limba araba culegere de tabele pentru astro- 
nomi si geografi. De regula, zidjurile sint alcátuite din descrie- 
rea calendarelor, uneori foarte amánuntitá, si cuprinzind calen- 
darele musulmán, sirian, persan, ebraic, indian, crestin, chine- 
zesc s.a., din informatii cronologice ale diferitelor tari, din tabele 
trigonometrice, cataloage de stele, precum si diferite tabele astro- 
nomice. Afará de aceasta, zidjurile contin indicatii mai mult 
sau mai putin amánuntite despre rezolvarea problemelor fun¬ 
daméntale de másurare a timpului si despre calculul miscárilor 
vizibile ale corpurilor ceresti, eclipsele solare si de luna etc. 
Uneori asemenea indicatii sint insotite de fundamentan teore- 
tice si demonstratii, inclusiv si deduccrea regulilor trigono¬ 
metrice. 

Din secolele al VlII-lea — al XV-lea se pástreaza (sau se 
cunóse) peste 100 de zidjuri, aproximativ 20 dintre ele fiind fún¬ 
date pe observatiilc autorilor [171]. Este interesantá impártirea 
lor dupa regiuni si secóle. In secolul al VlII-lea, citeva zidjuri 
sint intoemite in Irak si unul in India. In secolul al IX-lea, ccl 
mai mare numár de zidjuri noi apare in Irak, citeva in Siria si 
Irán, iar dupa acest secol, majoritatea lor sint de origine ira¬ 
niana. De la sfirsitul secolului al IX-lea si in secolul al X-lea 
únele zidjuri se intoemese in Egipt si in tárile mauritane din 
‘Europa (indeosebi in secolul al Xl-lea si inceputul secolului 
al XH-lea), cinci — in Asia céntrala si unul — in Afganistán. 
Aceste date statistice caracterizeaza in parte activitatea astro- 
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nomilor in diferitele tari ale Islamului, dar nu trebuie pierdute 
din vedere calitatea si importanta unor zidjuri, precum si impre- 
cizia hotarelor, de pildá, intre Iranul de atunci si vecinii sai. 
Dintre cele mai complete, sint zidjul lui Nasireddin at-Tusi, 
Canonul lui Mas’ud intocmit de al-Biruni la Gazna, zidjul com¬ 
pus in jurul anului 1120 la Merv de Abu-l-Fath Abd-ar-Rahman 
al-Hazani al-Marvazi, fost elev al lui Ommar Khayyam, mare 
fizician si astronom de origina greacá, precum si zidjul elaborat 
la Observatorul lui Ulug-bek, din Samarkand. 

Cele mai vechi tabele antice compuse in califat pe baza 
siddhanlalelor indiene nu s-au pástrat aproape de loe. Zidjul lui 
Muhammed ibn Musa al-Horezmi cuprinde tabelele sexagesi¬ 
mal ale sinusurilor din grad in grad cu trei cifre semnificative 
(pentru raza egalá cu 60) si tabelele cotangentelor cu un semn frac¬ 
cionar [117]. ZidjulXm al-Habas al-Hasib contine valorile sinusuri¬ 
lor, tangentelor, cotangentelor, sinusurilor-versus si ale cosecan- 
telor din grad in grad, cu aceeasi precizie. Intr-un alt manuscris, 
ajuns pina la noi, sub numele acestui invátat, sinusul este dat 
pentru fiecare sfert de grad, cu patru cifre semnificative, iar 
tangenta pentru fiecare jumátate de grad, cu douá cifre. Trebuie 
avut in vedere cá tabelele lui al-Habas al-Hasib, ca si tabelele 
lui al-Horezmi ne sint cunoscute doar sub forma unor prelucrári 
mai tirzii. 

Exactitatea primelor tabele arabe este aproximativ aceeasi ca 
si in tabelul coardelor lui Ptolemeu. 

Procedeul de calcul al tabelelor lui Ptolemeu dá o eroare sen- 
•sibilá inca la terpi [18, I], Un procedeu nou si mai elastic pentru 
•calculul tabelelor il propune Abu-l-Vafa. Acesta este de asemenea 
un anumit procedeu de interpolare, permitind ca in calculul 
lui sin 1/2° sá se evite rezolvarea ecuatiei trisectiunii unghiu- 
lui si sá se obtiná evaluári destul de apropíate prin adaos si 
lipsá. In primul rind se gásesc sinusurile a trei arce apropíate 

de 1/2°, si anume: — , — si — cu intervale de — . Aceste sinu- 
32 32 32 32 

suri se pot gási din sin 36° si sin 60° cu ajutorul unor operatii 
rationale si al extragerii rádácinii pátrate, cerutá de formula 

. ,,, , . 12° 72 o —60° 

rsinusului arcului pe íumatate. Valoarea sin — = sin-se 

v J 32 32 


325 



aflá cu ajutorul formulei sinusului diferente!; Abu-l-Vafa o 
serie pe aceasta din urmá, fárá a folosi cosinusurile sub forma 


sin (a — 3 ) = ^sin 2 a — sin 2 a sin 2 ^ — |/sin 2 [i — sin 2 a sin 2 p 

Interpolarea lui Abu-l-Vafa se ba- 
zeazá pe o teorema din comentariul lui 
Teon din Alexandria la Almagest , 
care in termeni trigonometrici suná 
astfel: la o crestere continua a argu- 
mentului, diferencie sinusurilor se 
miesoreazá. Intr-adevár, (fig.85), dacá 
arcele AB si BC sint egale intre ele, 
atunci segmentul CD de coardá este 
mai mic decit segmentul AD si teo¬ 
rema rezultá imediat din proporjia: 
CE CD . 

Fie. 85 — = < 1 . 

6 BF DA 

Scriind inegalitájile: 

sin(<p + 3 h) — sin(«p + 2 h) < sin(tp + h) — sin «p < sin«p — sin(«p — h), 
sin(«p-b2fi)—sin(»p -[-&)< sin(»p + k )—sin«p<sin(«p— h )— sin(»p—2 h), 
sin(«p -)- h) — sin »p = sin(«p h) — sin »p < sin (<p — 2 h) — sin(cp — 3 h 
si adunindu-le termen cu termen, obtinem: 



sin <p -(- — [sin («p -)- 3 h) 
3 


-[sin «p — sin («p 

3 


sin «p] < sin («p -f h) < sin «p -f- 

3 *)] 


15 1 

Pentru (p — — , h— — , ultimele inegalitáti dau limitele: 
r 32 32 

. 15° , 1 í . 18° . 15°\ ^ . 1° 

sin — -\ -sin-sin — < sin — < 

32 3 [ 32 32 J 2 

. 15° , 1 í . 15° . 12°1 

< sin--sin-sin — • 

32 3 [ 32 32 ) 

Luind media aritmética a valorilor din stinga si dreapta, Abu- 
l-Vafa ob^ine pentru raza 60 

sin — = 31'24 "55"'545 IV 5 V . 

2 
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Aceastá valoare este justa pina la cvarte, deoarece cu o exac- 


titate pina la cvintá avem sin—= 31'24"55' 


'54 IV 0 V . ín frac- 


tii zecimalej aproximarea lui Abu-l-Vafa va fi 0,008 726 537 3 
in locul valorii corecte 0,008 726 535 5 si este exacta pina la 
10 -8 . Eroarea obpnutá prin procedeul lui Abu-l-Vafa, adicá: 


1 

r . 15° 

, 1 

í . 18° 

• 12 °n 

sin — — 

sin — 

H — 

sin- 

sin — 


L 32 

6 

[ 32 

32 jj 


este de 47 cvinte; la matematicianul din Bagdad ea este de 55 
cvinte, din cauza inexactitájii cvintelor din dátele inipale. 

Tabelele sinusurilor lui Abu-l-Vafa au intervalul de 15'. El 
intocmeste si tabelele de tangente si cotangente. 

Calcule trigonometrice remarcabile efectueazá ibn Iunis in Zidj 
al-Hakimi, intitulat astfel in cinstea emirului al-Hakim din 
Cairo. Ibn Iunis calculeazá independent sinusul de I o , imbuná-' 
tápnd oarecum procedeul lui Ptolemeu. in primul rind Iunis 
pleacá de la valori ale argumentului mai apropiate de I o . Dupa 

9° . 15° 

sin 18° si sin 15° se calculeazá sin — si sin — . Limitele obti- 
’ 8 16 * 
ñute in felul acesta dupa procedeul lui Ptolemeu pentru sin I o 
diferá numai prin5"'6 Iv . Mai departe, ibn Iunis imparte aceastá 
márime in párp proporciónale cu raportul diferen^ei arcelor 

ine pe aceastá cale sin I o = 1; 


2'49'43'"28 iv . 


El mai precizeazá aceastá valoare comparind 
valorile sin (3 o — I o ) si sin (2 • I o ). Valoarea definitivá sin 1° = 1; 
2'49"43'"4 IV diferá de cea adeváratá cu 7 cvarte si ceva, iar in 
frac^ii zecimale este exactá piná la 10~ 7 . Tot atit de exacte in 
Zidj al-Hakimi sint si tabelele sinusurilor cu intervalul de 1'. 
Ibn Iunis mai intocmeste si tabele de sinusuri cu un interval 
de 1". Tabelele lui pentru tangente, cu un interval de 1', nu au 
fost incá studiate [167]. 

In cartea a 11I-a din Canonul lui Mas'ud, al-Biruni calculeazá 
de asemenea sinusul de I o piná la cvarte si dá un tabel foarte 
exact al sinusurilor si al tangentelor, in care, trebuie spus, raza 
se ia egalá cu unitatea. Al-Biruni motiveazá 1 in mod expres o 


1 In Europa acest lucru II propune pentru prima oará T. Bradwardinua 
in secolul al XlV-lea. Raza unitará a cercului trigonometric intrá in utili¬ 
zare generala in secolul al XVIII-lea, mul(umitá, indeosebi, lui L. Euler 
— N.A. 
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asemenea alegere prin dormía de a se elibera de nevoia perma- 
nentá de a inmul^i si de a impartí prin r = 60 1 . 

Un interes deosebit il prczintá metoda aproximativá de calcul 
a lui al-Biruni. Eroarea calculelor lui Abu-l-Vafa $i Ptolemeu 
depinde de valorile inicíale ale sinusurilor álese si ale diferen^elor 
lor si ele nu formeazá o succesiune de aproximári convergentá 
catre valoarea exacta a márimii cáutate. Al-Biruni foloseste dife- 
rite procedee pentru aproxima^ii consecutive, a cáror eroare 
poate fi fácutá oricit de mica. Din pácate, al-Biruni n-a lásat o 
descriere a procedeului sáu de rezolvare numérica a ecuajiei de 
gradul al treilea. In schimb, cunoastem un alt procedeu foarte 
simplu al lui pentru calculul laturii nonagonului sau al coardei 
de 40°. Ca valori inicíale pentru calcule sérvese: 

crd 30° = 31'3"29'"49 IV 36 V , crd 12° = 12'32"37'"17 IV 46 V . 

Mai departe, cu ajutorul regulilor trigonometrice se gásesc 

AO° 1 ° 

coardele de 30° + 12° = 42° si — = 10 —, apoi de 

’ 4 2 “ 

1 ° 

40 — 

30° -f- 10 — = 40 — si -—— = 10 — , pe urmá de 
2 2 * 4 8 r 



30° + 10 — = 40— si -— = 10 — etc., adicá valorile coardelor 

8 8 ’ 4 32 

2 o 

pentru a n = 40° -f- — , unde n = 0,1,2, ... Al-Biruni se opreste 

la coarda de 40°24 lv , obpnind valoarea 41 '2^32'''42*^29', sau 
mai exacta pina la ovarte. 

Pentru a obpne sinusul de I o , al-Biruni, calculeazá in parti¬ 
cular latura nonagonului regulat inserís ca coardá a arcului de 
40°. Am vázut (p. 273) cá el reduce aceastá problema, prin douá 
procedee, la o ecua^ie de gradul al treilea de forma: 

x 3 = 3x + 1, 

sau de forma: 

x 3 + 1 = 3x. 

1 Trebuie observat cá in calculul sexagesimal, raza egalá cu 60 joacá, 
in esentá, acelasi rol ca raza noa9trá unitará, inmul^irea sau impártirea 
prin 60 corespunde la simpla márire sau miejorare cu un rang a deinmul- 
jitului— JV.A. 
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Rádácinile acestor ecuajii el le calculeazá in fractii sexagesi- 
male, pina la cvinte, ceea ce corespunde la opt zecimale. Sinusul 
de I o este la al-Biruni 1'2*49"'43 VI , adicá e corect pina la evarte. 

Tabelele de sinusuri sint intocmite la al-Biruni la fel ca la 
Abu-l-Vafa pentru fiecare 15', iar tabelele tangentelor din grad 
in grad. Afará de interpolarea liniará, de uz general, inca de pe 
vremea lui Ptolemeu, al-Biruni aplica aici interpolarea pátrati- 
cá, folositá, dupa cum am vázut, la inceputul secolului al Vil-lea 
in calcúlele calendaristice de astronomii chinezi (pp. 107 —110)- 
Dar spre deosebire de regula chinezilor. reprezentind un caz 
particular al formulei lui Newton — Sterling, regulile recoman- 
date de al-Biruni sint urmátoarelc: 


, .sin (a : 0 + 15') — sin 

sin x = sin :r 0 -f- (a:— .x 0 ) .- - — -f- 


sin (.r 0 -(- 15') — sin a 0 sin :r 0 — sin (;r 0 — 15'/ 


+ (* — --tu ) 2 


15' 


15' 


15' 


. g «- « g +1, -,.) » j <•» + ;•>- + 




lg [x<, + 1°) -tg X 0 _t g X 0 — tg (j 0 — l c 

I o I o 


Acesta nu este inceputul unei formule exacte de interpolare, 
ci o oarecare modificare a dezvoltárii in serie de puteri, cu inlo- 
cuirea derivatelor prin rapoartele diferentelor corespunzátoarc si 
.1 

a eoeficientului — al termenului pátratic, prin 1. Este evident 

cá al-Biruni isi obtine regula printr-un ralionament abstract. 
Sub raport practic, incercarea lui e nereusitá, deoarece pentru 
o functie crescátoare, al treilea termen al regulii lui are un semn 
contrar celui de-al treilea termen din formula exacta de interpo¬ 
lare. De aceea, dacá se calculeazá „valorile precizate“ dupá al- 
Biruni (el insusi n-a fácut aceasta), ele vor fi mai putin exacte 
decit valorile ob^inute de dinsul cu ajutorul interpolárii liniare. 

Expunind regula de interpolare a tabelelor sinusurilor si a 
tangentelor, al-Biruni spune cá ea este aplicabilá „pentru tóate 
tabelele 11 , adicá pentru tabelele trigonometrice si astronomice; 
cunoscute pe timpul lui [172]. 
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Vom mai reveni asupra tabelelor Observatorului din Samar- 
kand, in prealabil sá facem insá cunostin|.á cu calculul luí tz, 
strins legat de calcúlele trigonometrice. 

Másurarea cercului efectúala de Ghiaseddin al-Kasi. De cal¬ 
culul raportului dintre lungimea circumferintei si dianietru, adicá 
de calculul numárului 7t, se ocupaserá ibn al-Haisam, al-Biruni 
.si aljii. Mult timp nu se depáseste precizia ob|.inutá in Grecia, 
in cartea a 11I-a din Canonul lui Mas'ud, al-Biruni calculeazá 
dupa coarda de 2 o perimetrele poligoanelor inscrise si circum- 
scrisc cu 180 de laturi si ia media lor aritmética, dar rezultatul 
lui, transformat in fracpi zecimale, egal cu 3,1417 ..., este mai 
pu|.in bun decit 3,1416 cunoscut mai inainte. Aceasta se intimplá 
pentru cá el ia coarda de 2° egalá cu 2'5"39'"43 IV 36 V , desi in 
alte capitole din aceeasi carte a Canonu lui luiMas'ud se dá o 
valoare mai buná, si anume 2'5"39'''25 IV 58 V (valoarea corectá 
2'5"39'"26 IV 22 V 29 VI ). 

Conform unui manuscris datind din anuí 1322, dar intoemit 
in secolul al XlII-lea, o alta aproximare a fost obpnutá prin 
calculul perimetrelor poligoanelor inscrise si circumscrise cu 720 
de laturi. íjji in acest calcul se comité o eroare initialá, drept 
coardá a jumñtá|.ii de grad luindu-se valoarea sinusului acestui 
cerc, calculat de Abu-l-Vafa, dar ele diferá chiar de latertii. De 
aceea perimetrul poligonului circumscris cu 720 de laturi rezultá 
ceva mai mic decit lungimea circumferintei. In acest caz limi- 
tele pentru rt sint 3; 8'29"35"' si 3; 8'29"42 ,,, I in timp ce valoa¬ 
rea exacta pina la ter|,ii este rt = 3; 8'29"44'". Acest calcul a 
fost atribuit mai tirziu lui Abu-l-Vafa, dar nu pare verosímil 
ca el sá fi putut inlocui coarda de 1/2° prin sinus. 

Este remarcabil calculul lui u efectuat de Djemsid Ghiaseddin 
al-Kasi in lucrarea sa Tratat despre circumferinfá (Risala al 
muhitiiia) , terminat in anuí 1424. Aceastá lucrare este o adevá- 
ratá capodoperá a calculului aproximativ nunumai in ceea ce 
priveste rezultatul cu 17 zecimale exacte, ci si prin eleganta si 
simplitatea cvaluárilor, alegerea económica a rezervei de exacti- 
tate a datelor intermediare etc. [126, 173]. 

La inceputul tratatului, al-Kasi critica aproximárilc obtinute 
de precursorii sai, fiindeá pentru cercuri mari ele dau erori abso- 
lute mari. Pentru a intelege cele ce urmeazá, vom da unitáple 
de másurá folosite de al-Kasi: 

1 farsang = 12 000 coti (circa 6 km), 

1 cot (circa 50 cm) = 24 |.oli — degete, 
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■ l tol = G lámina a unui bob mijlociu de orz, 

1 lá^ime de bob mijlociu de orz = 6 grosimi de fir de par de 
cal, asa incít ultima reprczintá circa 1/2 trun. Al-Kasi considera 
diametrul globului pámintesc egal cu 2485 de farsangi, iar cir- 
cuniferin^a cercului mare al Pámintului — de aproximativ 8000 
de farsangi. In sfirsit, urmindu-1 pe astronomul iranian Kuttad- 
din as-Sirazi (1236—1311), al-Kasi considera cá raza sferei ste- 

1 

lelor fixe este cgala cu 70 073— din diametrul Pámintului. 


Limitele stabilite de Arliimede pentru re, adicá 3 — si 


3- diferá 

71 


prin — . De aceea, spune al-Kasi, intr-un cerc cu diametrul de 
497 

497 de unitáji, lungimea circumferin^ei este inexacta in cuprin- 
sul unei unitáji, ceea ce pentru cercul mare al Pámintului dá o 
oscilare intre limitele a 5 farsangi, iar pentru cercul mare al sferei 
stelelor fixe, de peste 300 000 de farsangi. La másurarea supra- 
fejelor eroarea creste si mai mult. Indicind neajunsurile rczul- 
tatelor lui al-Biruni si (dupá cum presupune al-Kasi) ale lui Abu- 
1-Vafa, autorul pune problema calculului mai exact a lui -. for- 
mulind-o in mod original, cu urmátoarea cerinjá: sá se exprime 
lungimea circumferinjei prin diametru cu o asemenea exactitate, 
íncit eroarea la lungimea unei circumferinte, al cárei diametru 
este egal cu 600 000 de diametre ale Pámintului, sá nu depáseascá 
grosimea unui fir de pár. 

La fel ca si precursorii sái, incepind cu Arhimede, al-Kasi 
inásoará circuinferin^a bazindu-se pe calculul perimctrelor poli- 
goanelor inscrise si circumscrise. Totusi, el isi conduce calcúlele 
dupá un program pujin diferit. Intr-un cerc cu raza 60, el deter- 
miná valorile sirului de coardc c 1? c 2 , c„, ... pentru arce de 

120°, 150°, 165°, 172 — , ... deci, in general, pentru arce: 


a 


71 


180° 


60 ° 

271-1 


Ca bazá de calcul ii serveste teorema: un dreptunghi construit 
pe semidiametrul OA si pe suma diametrului AB cu coarda AC 
a unui are mai mic de 180° este egal cu pátratul coardei AD a 
sumei acestui are si a jumátálii complementului lui píná la 180°' 
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(fig. 86, unde D este inijlocul arcului BC). Aceastá teorema 
exprima orice termen al succesiunii coardelor prin intermediul 
precedentului: 


[d + ch a) ~ = ch 2 ía + 


180° — a-|3 
' > 

2 


( 1 ) 



unde d este diametral, iar ch a este 
semnul coardei arcului fíC = v.. Dacá 

. 180° + a 

se ia ---= a. n , atunci a = a,,.! 

si (1) va cápáta forma : 

C h*«„=(d + cha,,.,)!., (!') 


«inde «o = 60° si ch « 0 = c 0 = 60 sau, ceea ce este acelasi lucru, 


c n = fr (2r + c n _,), (1") 

unde r este raza cercului. 

Pentru a = 2 «p si d = 2, teorema lui al-Kasi se exprima prio 
formula trigonométrica: 

• í/ro | 9 \ l/l + sin <p 

sin(4 5 + T J= 1 1 -2~ ’ 

íntilnitá pentru prima oará in anuí 1770 la J. H. Lambert. 

Succesiunea coardelor c n serveste pentru calculul laturilor poli- 
goanelor inscrise, deoarece coarda suplimentului arcului « n este 
tocmai latura a n a poligonului regulat cu 3-2" laturi inserís in 
cerc. Astfel, dupa teorema lui Pitagora: 

a 2 = 1 Id 2 — c 2 ; 


luind un n suficient de mare, se poate calcula o laturá a n oricit 
de mica. 

Calcúlele ulterioare, efectúate in sistem sexagesimal, constau 
din operatii rationale si extrageri de rádácini pátrate dupa for¬ 
múlele (1') $i (2). Inainte de a trece la ele, al-Kasi stabile^te urmá- 
toarele: 1) numárul de laturi ale poligonului inscris cu 3-2" 
laturi, al cárui perimetru asigurá exactitatea cerutá a másurárii 
circumferintei si 2) numárul de zecimale suficient pentru acest 
scop, pentru toti c n si alte valori auxiliare. Intr-o circumferintá 
de 60Ó 000 de ori mai mare decit circumferintá cercului mare al 
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1 

Pámint.ului, octava, adica dintr-un grad, nu dcpaseste grosi- 
mea unui fir de par, deoarece: 

i . _L . 600 000 • 8 000 • 10 368 000 « - • 

GO 8 3G0 5 


De aici rezulta ca exactitatea cerutá va fi asiguratá daca se deter¬ 
mina perimetrele poligoanelor asemenea inscrise si circumscrise, 
astfel incit difcrenta intre ele sa nu fie mai mare decít 60“ 8 sau, 
trecind la un cerc de raza unitará, sa nu fie mai mare decit 60 -9 , 
adica pentru cercul de raza unitara 


P-P 



( 3 ) 


De la evaluarea diferentei perimetrelor, al-Kasi, neglijind cu 
iscusinta diferencie foarte mici, trece la evaluarea laturii poli- 
gonului inserís. 

Sa inscmnáin prin p — periinetrul si prin h — apotema poli- 
gonului inserís, prin P — periinetrul poligonului circumscris, 
prin r—raza cireumferintei, iar diferenja r — h, adira sageata, 
prin s. Atunci: 

P _ r 
P h 


P-P 


V 



( 4 ) 


ín conformitate cu masurarea cercului dupa Arhimede, pentru 
raportul dintre circumferinta C si raza, are loe inegalitatea: 

6< —< 0 — , astfel incit: 
r 7 


1 »■ < 1 7 _ * < 1 = 1 

ü C G /.4 132 3-7-G 126 


(5) 


Formúlele (3) — (5) permit sa se gaseascá nuinárul cautat de 
laturi ale poligonului inscris. La un numar sufieient de laturi, 
adica la p apropiat de C si o sageata s corespunzator mica, (4) 
se inlocuiestc aproxiinativ prin: 


P-P 


c 


s 

r 


(4') 
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Mai departe, conform cu (3) si (5), 


- - < X - í-- s) 

C 60»C 60» (. 6 J 


1.1 8 

unde z < — si-e = —, asa íncit: 

126 ’ 6 60 ’ 


P — p s 


iar pentru r = 60 


Dupa accasta, al-Kasi evalueazá coarda c a arcului care comple- 
teazá pina la 180° arcul subintins de- latura foarte mica a poli- 
gonului inscris. Pentru aceasta el ia coarda respectiva egalá cu 
dublul apotemei: 

c x2h = 2 (r— s) x2r. (7) 

' 60» x 

ín sfirsit, latura poligonului inscris, dupa (2) si (7), este egalá cu: 

a x 1/(2 r) 2 — (2 r — 2sf 2 , 
iar pentru o raza egalá cu 60, 


.<yFFx-lf£-¿- m 

Ín accst fel, exactitatea cerutá in másurarea cercului se va ob^ine 
dacá se inscrie intr-un cerc de razá 60 un poligon cu o laturá care 
sá nu depáseascá 8 evarte. Al-Kasi intoemeste un tabel al arcelor 
ce se obtin prin injumátáprea arcului de 120° si gáseste cá la a 
28-a injuinátápre se ob^ine un are mai mic dccit 6 evarte de grad 
$i a cárui coardá satisface inegalitatea (8). De aceea, numárul 
laturilor poligonului inscris trebuie sá fie egal cu 3-2 29 sau 805 
306 368 sau in sistem sexagesimal 1 V 2 IV 8 11I 16 II 12 I 48. 

Acum autorul calculeazá cite zecimale trebuie luate la deter- 
minarea lungimii laturii, plecind de la faptul cá ea va trebui 
inmultitá cu numárul laturilor, adicá cu un numár de ordinul 
a 60°, iar pentru raza 60 rezultatul trebuie sá fie exact piná la 
octave inclusiv; el mai jine seama si de faptul cá printre opera- 
pile folosite intervine si ridicarea la pátrat. Raponamentele luí 
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sint aici incomplete, dar ín cele din urina ajunge la concluzia 
justa cá exactitatea cerutá va fi asiguratá, dacá pentru raza 
egalá cu 60, calcúlele se vor efectúa pina la rangul al 18-lea. In 
realitate, el ia chiar o rezervá „uniformá“ de exactitate (poate 
pentru a evita neconcordanta in tóate calcúlele): in majoritatea 
calculelor el s-ar fi putut limita la un numár mai mic de cifre 
exacte. 

Calcúlele coardelor c x , c 2 , ... c 28 sint adúnate in 28 de tabele 
vaste: extragerile rádácinilor cerute de formula (1") se verifica 
prin ridicarea la pátrat si in majoritatea cazurilor prin verifi- 
carea 1 prin 59; la rotunjirea ultimei cifre el tiñe seama de cifra 

aflata in rangul imediat urmátor. Dacá se ia r — 1, atunci in 
tabelul k se calculeazá: 

c h = 60 ]¡2 + 1/2 + l/2 + ... + V 2 TW, (9) 

unde numárul rádácinilor este egal cu indícele k. 

Determinind la sfirsitul tabelului 28 pátratul laturii cáutate: 

a 28 = d 2 C 28 

sí insási latura propriu-zisá: 

a 2 s = y d 2 c~ t 

care pentru r = 1 va fi 2 : 

« 28 =y 2 - 1 / 2 +...+V 2 + 7 T (io) 

al-Kasi, inmultind cu numárul laturilor, obtine perimetrul poli- 
gonului inserís cu 32 28 laturi. Egalitatea aproximalivá: 

r _ C Z8 

Pj» Pa» 

Pia £25 

2 


1 Meritá sá observám ca in Cheia aritmelicii al-Ka^i foimuleazá absolut 
corect regula de verificare prin nouá, spunind cá dacá probele respective nu 
coincid, opera^ia s-a efectuat eronat — N.A. 

2 Expresia (9) continuatá la infinit converge spre 60 -2, iar (10) inmultit 
cu 3-2 n ,— spre 27t. Al-Ka?i nu vorbe^te despre aceasta. De-abia F. Viéte 

.2 

(1593) obtine reprezentarea lui — sub forma unui produs infinit de rádácini 

TZ 

pátrate — JY .A. 
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In conformitat-e cu (7), dá pcrimetrul poligonului circumscris. 
In sfirsit, ca lungime a circumferintei se ia media aritmética 

^ Pí -, carc pentru raza 60 este cgalá cu: 

6 16 59' 28" 1"' 34 IV 51 v 'i6vi 14 'ii 50 VU1 ; 

pentru raza r = 1 , acelasi numár dá valoarca lui 2 ti, dacá se 
micsoreazá cu o unitate tóate rangurile, íncepind cu cel mai 
mare. Tóate cele 10 semne ale rezultatului sint corecte, dar 
autorul mai verificá o datá calcúlele precedente si aratá cá únele 
inexactitáli, existente la ultimele semne ale valorilor intermediare, 
n-au putut influenta rezultatul. 

Dupá aceasta, al-Kasi transformá valoarea lui 2n in fractie 
zecimalá: 

2tt = 6, 283 185 307 179 586 5, 


cu numárul de zeeimale corespunzátor numárului de semne luat 
in sistemul sexagesimal, deoarece: 

1 _ 1 í_ \ 

10 16 60 “ < 2 ’ 6 10 * 


$i aici sint exacte tóate cele 17 cifre (vezi fig. 87). Am observat 
cá toemai in TralaLul despre circumferinfá se intilnesc pentru 
intiia oará in matemática tárilor Islamului fractiile zeeimale. 

Másurarea cercului, efectuatá de al-Kasi, este strálucitá din 
punct de vedere al exactitátii, si constituie una dintre culmile 
matematicii calculatorii din tárile Islamului. Rezultatul lui al- 
Kasi este repetat de A. van Roomen care-1 obtine in 1597 cu 
ajutorul poligoanelor cu 2 30 laturi, apoi este imbunátáRt de L. 
van Ceulen, care tot atunci gáseste 20 de zeeimale cu ajutorul 
poligoanelor cu 60 *2 29 laturi, iar curind dupá aceea gáseste 32 
de zeeimale (publicate in 1615). 

Procedeele de másurare a circumferintei au condus desigur la 
ideea cá ca este incomensurabilá cu diametrul. Procesul de másu¬ 
rare apare nelimitat si afará de aceasta este bazat pe extragerea 
unor rádácini pátrate iraRonale. Nici una dintre accste imprejurári 
nu garanteazá desigur irationalitatea limitei, si abia J.H.Lambert 
reuseste sá demonstreze la inceputul secolului al XVIII-lea 
iraRonalitatea lui 7t, dar convingerea cá 7t este irational o 
gásim si in literatura arabá. In tratatul de filozofie Dalalat al- 
hairin, adicá Indreptarul rátácifilor, scris in limba arabá in jurul 
anului 1190 de filozoful evreu Moise ben Maimón (náscut la 
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í’tg. 57. IVuinárul 2;r cu 17 zeciinale. Distih pcntru me- 
morizaroa luí. Din Tratatul despre circumferinfá al luí 
al-Kasi (manuscris din Istainbul, probabil din secolul 


al XVII-lca). 
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Córdoba in 1135, moaré la Cairo in 1204), se spune cá nu se 
poate calcula exact f 5 000, la fel ca si raportul intre circumfe- 
rinlá si diametru „deoarece, aici nu se atinge niciodatá limita 
calculului“ [25, p. 225], Moise ben Maimón exprimase párerea 
specialistilor matematicieni. Al-Kasi a observat cá valoarea lui 
pentru 7u este mult mai exacta si mai apropiatá de adevár decit 
cea a lui Arhimede. 

Solutia algébrica a ecuatiei trisectiunii unghiului. Cele mai 
exacte tabele trigonometrice au fost calcúlate in Observatorul 
lui Ulug-bek (1394—1449) [174]. Stápinitorul Samarkandului, 
nepotul lui Timur, Muhammed Gurgan Ulug-bek J , nu a fost 
numai un protector al stiintelor si unul dintre cci mai culti 
oameni ai timpului sáu, ci si un invá^at activ. El organizeazá 
la Samarkand si in alte orase citeva scoli superioare, iar in 
decada a doua a secolului construiestc la Samarkand un obser- 
vator utilat dupa ultimul cuvint al tehnicii acelor vremuri. La 
acest observator lucreazá un grup mare de matematicieni si 
astronomi, in frunte cu Djemsid Ghiaseddin al-Kasi, care, jude- 
cind dupa introducerea la Cheia arilmelicii, se aflá in 1427 la 
Samarkand 1 2 . Desi activitatea lui al-Kasi la acest observator nu 
este de lungá duratá, totusi lucrárile lui de matemática si astro- 
nomie si indeosebi opera Zidj Hakani 3 , scrisá in limba persaná 
aproximativ intre anii 1414—1420, au o importantá imcnsá pen¬ 
tru activitatea scolii din Samarkand [171]. Afará de al-Kasi, 
la observatii si cercetári tcoretice mai participa: Salabe din 
Musa ibn Muhammed Kazi-zade ar-Rumi, náscut in Asia Mica 
si ale cárui lucrári se inrudesc cu cele ale lui al-Kasi, Alaeddin 
Ali ibn Muhammed al-Kusci, care dupa moartea lui Ulug-bek 
se muta la Istambul (decedat in 1474 sau 1475), Abd al-Alim 
ibn Muhammed ibn Husein al-Birdjandi, Ulug-bek in persoaná. 
§i aljii. La Observatorul din Samarkand se intoemeste vestita 


1 Ulug-bek inseamná inarele prinU 

2 Al-Ka$i spune el singur cá a scris aceastá caite pentru biblioteca lui 
Ulug-bek [126, p. 10]. 

3 In aceste tabele, al-Ka^i ¡si propune sá corecteze si sá precizeze tabelele 
lui Nasireddin at-Tusi; tabelele sinusurilor si ale tangentelor sint date din 
minut In minut cu patru cifre semnificative. Tabelele lui al-Kasi sint inchi- 
nate lui hakan , adicá hanului hanilor, care poate fi sau Ulug-bek sau tatái 
sáu, íyahruh. 
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Fig. 88. incóala luí Ulug-bek (in jurul anului 1420) la Samarkand. 


•culegere „Zidju] lui Ulug-bek“ sau „Zidjul lui Guragani“, inche- 
iatá !n jurul anului 1440, aladar dupa moartea lui al-Kasi si 
Kazi-zade. Continutul tabelelor din aceastá lucrare sínt apro¬ 
píate de alte zidjuri, insá ele sínt mult mai complete si exacte. 
Tabelele sinusurilor sínt intoemite pentru un interval de 1', tabe- 
lele tangentelor, (pina la 45°), din minut ín minut, iar mai departe 
pentru intervale de 5'; ambele sínt date cu valori conpnínd 5 
semne sexagesimale. La baza acestor tabele se aflá determinarea 
■mai exacta a sinusului de I o , prin rezolvarea ecuajiei trisecjiunii 
unghiului. 

Primele rezolvári ale problcmei trisec^iunii unghiului in lite¬ 
ratura araba si greacá erau construcjii geometrice. Abu Said 
Ahmed ibn Muhammed ibn Abd aj-Djalal al-Sidjizi (náscut in 
jurul anului 951, decedat in jurul anului 1024) rezolvá pentru 
prima oará aceastá problema cu ajutorul intersectiei unui cerc 
cu o hipérbola echilatcrá. In secolul al Xl-lea problema se 
•exprima printr-o ecuatie de gradul al treilea si se pune chestiu- 
nea rezolvárii ci numerice. Am mai amintit cá. cu aiutorulüro- 









belor, al-Biruni rezolvá o asemenea ecuatie in cazul nunagonului 
regulat, dar nu cunoastem procedeul folosit de el. 

Al-Kasi propune o metodá originalá de iteratie, i-are ímbiná 
simplitatea si convergenta rapidá. Opera lui, Tralat despre coardá 
$i sinus (Risala al-vatar va-l djeib), n-a fost descoperitá p!ná-n 
prezent. Despre acest tratal se aminteste la ineeputul Cheii arit- 
melicii, iar intr-un manuscris se aratá de-a dreptul cá metoda 
ce se expune pentru calculul sinusului de 1° ii apartine personal 
lui al-Kasi. Metoda lui al-Kasi se cunoaste din descrierea ama- 
nuntitá fácutá de Mahmmud ibn Muhainmed Mariam Celebi 
(decedat in 1524 sau 1525) nepotul lui Kazi-zade ; acesta lucreazá 
in diferite orase din Turcia si in jurul anului 1500 serie un comen- 
tariu la tabelele astronomiee ale lui Ulug-bek, intitulat Regu- 
lile operafiilor §i c.oreclarea tabelelor (Das tur al-amal va tashik 
al-djadvalJ [126, 175j. In explicatiile la tabelele trigonometrice, 
Mariam Celebi expune mai intii calculul sinusului de I o dupa 
un procedeu aplicat inca de Abu-l-Vafa, iar mai departe, refe- 
rindu-se la opera bunicului sáu, spune: 

„Perla slavei si a cinstei timpului sáu, Ghiaseddin Djemsid, 
plicind metoda algebrei si a alniukabalei si socotind sinusul 
ca obiect, reduce problema la urmátoarea: 
45 ridicate o data, inmultite cu obiectul, 
sint egale cu un cubsi un nuinár“ 1126, p. 317]. 

Deducerea ecuatiei trisectiunii unghiului se 
bazeazá pe teorema lui Ptolemeu si pe teo¬ 
rema lui Euclid cu privirc la egalitatea pro- 
dusului segmentelor ce intersecteazá coardele 
unui cerc. Fie ARO un semicerc de raza data R 

(fig. 89), in care arcele AR, RC si CD sint 
egale intre ele. Dacá pe semidiametrul A AI 
se construiestc un alt semicerc AEM si se 
duc coardele AR, AC si AD, atunci arcele AE, 
EG si GH obtinute pe semicercul AEM vor fi 
Fig. 89 de asemenea egale intre ele. Sá considerám 

coarda AH ca fiind datá, iar coarda treimii 
arcului AE —drept cea cáutatá. Dupá teorema lui Ptolemeu, 
in patrulaterul AEGH, in virtutea egalitátii AE — EG = GH 
si AE = EH, 

avem: 



AE 2 + AE -AII = AG 2 . 


( 1 ) 


340 



Dupa teorema lui Euclid, ín virtutea egalitátii AG = CG (raza 
perpendiculará pe coardá, imparte coarda in douá párti egale): 

AG 2 = BG (2R — BG). (2) 

\B 2 

M ai departe, AB 2 = BG-2R, adicá BG = '- sau, deoarece 

IR 

AB = 2 -AE avem BG = 2AE ■ Introducem BG = — — in (2): 

R R w 

AG 2 = \AE 2 — (3) 

í ? 2 

In sfirsit, din (1) si (3) obtinem ecua^ia trisectiunii unui unghi 
oarecare: 


+ R 2 AH = 3R 2 AE. 

Dacá se considera cá arcul AH corespunde unghiului 6a, iar 
arcul AE corespunde unghiului 2a, atunci AH = R sin 3a, 
AE = R sin a si se obtine cunoscuta formula a sinusului unghiu¬ 
lui triplu: 

sin 3a = 3 sin a — 4 sin 3 a, 

care apare in transcrip^ie trigonométrica la F. Viéte. 

Mariam Celebi, urmindu-1 pe al-Kasi, ia R = 60 si arcul AH = 
= 6 o . In acest caz sinusul de 3 o se poate calcula pe cale elemen¬ 
tará cunoscind sinusul de 72° (adicá cunoscind latura pentago- 
nului regulat) si cel de 60°. Presupunind 

AE = 60-sin 1° = x 

si luind 

AH = 60'sin 3 o = 3 8 24 34 59 34 28 15 septime, el ajunge la 
ecuapa: 

45 -60 x = x 3 -f- 47 6 8 29 51 53 37 3 45, septimi. (5) 
Metoda lui al-Kasi, pentru rezolvarea unei ecuatii de forma: 

7 + x 3 

x = -, 

P 

constá in urmátoarele. Sá admitem cá: 

x = ex b -j- c ... , 

unde o, b si c sint niste cantitáti consecutive de ranguri sexa- 
gesimale incepind cu prima cifrá semnificativá. Deoarece se 
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stie dinainte cá rádácina cáutatá este foarte mica, se poate 
neglija cubul ei $i prima aproximare se obtine din (6) ca un „prim 
cit“ rezultat din impártirea „deimpártitului“ — deci a terme- 
nului líber q prin „impártitorul“ p — , adicá coeficientul terme- 
nului primei puteri, iar operatia se efectueazá pina la primul rang 
semnificativ: 


q 

Xj = — s» a. 

P 

Sá introducem in partea stingá din (6), valoarea rádácinii, 
completatá cu un rang, adicá (a .+ b), iar in dreapta — prima 
aproximadle a lui a. Prima corectie b san „al doilea cit“ se gáseste 
atunci din nou prin impartiré: 

= b + 
p 

luindu-se din nou doar prima cifra semnificativá a citului (care 
in sistemul zecimal poate avea si douá cifre). 

A doua corectie sau „al treilea cit“ c se gáseste in mod 
analog din: 

[q — ap + a 3 ) — bp + [(a + b) 3 — a 3 ] _, 

— c —p ... , 

P 

adicá, de fapt, din: 

q — (g + b) p + (a + b ) 3 = c _|_ 

P 

etc. 

Dacá notám aproximárile succesive = n¡, x 2 = a -j- b, x 3 = 
= a -f- b c etc., atunci: 


.r, = 


CCt> — 


q a 3 _ q + x'\ 

- = - , 

P P 

_ q + (g + b )» _ q + 
P P 


$i in general (tinind seama de numárul necesar de semne): 

q + x z , 

_ ^ 1 rj-/. 


342 



Se poate aráta cá procesul este convergent dacá 
tatea rádácinii avem: 



r < 1 , 


in veciná' 


ceea ce in cazul de fatá are evident loe. 

Algoritmul de iterare al luí al-Kasi necesita un numár foarte 
mic de opera^ii, care se impart in atitea etape, cite cifre dorim sá 
gásim pentru rádáciná. In fiecare etapa avem de-a face cu o ridi- 
care la cub a aproximaRei precedente si cu o impartiré. Am 
spus cá al-Kasi cunoscuse probabil aplicarea metodei chinezesti 
lian iuan. de rezolvare a ecuatiilor algebrice. Dacá aceastá pre- 
supunere este justá, atunci este usor de in^eles de ce al-Kasi a 
preferat sá rezolve ecuatia (6) prin procedeul sáu: in cazul de fatá, 
acest procedeu ne conduce la }intá rnult mai repede si mai usor, 
fárá sá impuná, in particular, alegerea destul de complicatá a 
pártii intregi a rádácinilor unor ecuajii auxiliare complete de 
rgradul al treilea, care apar in metoda lui Ruffini — Horner. Sá 
mai observám cá exactitatea aproximárii se precizeazá automat 
-chiar in cursul calculului; ea se poate aprecia dupá corecjiile 
la rangurile gásite ale rádácinii. 

Efectuind cinci impárjiri in total, Mariam Celebi calculeazá 
•sin I o , exact piná la evarte. Al-Kasi personal gáseste sin I o cu 
aceeasi exactitate cu care il calculeazá pe ir. In frac^ii zecimale 
rezultatul lui este urmátorul: 


sin I o = 0, 017 452 406 437 283 571. 

Metoda lui al-Kasi reprezintá o tot atit de demná incheiere 
a lucrárilor matematicienilor din Járile Islamului in rezolvarea 
numericá a ecuatiilor algebrice, dnpá cum fusese teoria geometricá 
a lui Khayyam in teoria generalá a ecuatiilor de gradul al treilea. 
Incá H. Hankel seria pe drept despre procedeul lui al-Kasi, cá 
•el „ca exactitate si eleganjá nu este mai prejos decit tóate meto- 
dele de aproximare descoperite in Occident dupá F. Viéte" 1 
[108, p. 292]. 

1 Dupa intrarea cártii la tipar, am fácut cunojtintá cu Tratatul despre 
determinarea sinusului de un grad fRisala fiislihradj djaib daradja vahida) 
a lui Kazi-zade insumí [175 a], care s-a bazat nemijlocit pe comunicárile lui 
al-Kasi. Tratatul con|ine expunerea metodei lui al-Kasi (indicind o inexacti- 
tate aparenta la dcducerea ecuatiei de gradul al treilea pentru sinusul de 
I o ), pTecum si deducerea ecuatiei pentru coarda de 2 o , asadar pentru dublul 
sinusului de I o , obtinutá personal de Kazi-zade. Metoda de iterare a lui 
al-Ka$i, pe care Kazi-zade o denume§te (ca §i Celebi) „introducerea cubului 
• in impartiré", se formuleazá in tratat in forma generalá (la Celebi el se pre- 


343 



Un alt algoritm de iteratie, analog cu procedeul lui al-Kasi, se 
aplica in Orientul Apropiat si Mijlociu, unei ecuatii transcen¬ 
dente care apare la intocmirea tabelelor necesarc ín teoria para- 
laxei [176]. Aceasta este o ccuatie de forma: 

t = 0 — in sin 0, 

in care se cere sá se calculeze 0 dupa un m dat si un l fix. Prima 
aplicare a algoritmului amintit o gásim la contemporanul lui 
al-Horezmi, Habas al-Hasib. Calcúlele acestuia corespund cu for- 
marea urmátoarelor aproximan: 

0 O (t) = l -f- m sin í, 

@1 (t) = t -f- ni sin 0j, 


0 n (t) = t + m sin 0 n _i (í), 


Calculatorii arabi s-au inárginit la aproximari ce se obtin in pri- 
mele etape ale procesului, cu o convergentá destul de rapidá; 
Habas al-Hasib lúa 0 3 . Xu se cunoaste perioada de tiinp si locul 
descoperirii acestui algoritm; exista oarecare temeiuri sá se pre- 
supuná cá el fusese folosit mai inainte in India. In secolul al 
XVII-lea, J. Kepler obpne aceeasi ccuatie intr-o pi'oblemá de 
teoria miscárii planelclor; in mecánica cereascá moderna ecuatia 
poartá numele lui. 

ín lucrárile scolii din Samarkand, matemática calculatorie a 
Járilor Orientului atinge inflorirea sa maximá. Aceastá scoalá 
n-a existat totusi timp indelungat. Depinzind in intregime de 
soarta protectorului sáu, ea s-a descompus dupa asasinarea lui 
Ulug-bek in anuí 1419, pusá la cale de cercurilc reaccionare. Mai 

zintá pe un exemplu de ecuatie numericá data): „Ma¡ intii únele (cifre) ale 
numárului se impart la numárul obiectelor. Se formeazá cubul citului si 
se adaugá la restul numárului. Apoi suma (lor) se mai imparte o datá. Se 
formeazá cubul sumei celor douá cituri si surplusul lui peste cubul obpnut 

Í >rima oará se adaugá la restul sumei. Mai departe, cea de-a doua sumá (a 
or) se mai imparte o datá. Se formeazá cubul sumei (celor trei) citurilor si 
surplusul lui fa|á de cubul sumei celor douá cituri se adaugá la restul de la 
cea de-a doua sumá. Mai departe, a treia sumá se mai imparte o datá $i se 
procedeazá la fel ca mai inainte. Operafia se termina atunci cind se ajunge la 
ceva de care nu se mai fine seama“ [175, a p. 547], 
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tirziu, cercetárile matematice cad in desuetudine in tárile Isla- 
mului. Despre aceasta stá márturie, de pildá, Cursul scurt de 
aritmética (Hualasat al-hisab) scris de Behaeddin (1547—1622) 
si foarte popular timp de peste 200 de ani in Turcia, Irán si 
partial in India [177] dar care, cu tot volumul sáu impresionant 
si plin de continut, este o lucrare pur compilativá. 

Influenta matematicii fárilor Islamului asupra stiinfei Euro- 
peí occidentale. Am amintit numele unor invátati care au lucrat 
in tárile mauritane ale Peninsulei Iberice. Dar rezultatele obti- 
nute aici, dupa cum s-a mai spus, au fost mult mai putin ori¬ 
gínale decit cele din Orient. Dintre cele mai bune sint citeva 
descoperiri in domeniul trigonometriei realizate de Gabir ibn 
Afla. Majoritatea operelor matematicienilor arabi occidentali 
contin informatii relativ elementare de aritmética, algebra 
etc. 

Spaniei ii revine un alt rol cultura 1-istoric de o importantá 
exceptionalá. Aici s-au dezvoltat cu o intensitate deosebitá con- 
tactele cultúrale si stiintifice intre tárile Islamului si tárile cres- 
tine ale Europei. Oamenii de stiintá din multe tári plecau in 
diferitele regiuni ale Spaniei eliberate de sub stápinirea maurilor, 
pentru a lúa cunostintá de realizárile arabilor in domeniul 
matematicii si al stiintelor naturii. In secolul al Xll-lea, acti- 
vitatea traducátorilor si a compilatorilor de opere arabe sau a 
traducerilor din limba greacá atinge un grad remarcabil de 
dezvoltare. 

Invátatii europeni continuá sá studieze literatura arabá si in 
afara granitelor Spaniei si mai tirziu de secolul al Xll-lea. E 
suficient sá arátám cá una din bazele creatiei matematice a lui 
Leonardo Pisano in aritmeticá, geometrie si algebrá a fost studiul 
operelor lui Abu Kamil, iar baza lucrárilor de trigonoinetrie a 
lui J. Regiomontanus este studiul lucrárilor lui al-Battani sau 
Nasireddin at-Tusi. 

Matemática tárilor Islamului a influentat fructuos asupra dez- 
voltárii stiintei europene si a imbogátit-o atit prin descoperirile 
sale proprii, cit si prin descoperirile grecilor, indienilor, sirie- 
nilor, babilonienilor etc. intrate in cultura arabá. Datoritá 'aces- 
tui fapt, invátatii Europei medievale au putut [construí mai 
departe pe un fundament solid si nu sá repete intreaga cale par- 



cursa de precursorii lor. Matematicieni europeni au preluat §i 
au dezvoltat cu atit mai usor lucrárile invájajilor din Járile Isla- 
mului, cu cit la inceput in fa^a lor se aflau aceleasi probleme 
ca si ale matematicienilor arabi, si anume probleme de insu- 
sire si de creare a celor mai simpli algoritmi de másurare $i 
calcul in domeniul aritmeticii, al másurátorilor geometrice, al 
algebrei si trigonometriei. Putem doar regreta cá din cauza izo- 
lárii, care treptat s-a manifestat din ce in ce mai mult intre lumea 
musulmana si cea crestiná si chiar si intre Orientul si Occidentul 
musulmán, multe realizári ale unor invája^i, cum au fost Ommar 
Khayyam sau al-Kasi, au devenit cunoscute in Europa abia dupa 
ce ele fuseserá de mult obpnute din nou aici. 



capitolul IV 


MATEMATICA ÍN EUROPA MEDIEVALÁ 


Conditii sociale. Dupa ce, ca rezultat al ráscoalelor sclavilor si 
colonilor si al cuceririlor „barbare“, Imperiul Román dispare, 
pe teritoriul Europei se statorniceste societatea feudalo-ioba- 
gistá. Aceastá época socialá, al cárei inceput se situeazá in seco- 
lele al V-lea—al Vi-lea, dureazá pina la revoluta burghezá din 
Anglia din secolul al XVII-lea si poartá denumirea de ev mediu. 

Dupa cum aratá Lenin, feudalismul se distinge prin economia 
naturalá, legarea Járanilor de pámint, „constringerea extra- 
economicá“, precum si printr-o stare inferioará si rutinierá a 
tehnicii [9, vol. 3 p. 168—169]. In Europa, feudalismul trece prin 
trei stadii: 1) evul mediu timpuriu (secolele al V-lea—al Xl-lea), 
cind se produce infeudarea Járanilor liberi, membri ai obstilor, 
si incep sá se formeze popoarele si micile State feudale, cu legáturi 
de convenjii intre ele, si <;ind biserica crestiná prin autoritatea ei 
consfinjeste fórmele noi de exploatare; 2) feudalismul dezvoltat 
(secolele al Xl-lea—al XV-lea, in care meseriile se separa de agri¬ 
cultura, cresc si se intáresc órasele de comercian^ si mestesugari, 
iar intr-o serie de }ári se intáresc monarhiile feudale; sfirsitul 
acestei etape este marcat prin mari ráscoale táránesti, precum si 
prin lupta dintre cíasele din interiorul oraselor; 3) evul mediu 
tirziu (secolele al XV-lea—al XVII-lea), caracterizat prin descom- 
punerea orinduirii feudale si najterea burgheziei si a proletaria- 
tului, rázboiul ^aráñese si reforma din Germania, revoluta 
burghezá din T^rile de Jos si pregátirea revoluRei din Anglia. 

ín Imperiul Román de apus unde triburile invadatoare de celR, 
germani si slavi isi formeazá statele lor, peste care náválesc 
curind hunii, din civilizatia anterioará rámin doar satele si citeva 
orase pe jumátate distruse sau in pliná decádere. Nivelul econo- 
mic, tehnic si cultural rámine multá vreme extrem de scázut, 
intreaga evoluRe a societájii se desfásoará foarte lent. Aceasta 
este o societate primitivá agrará, cu agriculturá extensivá si 
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schiinburi in natura. Lcgáturile comerciale sí cultúrale cu Orien- 
tul, indeosebi dupa ce arabii lipsesc Bizantul de accesul la Marea 
Mediteraná, sínt intrerupte pentru un timp. La decáderea culturii 
contribuie in multe privinti activitatea bisericii crestine, situatá 
deasupra puterii laice. La inceput, biserica incearcá sá respinga 
complet cultura „páginá“ a grecilor si a romanilor, desi tot ea este 
nevoitá sá imite si chiar sá dezvolte anumite elemente ale acestei 
culturi. Marele ideolog al crest inismului, Augustin (354—430), 
spunea: „Xu trebuie dispretuit ceea ce este bun, chiar dacá au 
spus-o páginii“. 

Dezvoltarea treptatá a fortelor de productie, a productiei de 
márfuri si a comertului, ridicarea oraselor (indeosebi incepind 
cu a doua jumátate a secolului al Xl-lea), intárirea situatiei 
materiale si a rolului social al orásenilor, tóate acestea alcátuiesc 
baza progresului culturii in general si al stiintei in particular. 
Analizind cauzele dezvoltárii „miraculos de rapide“ a stiintelor 
in Europa occidentalá la inceputul epocii moderne, Engels subli- 
niazá cá „aceastá minune se datoreste tot productiei“ [3, p. 168]. 
Engels exprimá in urmátoarele cuvinte deosebiriie esentiale intre 
situatia de la finele antichitátii si mijlocul secolului al XV-lea: 
„0 dezvoltare infinit superioará a productiei industríale si a 
comertului, datoritá orásenilor evului mediu; pe de o parte pro- 
ductia s-a perfectionat, a devenit rriai variatá si mai masivá, 
pe de alta relatiile comerciale s-au intensificat; navigatia a devenit 
incomparabil mai indrázneatá de cind cu saxonii, frizii si nor- 
manzii; in afará de aceasta multimea de inventii §i importul de 
inventii din Orient care nu numai cá au fácut posibile importul 
si ráspindirea literaturii grecesti, descoperirile maritime, precum 
si revolutia religioasá burghezá, ci le-au dat si o amploare incom¬ 
parabil mai mare si un ritm mai rapid. Pe deasupra ele au furni- 
zat, fárá insá sá-1 sistematizeze, un imens material de fapte stiin- 
tif ice, necunoscut de antichitate — (acul magnetic, tiparul, 
caracterele de tipar, hirtia de in — intrebuintatá de arabi si de 
evreii spanioli din secolul al XlI-lea; incepind din secolul al 
X-lea, i ntrá treptat in uz hirtia de bumbac, care cunoaste o mai 
largá ráspindire in secolele al XÍII-lea si al XlV-lea, in timp ce 
papirusul nu mai este folosit dupá cucerirea Egiptului de cátre 
arabi), praful de puscá, ochelarii, ceasornicele mecanice, un mare 
progres atit in ce priveste calcularea timpului, cit $i mecánica 
[3, p. 174], 

Lumea spiritualá a europeanului in timpul evului mediu se 
imbogáteste prin cunoasterea unei párti din mostenirea anticá 
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(ceea ce incepe cu mult inainte de Rcnastere, cind insá atinge 
apogeul), precum si a patrinioniului tárilor orientaJe. Cultura 
Europei feudale, cuprinzind elemente create anterior si adaptate, 
lasa urmasilor creajii de felul arhitecturii romanice si gotice, 
produse unice ale artei aplicate, o creare literará ca Divina 
comedie a lui Dante, concepjia stiinjificá a lui Roger Bacon si 
pictura lui Andrei Rublev. 

Miscarea progresista cultúrala si ftiinjificá in Europa occiden- 
talá feudalá se desfásoará relativ lent, intr-o luptá ascujitá cu 
fórjele reaccionare, luind de cele inai multe ori forma unei lupte 
intre cúrente religioase. Cele mai mari realizári apartin popoa- 
relor din statele mai dezvoltate ca Italia, Franja, apoi Anglia si 
Germania, desi únele descoperiri mari se fac si in alte tari — de 
pildá, Copernic care claboreazá sisteinul heliocentric in Polonia. 
Engels aratá cá, avind anumite particularitáji in diferite tari, 
„toatá Europa de vest si céntrala, inclusiv Polonia, a inceput 
sá se dezvolte in strinsá legáturá, Italia continuind sá-si pástreze 
totusi locul de frunte, datoritá civilizatiei ei mostcnite din anti- 
chitate“ [3, p. 168]. 

In perioada feudalismului, Bizanjul, Rusia, Armenia si Geor¬ 
gia au multe lucruri comune cu Europa occidentalá. Popoarele 
acestor Jári, la fel ca si cele din Europa occidentalá, trecuserá la 
crestinism, dar nu sub forma catolicismului, ci sub forma orto¬ 
doxa lá sau a religiei armeno-gregoriene. Puterea impáráteascá 
mojtenitá de BizanJ de la Imperiul Román, se transforma intr-o 
monarhie feudalá, impárjitá uneori in citeva „imperii“ lócale; 
Rusia, Georgia si Armenia se disting printr-o fárimijare feudalá 
intensá, invinsá lent de puterea centralá in continuá dezvoltare. 
O particularitate importantá a istoriei acestor patru Jári o prezintá 
perioadele multiseculare de subjugare: Bizanjul — de cátre 
turci, Rusia — de cátre inongolo-tátari, Georgia si Armenia — 
de cátre arabi, mongolo-tátari, turci si persi. Ultímele trei Jári 
reusesc in cele din urmá sá se elibereze de sub jugul stráin, Rusia 
— mai devreme, iar Georgia si Armenia — mai tirziu. Dintre 
Járile sitúate in partea europeaná a fostului Imperiu Bizantin 
se elibereazá de sub turci, Grecia si Járile balcanice, iar pe teri- 
toriul de bazá al acestui imperiu se formeazá istoriceste statul 
ture. Migrajiile stráine au intirziat cu mult timp dezvoltarea 
culturii si a stiinjei in tárile crestine rásáritene si ciliar au arun- 
cat-o inapoi. Migrajia mongolilor si lupta impotriva lor in seco- 
lele al XlII-lea—al XV-lea frineazá mult timp in Rusia progrcsul 
culturii si al stiinjei inceput inainte vrcme. Puskin remarca o 
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data cá tátarii n-au fost asemenea cu maurii: cucerind Rusia, 
ei nu-i dáruirá nici algebra si nici pe Aristotel. In consecinjá, 
catre sfirsitul evului mediu, Járile crestine rásáritene rámín cu 
mult in urma tárilor din Europa occidentalá in privinja dezvoltárii 
matematicii. 

Incapitolul de fajá, consacrat indeosebi dezvoltárii matematicii 
in Europa occidentalá medievalá, vom analiza si dezvoltarea 
matematicii in Járile Europei rásáritene si ale Asiei Mici, inclusiv 
Bizanjul, precum si ale Georgiei si Armeniei aflate dincolo de 
granjéele Europei, dar a cáror culturá este strins legatá de cea 
bizantiná. 

fnceputurile cunostintelor matematice. In época feudalismului 
timpuriu si a opresiunii spirituale n-au existat desigur stimulente 
pentru preocupári stiinjifice fajá de matematicá si stiinjele naturii. 
íneconomie si in viata de tóate zilele lumea se limita la un míni¬ 
mum de cunostinje aritmetice si geometrice, fárá sá iasá din 
cuprinsul operajiilor elementare cu numere intregi si fracjii si 
al regulilor de másurare a celor mai simple figuri. 

Interes permanent fajá de matematicá se manifestá in mánás- 
t ir i, deoarece acestea erau atit organizajii cu carácter religios- 
ideologic, cit si mari unitáji economice. Dar si aici, interesul fajá 
de matematicá se limita la probleme de aritmeticá si geometrie 
practicá, de calcul calendaristic si al zilelor de sárbátori bisericesti. 

Pentru formarea oamenilor cuiji se scriu citeva cárti, conjinind 
nojiuni de bazá privind cele sapte „arte libere" (artes liberales ), 
impárjite in „trei cái“ (trivium) si „patru cái“ (quadrivium) ; aceastá 
clasificare dateazá din primele sec ole ale Imperiului Román 1 . Tri- 
viumul cuprindea gramática, retorica, ca artá a elocinjei cu ele¬ 
mente de drept, precum si dialéctica—in sensul iscusinjei 
de a purta discujii in contradictoriu. Quadriviumul cuprindea: 
aritmética — expunerea fárá demonstrajii a celor mai simple pro- 
prietáji ale numerelor si combinatá cu mistica numerelor ; geome¬ 
tría — scurte informajii despre principalele figuri si másuri geome¬ 
trice si geografice; astronomía, inclusiv calendarul, si in sfirjit 
muzica, ca teorie a intervalelor armonice. Opere, conjinind infor¬ 
ma jii asupra „artelor libere" apáruserá incá mai de mult la Roma ; 
únele dintre ele, scrise in secolul al V-lea sau al Vi-lea de Martianus 

1 Prin Imperiul Román autorul eubinjelege de fapt Imperiul Romano- 
German, apárut dupa distrugerea Imperiului Román antic — N.R. 
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Capella, Cassiodorus si indeosebi de Boethius, avurá o influenza de 
lungáduratá. lnjurul anului 600 apar Etimologiile (Origines) in20 
de cárji, ale episcopului Isidorus din Sevilla (670 — 636). Titlul 
acestei opere provine de la faptul cá autorul explica — in cea mai 
mare parte gresit— sensul notiunilor, fácind o analiza filológica a 
termenilor respectivi. Conpnutul matematic . al Etimologiilor 
— cartea a Ill-a fiind consacratá quadriviumului — este cu totul 
neinsemnat. 

Matemática ín Bizant. Datoritá distrugerii in masa a documen- 
telor istorice in timpul luptei bisericii bizantine din secolelc al 
Vil-lea—al IX-lea impotriva iconoclastilor, s-au pástrat informa^ii 
extrem de pujine despre dezvoltarea cunostintelor matematice 
in BizanJ. Se $tie de exemplu cá arhitectul catedralei Sf. Sofia 
din Constantinopol, Antemiu din Traless (decedat in anuí 534), 
fusese un matematician capabil, ceea ce se vede dintr-un fragment 
al operei lui despre oglinzile incendiare. Antemiu cunostea focarul 
si directoarea parabolei, precum si construc^ia elipsei cu ajutorul 
firului fixat in focare, intilnitá mai tirziu la frajii banu Musa 
(p. 287). Isidor din Milet, un colaborator al lui Antemiu la con¬ 
struya catedralei, fusese si el matematician. Se presupune cá 
tocmai despre Isidor din Milet este vorba in asa-numita carte a 
XV-a a Elementelor, in care autorul spune cá „marele nostru dascál“ 
Isidor a pus si a studiat problema determinárii unghiurilor diedre 
intre fe^ele poliedrelor regúlate. Aceastá opei á contine si alte 
citeva teoreme cu privire la poliedrele regúlate. Autorul acestei 
opere este necunoscut. Elev al lui Isidor din Milet fusese Euto- 
kios din Ascalon, de pe litoralul palestinian, amintit mai inainte 
si care a scris comentarii la Arhimede si Apoloniu, prejioase 
pentru istoria stiinjei. 

Un autor necunoscut, de origine greacá, numit uneori Heron cel 
Tinár, serie in jurul anului 940 la Constantinopol Geodezia — o 
carte despre másurarea loturilor de pámint si in particular a hipo- 
dromului din Constantinopol, dupá metoda lui Heron din 
Alexandria. 

In a doua jumátate a secolului al Xl-lea tráieste Mihail Psellos 
(náscut ín 1018, decedat dupá 1078). Lui i se atribuie o operá 
despre quadrivium. In partea de aritmeticá se prezintá doar o 
clasificare a numerelor si a rapoartelor, iar in geometrie se afirmá 
cá desi párerile sint divergente in ceea ce priveste gásirea ariei 
cercului, cea mai ráspinditá este metoda conform cáreia se ia 
media geometricá intre aria pátratului inscris si circumscris. 
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ceea ce dá pentru tz valoarea ^8 = 2,828. Acest fapt aratá de la 
ce nivel coborit a trebuit sá porneascá din nou matemática. 

Matematicienii bizantini isi cápátau cunostinjele nu numai din 
literatura veche greacá si latina, ci si din opere arabe si persane. 
Muljumitá acestui fapt, in secolul al Xllea in Bizan} se ráspin- 
desc intrucitva cifrele arabe si numeraria pozijionalá. 

Cálugárul Maximus Planudes din Nicomedia, care a tráit in 
jurul anilor 1260—1310 si a fost trimisul impáratului Andronic 
al II-lea la Venena, serie comentarii la primele douá cárp ale 
Aritmeticii lui Diofant. El ocoleste insá párale mai dificile din 
aceastá opera. O alta lucrare a lui Planudes despre aritmética 
incepe dupa modelul indienilor, cu explicarea celor nouá semne 
pentru numerele de la 1 pina la 9, precum si a semnului denumit 
„cifra“ ('r^icppa — tzifra ) si care „inseamná nimic“. Dupa cum 
spune Planudes aceste nouá semne, la fel ca si ultimul, provin 
din India. ínaintea cácpi lui Planudes si purtind un titlu aproape 
identic, apáruse in 1252 o alta carte, in care insá, semnele cifre- 
lor nuerau cele arabe rásáritene, ca la Planudes, ci cele arabe 
apusene. 

Numeraria pozi^ionalá se ráspindeste lent in Bizan}, sub 
diferite forme. Intr-un manuscris din secolul al XlV-lea, intilnim, 
de pildá, o utilizare pozijionalá a cifrelor alfabetice: 18 se serie 

«r>, iar fractia — — sub forma — • 

' 28 ¡3rj 

Printre problemele lui Planudes existá urmátoarea : pe patul de 
moarte, un tatá imparte in mod egal banii intre fiii sái, dind 

primului 1 monedá si -y din restul banilor, celui de-al doilea 

2 monede si — din rest, celui de-al treilea —3 monede si — din 
'7 ’ 7 

rest etc si in acel moment se stinge; se cerea sá se afle ci^i bani 
si citi copii avusese acel tatá. O altá problemá constá in gásirea 
a douá dreptunghiuri cu perimetre egale, astfel incit aria unuia 
sá fie un multiplu dat al ariei celuilalt. Tot aici se dá „proba 
prin nouá“, cu indicaba cá ea fasese descoperitá de indieni si 
fusese transmisá prin arabi. 

Elev si prieten al lui Planudes, Manuil Moscopulos a tráit la 
sfirsitul secolului al XlII-lea si inceputul celui de-al XlV-lea. 
El serie un tratat despre pátratele magice, unde aratá regulile 
de alcátuire a lor pentru n = 2 wi-(-lsin = 4wi ) promijind sá 
le dea si pentru n = 4 m -f- 2; nu se stie dacá si-a adus la inde- 
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plinire promisiunea. Meritá atente faptul cá Moscopulos folosise 
pcntru aceasta pcrmutárile ciclice [178]. 

Matemática in Armenia si Georgia. La mijlocul primului mile- 
niu, rcgiuni intinse din Armenia se aflau sub stápinirea Persiei, 
iar áltele — a Bizanjului. Un eveniment important in istoria 
poporului arincan si a luptei 
sale pentru independenjá a 
fost crearea unui alfabet pro- 
priu la hotarul secolului al 
IV-lca si al V-lca. Accst alfa¬ 
bet alcátuit din 36 de literc, 
crcat de Mesrop MastoJ (361 
—440) si avind la origine pe 
cel grecesc si persan, stá la 
baza numeratiei alfabetice ar- 
menc. Numeratia scrisa ar- 
meaná se deosebeste de cea 
iónica prin faptul cá ea con- 
tinc notajii litcrale nu nu- 
mai pentru unitáji, zeci si sute, ci si pentru mii (fig. 90). 
Armenii numeau zece mii biur si pentru notarca numerelor mai 
mari decit biur foloscau un semn special care máreste de 10 000 de 
orí valoarea cifrelor alfabetice (pentru aceasta, in partea dreaptá 
si de sus a literci-cifre, se pune un semn special) [179], 

In a doua jumátate a secolului al Vil-lea lucreazá un remarcabil 
invájat armean, vardapet (dascálul) Anania ^irakaji, adicá náscut 
in regiunea $irak. Dupa spusele unei autobiografii ce i se atribuie 
lui Ánania, el „indrágostindu-se puternic de arta calculului“ 
isi cáutase multa vreme un dascál, si in cele din urmá il gáseste 
in persoana matematicianului grec Tiuhik din Trapezunt. Inapoiat 
in patrie, Anania serie o serie de opere, precum: Cosmografía 
numárátoarea anilor si o culegere de probleme de aritmética 
Inlrebári $i ráspunsuri, pástratá probabil incomplet, fárá partea 
introductiva cu carácter teoretic. Culegerea confine 24 de probleme 
cu ráspunsuri, dar fárá deducerea lor; aproape in tóate proble- 
melc se oglindeste intr-un fel sau altul viaja poporului armean, 
fie cá se vorbeste despre anumite evenimente din istoria armeaná, 
fie cá se folosese unitáji de másurá armene etc. Problemele sint 
liniare, cu o singurá necunoscutá; intr-o problemá (nr. 22), se 
cere sá se impartá o márime in progresie aritmeticá; existá si 
problema anticá elená de umplere a unui bazin prin trei conducte 
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(nr. 24). Vom da textul primei probleme, care la fel ca sí multe 
áltele se poate serie printr-o ecuajie de forma 


- + T + 

a b 


—]— — —|— TI — X I 
m 


„De la tatál meu am auzit urmátoarele. In timpul cunoscutelor 
rázboaie dintre armeni si persi, Zaurak Kamsarakan a sávirsit 
fapte extraordinare; se pare cá, atacind ármatele persane de trei 
ori intr-o luna, el distruse de prima data jumátate din oastea 
lor si urmárind-o, a doua oará, nimici a patra parte din ea, iar a 
treia oará — a unsprezecea parte; cei rámasi in via^á, in numár 
de douá sute opt zeci, o luará la fuga spre Nahceavan. $i astfel, 
noi trebuie sá aflám dupa aceastá rámásijá ci|i fuseserá ei pina la 
infringere'' 1 [180, p. 39]. 

Frac^iile ce se intilnesc in aceastá culegere de probleme sint 
prezentate sub forma unor fraejiuni de unitate, uneori intr-o 
forma destul de originalá ; astfel, ráspunsul la problema 24, pe 

g 

care noi 1-am fi scris —> se da sub forma sumef: 

11 


l i li 1.1 

--h—-H-* si nu-■ 

4 6 12 22 2 22 


Relativ de curind au fost descoperite tabele vaste intoemite de 
Anania $iraka}i pentru adunare, scádere si inmuljire, precum si 
„sasemiarul“ lui, adicá niste tabele cu perechi de factori care au 
caprodus numárul 6 000, primul factor trecind prin tóate valorile 
literelor alfabetului armean, iar cel de-al doilea factor dindu-se 
rotunjit pina la un numár intreg. „$asemiarul“ se poate folosi si 
la impárRre. Tabele similare au existat in Armenia si pentru 
numerele 5 000, 4 000 si áltele citeva [179]. 

La inceputul secolului al VHI-lea Armenia cade sub stápinirea 
califilor din Bagdad, dar la sfirjitul secolului al IX-lea isi reca- 

1 ín aceastá problema se are in vedere ráscoala armenilor impotriva 
per^ilor din cea de-a doua jumátate a secolului al Vi-lea. Kamsarakanii 
erau prinRi care stápineau §irakul §i alte regiuni din Armenia. Nahceavan 
este actualul Nahicevan — N.A. 

* Dacá folosim descompunerea — =-1-, cunoscutá incá in Egiptul 

11 6 66 

6 2 2 1 1 

antic, atunci pentru — = 3 • — se obtine-h-h - • Mai departe s-ar fi 

11 11 6 6 22 

putut folosi descompunerea — = — + - - N.A. 

6 4 12 


354 



pata independenta. Timp de aproximativ douá secóle, economía 
si cultura Armeniei se aflá ín progres. Creste interesul fatá de 
clasicii filozofiei si ai stiinjei elene, ale cáror opere íncep sá fie 
traduse ín limba armeaná ín secolul al Xl-lea. Un ínvá^at ?i 
jjromotor al culturii, Grigore Magistrul (ín jurul anilor 990—1058), 
traduce printre áltele si Elementele lui Euclid. Un fragment din 
traducere pástrat píná-n zilele noastre si apartinind probabil lui 
Grigore Magistrul contine definitiile, postúlatele, axiomele si 
primele trei propozijii din cartea I a Elementelor [181]. 

Din scoala mánástirii Ahpat din orasul Lori, se remarca Ovannes 
Sarkavag (ín jurul anilor 1045—1129), autor al unor lucrári de 
astronomie, calendar si matemática. Opera lui, Numere poligo- 
ncile, se bazeazá pe surse elene, de felul lucrárilor lui Nikomah. 

Progresul economic si cultural al Armeniei este íncetinit de 
noi cuceriri stráine crude si de lungá duratá, ¡ar literatura stiin- 
tificá armeaná din perioada ce o anaíizám nu ni s-a pástrat aproape 
de loe. De a doua jumátate a secolului al XY-lea tiñe manuscrisul 
primului manual de aritmeticá, cunoscut nouá ; ín acest manual 
se laudá un nou sistem poziponal de numerare, prezentat de 
autor ca „luminos“ ín opozipe cu sistemul „íntunecat“ — alfabetic 
[179]. 

In vechea Georgie, numeraria se bazeazá de asemenea pe un 
alfabet format din cel elen si persan si avínd 37 de litere; ea 
se aseamáná cu cea armeaná 
(fig. 91). Sá adáugám numai 
cá ín limba georgianá exis- 
taserá din timpuri strávechi 
numérale speciale nu numai 
pentru 10 000— bevri , ci si pen- 
tru 1 000 000— u$kari si chiar 
pentru 10 000 000 — u§ti. Nu¬ 
meraria alfabeticá se mentine 
multá vreme ín Georgia, desi 
prima inscriptie cu cifre ara- 
be rásáritene se íntílneste in- 
tr-un manuscris georgian íncá 

din anuí 974 [182]. 

Despre cultura matematicá a Georgiei medievale cunoastcm 
pupne lucruri, fiindeá datoritá cuceririlor stráine nu ni s-au 
pástrat manuscrise de matematicá din acele timpuri. In operele 
georgiene de astronomie din secolele al X-lea—al XlII-lea, care 
reflectá influenza stiinjei din tárile Islamului, se expun reguli de 
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intocmire a calendarelor, de determinare a fazelor Lunii s.a. ín 
lucrárile de filozofie din aceeasi época, care stau márturie asupra 
faptului cá georgienii cunosteau bine operele grecilor, se poate 
gási expunerea celor mai importante notiuni de geometrie. 

Asa de pildá, Ioane Petrip (in jurul anilor 1055 —1130), 
conducátorul academiei din Ghelat, organizatá de regele David 
Constructorul, aflat sub influenza puternicá a neoplatonicilor si 
indeosebi a lui Proclus Diadoh, serie: 

,.Geometría socoteste mai presus de tóate cele trei dimensiuni 
ale sale, iar douá dintre ele se trag dintr-una... Fiindcá, dacá 
punctul se intinde, apare linia dreaptá care este primul lui vlástar. 
iar dacá linia se láleste, ea produce un plan“ [183, p. 239]. Petriti 
a tradus in limba georgiana operele filozofice ale lui Proclus si 
le-a inzestrat cu comentarii vaste; este incontestabil cá citirea 
operelor lui Proclus i-a stimulat interesul fa^á de geometrie. 

Nicolae Artavazdos. Tratatul mai sus amintit al lui Moscopulos 
este dedicat invájatului bizantin Nicolae Artavazdos din Smirna, 
armean de origine. Artavazdos a tráit in mijlocul secolului al 
XlV-lea. Lui ii aparpne publicarea operei lui Planudes despre 
aritmética indianá, cu completári personale. S-au pástrat douá 
opere ale lui Artavazdos, sub formá de scrisori. T.'na se numeste 
Scurtá fi joarte ciará expunere a ^tUn^ei calculului, intocmilá 
in Bizan[ul lui Constantin, ds Rabdas Nicolae Artavazdos din 
Smirna, specialist in aritmética $i geometrie, la rugámintea prea- 
cinslilului raportor juridic, avocatul Gheorg Hacik, joarte u$oará 
pentru doritorii de a o studia. In aceastá lucrare se explicá sistemul 
alfabetic de cajcul si numárátoarea pe degete piná la 9 999; cu 
mina stingá se reprezentau unitá^ile si zecile, iar cu dreapta — 
sutele si miile. Aceasta este cea mai veche expunere cunoscutá a 
numárátorii pe degete, in limba greacá, desi grecii o folosiserá incá 
pe vremea lui Aristofan. Expunind operapile de aritmeticá, Arta¬ 
vazdos observá cá, in cazul numerelor mari, este bine sá se folo- 
seascá „marele calcul indian“; la sfirsitul scrisorii se dau tabele 
mari de adunare, scádere si inmulpre in numeraria alfabeticá, 
apropíate de tabelele amintite ale lui Anania ^iraka^i. 

In cea de-a doua scriso'are, adresatá prietenului sáu Theodor 
din Clazomene, in apropierea Smirnei, se analizeazá in conti¬ 
nuare alte probleme de aritmeticá. Se expun operapile cu fractii 
si procedeul aproximativ de extragere a rádácinilor pátrate, 
de pe vremea lui Heron. Fracpile se reduc in permanentá la suma 
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de fracjiuni unitare si — ; la inmuljirea si impárjirea fracjiilor 


ele se aduc mai intii la numitor común, dar rczultatul se exprima 
din nou in fracjiuni de unitate. Odatá cu problemele rezolvabile 
prin regula de trei exista si o serie de probleme care se pot traduce 
prin ecuajii liniare cu una si douá necunoscute, de forma: 


- + T + 
a o 


+ -=n, 
m 


X + y = n, ax = by, 

, y . x 

* + — = y + -r = n- 

a b 


Artavazdos rezervá un loe important calculelor calendaristice. 
Sá observám ca in rezolvarea problemelor din viaja cotidiana, 
prin regula de trei, Artavazdos utilizeazá termenul „aritmetica 
politicá“, intrat apoi in literatura [178, 179]. Un manuscris de 
geometrie al lui Artavazdos, pástrat la París, n-a fost inca studiat 
de nimeni. 

Dintre matematicienii bizantini mai trebuie amintiji $i loan 
Pediasim $i Isaac Arghir din sccolul al XlV-lea. Pediasim fusese 
pástrátorul pecejii patriarhului din Constantinopol in perioada 
domniei lui Andronic al 11I-lea (1328—1341). Lui ii aparjin 
observajii asupra unor probleme dificile din aritmética, tratatul 
despre duplicarea cubului si Geometría — o opera foarte apropiatá 
de Métrica lui Heron. Arghir fusese cálugár si unul dintre nume- 
rosii traducátori bizantini ai operelor persane de astronomie. 
El a scris o Geodezie si comentarii la primele sase cárti ale Elemen- 
telor lui Euclid, precum si un tratat despre extragerea rádácinilor 
pátrate, conjinind si un tabel al radacinilor numerelor de la 1 la 
102 in fracjii sexagesimale. 

Activitatea acestor matematicieni se desfásoara in perioada 
decáderii politice a Bizanjului, in jurul cáruia se stringe din ce 
in ce mai mult cercul ostirilor turcesti. In anuí 1453 Constanti- 
nopolul cade. Unii invájaji bizantini fug in Occidcnt, unde ajutá 
la studiul manuscriselor mostenite de la greci. 

Baeda 1 si Alcura. In timp ce continentul Europei este zguduit 
de náválirile noilor triburi in perioada de decadenjá a Imperiului 

1 Citeste Beda. Ortografía numelui medieval a fost fácutá in limba 
latina — N.R. 



Román si chiar mai tirziu, Irlanda, unde crestinismul pátrunsese 
inca din secolul al V-lea, rámine neatinsá de vijelioasele eveni- 
mente. Mánástirile irlandeze in decursul unei perioade anumite 
de timp devin importante centre de cultura, iar cálugárii irlan- 
dezi viziteazá Jári depártate. 

Am mai vorbit despre interesul bisericii fatá de calendar si 
calcularea zilei pastelui, de care sint rigid legate alte multe impor¬ 
tante sárbátori crestine. Prima zi de paste se stabileste prin reguli 
care in esentá dau solupa in numere intregi a unor ecuapi liniare 
nedeterminate. Rolul principal il joacá cerinta ca pástele sá inceapá 
in prima duminicá dupa Luna pliná, ce are loe in ziua echinoc- 
pului de primávará sau intr-o zi urmátoare acestuia. O anumitá 
zi din sáptáminá (sá zicem, prima duminicá din luna martie) 
cade la date diferite in diferip ani, repetindu-se intr-un ciclu de 
28 de ani (asa-numitul ciclu solar), iar fazele Lunii se repetá cu o 
periodicitate de 19 ani (ciclul lunar). De aceea, zilele pastelui se 
schimbá in calendar intr-o anumitá succesiune, cu o perioadá de 
532 de ani (marele ciclu). Am arátat doar factorii principali ai 
pascaliilor, al cáror calcul mai este complicat si de o serie de 
condipi suplimentare. ín biseried crestiná s-au dus dispute 
lungi in privinja zilelor pastelui. Asemenea controverse auapárut 
in particular intre biserica englezá si cea irlandezá, si accastá 
problemá a fost supusá judecápi publice in prezenja regelui 
Oswin in anuí 664. 

Nu este de mirare cá aceastá problemá a atras atenpa cálugá- 
rului ínvá^at irlandez Baeda, supranumit Venerabilul (in jurul 
anilor 673—735), care a consacrat cronologiei o lucrare specialá, 
purtind titlul Despre calculul timpului (De temporum ratione) 
[184], Baeda a fost un invájat multilateral. Despre sine insusi 
el spunea cá ii plácuse totdeauna fie sá invehe, fie sá predea, fie 
sá serie. Baeda are merite insemnate ca istoric, dar el lasá urme 
si in dezvoltarea matematicii. Lui íi aparpne única descricre 
completá a numárátorii pe degete (pe care am intilnit-o mai sus), 
cuprinsá in cartea lui de cronologie. Degetele indoite in anumite 
feluri pe palma miinii reprezintá unitáp, zeci, sute si mii, iar 
anumite gesturi fácute cu miinile permit numárátoarea piná la 
un milion. 

Numárátoarea pe degete existase incá din antichitate. Negus- 
torii o foloseau pentru a incheia in secret diferite afaceri ín prezenta 
unor persoane stráine. Chiar si cei analfabep puteau folosi numá¬ 
rátoarea pe degete, dar nici matematicienii de seamá nu o negli- 
jeazá; astfel, Leonardo Pisano ne-o recomandá ca procedeu aju- 
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Fi g. 92. Numárátoarea pe degete (dupa cartea Summa de 
arithmetica a luí L. Paciolí, 1494). 


tátor de calcul in numeraria pozitionalá. De aceastá numárátoare 
se leagá impártirea numerelor in digili (degete) — unitá^i, arti- 
culi (articula^ii) — zeci si numeri compositi — celelalte numere 
sau numere compuse, caracteristice aritmeticii medievale, ince- 
pind cu Boethius; englezii numesc si astázi unitátile — digils t 
iar francezii — doigts. 
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Termenii digiti si articirli se foloseau de exemplu la formu- 
larea regulilor de inmuljire 1 . 

ín mijlocul secolului al VHI-lea se ridicá statul francilor. 
Puternicul rege si mai tirziu impárat, Carol cel Marc (768—814), 
se ingrijeste de ridicarea nivelului cultural al preopmii si al func- 
^ionarilor superiori din jurul sáu. In anuí 781 el invita la curtea 
sa pentru a conduce invátámintul pe cálugárul Alcuin (de fapt, 
Alh-win, adicá „prieten al templului“, originar din York care 
a tráit aprox. intre 735 si 804),elev al unui prieten al lui Baeda : 
el incearcá sá ráspindeascá in mijlocul nobilimii leúdale analfa- 
bete diferite cunostinje, printre care si de matemática. Dupa 
sfatul acestuia, in Franta si Germania se infiinteazá o serie de 
scoli elementare, iar la mánástirea din apropierea orasului Tours 

— o scoalá de nivel mai inalt, condusá personal de Alcuin in 
ultimii ani ai vie^ii sale. Pentru popularizarea matematicii, 
Alcuin compune probleme sub forma de ghicitori si glume, iar 
altora le imprima un carácter bisericesc-mistic. Poate cá Alcuin 
este autorul culegerii Probleme pentru perfecfionarea adolescen- 
(ilor (Propositiones ad acuendos juvenes) [185], cunoscutá dupa 
o copie fácutá in jurul anului 1 000. 

In aceastá culegere intrá, de pildá, o asemenea problema, a 
cárei rezolvare cere nu numai simple cunostinte de matemática, 
ci si o dibácie de negustor: doi oameni cumpárá o turma de porci 
cu 100 de soldi, la pretul de 5 porci cu 2 soldi. Apoi ei impart 
turma $i incep sá vindá 5 porci cu cite 2 soldi si cistigá bine. Cum 
e posibil aceasta? Ei avuseserá 250 de porci, pe care-i impartirá 
in douá turme de cite 125 de porci — una, cu porci grasi, alta cu 
porci slabi. Primul vindu 120 de porci la prejul de 2 porci cu cite 
1 soldi, celálalt — 120 de porci, la pretul de 3 porci cu cite 1 soldi, 
adicá vindurá 5 porci cu cite 2 soldi. Primul a primit 60, al doilea 

— 40 soldi, asadar impreuná 100 de soldi, si au mai rámas cu 
5 + 5 = 10 porci. Sá mai amintim si vestita problemá de iste- 
l¡me, in care trebuie trecuji peste riu un lup, o caprá si o varzá. 

Dar culegerea mai cuprinde si alte multe probleme pur arit- 
metice, bucurindu-se de o mare faimá si mai tirziu. Asa de pildá, 
intr-o problemá se cere sá se afle in cite salturi va ajunge ciinele 
un iepure ce se gáseste la o distanjá de 150 de picioare inaintea 
ciinelui, dacá iepurele sare de fiecare datá cite 7 picioare, in timp 

1 ln aritmética tipáritá la Ia§i ín 1795, Anfilochie — urmind un model 
italian — folose^te termenul de „numár incheiat“ (articulaba = incheie- 
turá) — I.P. 
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ce ciinele sare 9. Intr-o alta problema, ICO de scliejjeli 1 se ímpart 
intre 100 de bárbaji, femei si copii dupa cum uimeazá: fiecare 
bárbat primeste cite 3 scliejjeli, fiecare femeic — cite 2, iar 
doi copii— unul (fárá demonstrare se dá un singur ráspuns: 
11, 15, 74). Asemenea probleme liniare nedetcrminate, cu solujii 
intregi, ii preocupaserá si pe matematicienii din Orient (vezi 
pp. 244 — 245). Exista si o problema de umplerc a unui bazin 
prin conducte, intilnitá inca la Heron, o serie de probleme expri- 
mabile prin douá ecuaRi liniare cu douá necunoscute etc. Proble- 
mele geometrice de provenienjá romana eonRn doar aproximári 
foarte grosolane (de exemplu, aria cercului se ia egalá cu pátratul 
sfertului de circumferinjá, aria triunghiului se ia egalá cu prcdusul 
semisumei a douá laturi prin jumátatea celei de-a treia etc.). 

Premise pentru dezvoltarea ulterioará a matematicii. Oncit 
de incet s-a dezvoltat cultura de la cáderea Imperiului Román 
(476) si piná la inceputul secolului al X-lea cind apar primele 
licáriri ale renasterii spirituale, totusi via^a s-a imbogáRt cu 
numeroase procedee tebnologice noi si cu intreaga tradijie a 
tehnicii meste§ugáre$ti si agricole, aduse de „barbari“. Odatá cu 
introducerea plugului greu cu roR, a folosirii calului la arat, a 
sistemului de asolament trienal si odatá cu ráspindirea geneialá, 
mai intii a morilor de apa (secoíul al X-lea), iar apoi a celor de 
vint (secolul al Xl-lea), in societate se produce o oarecare usurare 
a muncii fizice si se creeazá surplusuri de produse. Aceasta favo- 
rizeazá dezvoltarea comerjului si constructia oraselor noi, unde 
apar catedrale monumentale, iar apoi (secólele al Xl-lea—al 
XHI-lea) se infiin^eazá universitálile. 

Dezvoltarea meseriilor si a comer^ului incepe in Italia inaintea 
altor |ári din Europa occidentalá. Incá in secólele al IX-lea — al 
X-lea, cetá^ile si resedinjele episcopale incep sá se transforme in 
comune orásenesti, unde se concentreazá meseriasii textilisti, 
armurierii si giuvaergiii, precum si negustorii. Acestia din urmá 
realizeazá legáturi intre Rásárit si Apus: intre Germania, Franca 
si Burgundia — prin trecátorile peste Muncii Alpi, iar cu Bizan- 
jul, Orientul Apropiat si Egiptul — pe mare. 

Cunostinjele matematice devenite necesare se compun din 
rámási|e de erudijie greco-romaná pástrate in mánástiri si infor- 
malii de ordin practic in spiritul agrimensorilor. Cit de coborit 

1 Scheffel — unitate de másurá geimaná pentiu ceieale, existenta piná 
in anuí 1872 $i care era echivalentá cu un numár variabil de litri (intre 55 
fi 77 1) dupa regiune — N.T. 


361 



fusese pe atunci intregul nivel cultural in Europa occidentalá se 
vede din faptul cá, intr-o vreme, cárple din mánástiri deveniserá 
atit de rare, incit se pástrau legate cu lanjuri. $i totusi, tocmai 
scolile mánástiresti rámin multa vreme cele mai importante 
centre de ráspindire a culturii si a erudipei „laice“. 

Odatá cu ráspindirea comerjului incep sá se stabileascá si 
legáturi stiinjifice cu cultura araba, in primul rind prin Spania 
si Sicilia. 


Gerbert. Cálugárul Gerbert (náscut intre anii 930 si 945 in Auver- 
gne), devenit mai tirziu papá (999—1003), sub numele de Si 1- 
vestru al II-lea este unul dintre primii invá^aR care vizitea^á 
Spania, si anume, Catalonia. 

Intre anii 972 si 982, Gerbert locuieste la Reims, unde lucreazá 
intr-o scoalá devenitá apoi celebra; el preda obiectele quadri- 
viumului. Afará de matemática, lógica si filozofie Gerbert se 
ocupa si de astronomie. In jurul anului 994 el construieste la 
Magdeburg un ceas solar, pentru realizarea cáruia intreprinde 
observajii asupra Stelei Polare. 

Lui Gerbert ii aparjin citeva opere de matemática; nu se stie 
totusi cu exactitate dacá el este intr-adevár autorul cártilor ce 
i se atribuie [186]. Aceasta se poate afirma cu mai multá certitu- 
dine cu privire la Cartea despre impar (irea numerelor (Libellu-s 
de numerorum dwisione), si cu mai pujiná certitudine, despre 
Regulile de calcul pe abac (Regula de abaco computi). In orice caz, 
ambele lucrári (pástrate in manuscrise mai tirzii) au un conjinut 
apropiat de cel original al lui Gerbert. In ambele manuscrise, 
numerele se exprimá prin cuvinte sau se reprezintá prin cifre 
romane. Influenza romaná se oglindeste indeosebi in cea de-a 
treia operá de geometrie atribuitá lui Gerbert, ajunsá piná la 
noi sub forma unui manuscris din secolul al Xll-lea. Lucrarea 
confine cele mai simple propozi^ii de geometrie si reguli de topo- 
metrie, precum si procedee de calculul numerelor poligonale si 
piramidale. 

Gerbert poartá corespondentá stiinjificá cu unii contemporani 
ai sái. Cind Adelbold din Utrecht, confundind másura ariei triun- 
ghiului cu asa-numitele numere triunghiulare, isi aratá nedume- 
rirea fajá de faptul cá aria unui triunghi echilateral cu latura 7 


se exprimá prin douá numere 


diferite 21 = — si 28 
2 ’ 


7.8 


2 


i 


Gerbert ii explicá corespondentului sáu eroarea comisá. Primul 
Jiumár, aratá Gerbert, dá aria triunghiului, deoarece intr-un. 
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triunghi echilateral ináltimea este mai mica cu o septime decit 
latura lui (in acest fel, Gerbert foloseste aproximarea 1^3 = ~ 

iar al doilea numár exprima geometric aria a 28 de pátrate de 
arie 1 (fig. 93). 

Popularizind operele lui Boethius, fragmente din Elementele 
lui Euclid si geometria practica a agrimensorilor romani, Gerbert 
priveste critic nojiunile fundaméntale 
ale geometriei. El aratá cá in realitate, 
nici un punct, nici o linie si nici o su- 
prafajá nu se intilnesc altfel decit legate 
de un corp oarecare. Noi desprindem nu- 
mai mintal púnetele, liniile si suprafe- 
}ele, de corp. 

Pentru nivelul scázut al culturii mate- 
matice din acele vremuri este caracteris- 
tic urmátorul fapt: cind, ca adept al 
mijpcárii din Cluny, indreptatá spre in- 
tárirea pe tóate cáile a bisericii si a 
scaunului papal, Gerbert opune puterea papalá puterii feudalilor 
laici, el este invinuit printre áltele si de faptul cá posedá stiin^a 
de a impartí numere oricit de mari si deci este vindut diavolului. 

Traducerile din limba araba si greacá. Dupa cum s-a mai spus, 
traducerile din limba araba, atit ale operelor origínale cit si ale celor 
din literatura greacá existente in limba arabá, au avut o impor¬ 
tará imensá pentru progresul cunostinjelor matematice din 
Europa. Traducen din limba arabá s-au efectuat cu o intensitate 
deosebitá in secolele al XlI-lea—al XlII-lea, dar studiul manu- 
scriselor arabe continuá sá imbogá^eascá cunostintele matemati- 
cienilor europeni piná si in secolele al XV-lea—al XVII-lea. 

La ráspindirea cunostin^elor contribuie medicii si astrologii 
arabi si evrei, tinuji pe lingá curtile unor conducátori din Europa 
apuseaná. Dar principala .muneá de traducere se desfásoará pe 
teritoriul Peninsulei íberice, rccucerit treptat de spanioli de la 
mauri. Odatá cu cucerirea orasului Toledo in anuí 1085, intr-acolo 
pornesc in grabá oameni insetaji dupá cunostinte noi, si in scurt 
timp aici lucreazá o intreagá scoalá de traducátori si compila- 
tori sub protec^ia arhiepiscopului Raymond I (1126—1151). 
Traduceri se fac de asemenea la Barcelona si Segovia. La aceastá 
activitate participá oameni de diferite nationalitáti: arabi 
crestina^i, asa-numijii mudjeri-, spanioli, printre care si cei trecu^i 
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inainte la mahomedanism, asa-numijii mosarabi ; evrei spanioli, 
englezi, italieni, slavi si flamanzi. In cele din urmá se creeazá 
o i mensa literatura stiinjificá si filozoficá in limba latina, deve- 
nitá limba comuna a tuturor invájajilor Europei occidentale in 
perioada de timp ce o analizám [187J. 

In timpul lui Alfonso al X-lea, rege al Castiliei si al Leonului 
(1226—1284), protector al stiinjelor, supranumit si Invájatul, 
la Toledo se traduc in limba spaniolá o serie de opere arabe de 
astronomie si de stiinje inrudite cu aceasta. Astfel, sub denumirea 
contuná de Cñrfi de cunoftinfe astronomice (Libros del saber de 
astronomía) apare in limba spaniolá traducerea, in parte compila- 
tivá, a unui sir de opere arabe privind astronomia si instruméntele 
astronomice. Deosebit de populare devin asa-numitele tabele ale 
lui Alfonso, cuprinzind miscárile diurne ale Soarelui, Lunii si 
planetelor, precum si nojiuni de trigonometrie, geografie, crono- 
logie, astrologie s.a. Aceste tabele sint intocmite in jurul anului 
1270 de Iehuda ben Moses ha-Kohen si Isaak ha-Hazzan si au la 
baza tabelele remarcabilului astronom arab din vest, Abu Ishak 
Ibrahim ibn Iahia an-Nakkas, mai cunoscut sub numele de al- 
Zarkali sau, in forma latinizatá, Arsacheleus (aproximativ 1030— 
1090), care lucrase tot la Toledo cu douá secóle inaintea lor. 
Tabelele lui Alfonso, cu únele modifican ale textului, sint traduse 
in limba latina si retipárite de nenumárate ori incepind din 1483 
[30, II]. Totusi, crearea literaturii stiinpfice in limbi najionale 
vii, in general vorbind, rámine o chestiune a unui viitór inca 
indepártat. 

Odatá cu Spania, un punct important de ráspindire a cunostin- 
Jelor oriéntale si grecesti este Sicilia. Incepind cu anuí 878, ea 
rámine timp de douá secóle sub stápinirea arabilor, iar in 1091 
este cuceritá de normanii sud-italieni. Latina, araba si in parte 
greaca sint limbi folosite de multi dintre locuitori. 

Unui dintre primii traducátori este maTele invá^at si ginditor 
englez Adelard din Bath. El serie un sir de opere filozofice, in 
care analizeazá si probleme de filozofie a naturii, precum si cartea 
Regulile abacului (Regulae abad); mai tirziu el apreciazá dupá 
merit aritmética pozilionalá. Adelard viziteazá Franca, Sicilia 
si Orientul Apropiat. In 1126 el traduce tabelele astronomice ale 
lui al-Horezmi prelucrate de ad-Madjriti, fácind cunoscute invá- 
tajilor europeni nopunile elementare de ( trigonometrie. O lucrare 
importantá a lui Adelard este traducerea din limba arabá a 
Elementelor lui Euclid, in 15 cár^i. Poate cá tot el a tradus si 
tratatul de aritmeticá al lui al-Horezmi. Un alt englez, Robert 
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din Chester, traduce in 1145 la Segovia, tratatul de algebra al lui 
al-Horezmi, punind bazele cunostintelor algebrice ale invátatilor 
europeni. Invátatul slav Hermann din Dalmatia traduce din 
limba araba Planisferul lui Ptolemau, al cárui text grecesc s-a 
pierdut, precum si o serie de alte opere de astronomie si mate¬ 
mática. Hermann a tráit in Spania in jurul anului 1140. 

Uneori, traducátori din diferite limbi lucreazá impreuná. Asa 
de pildá, filozoful spaniol Domingo Gonsalez colaboreazá cu 
Joannes din Sevilla (Toledano), care a lucrat la Toledo in secolul 
al XITlea. Probabil cá Joannes traducea din araba in dialectul 
castilian, iar Gonsalez traducea mai departe in limba latina. Ei 
au tradus aproape 20 de opere, in special de astronomie si filozofie, 
o parte din ele tipárindu-se in secolele al XV-lea—al XV I-lea. Sub 
numele lui Joannes din Sevilla, dupa cum stim, se cunoaste impor- 
tantul inanuscris Cartea Algorismului despre practica arit- 
melicii [96 j. 

Aceastá carte este traducerea unei compilári arabe sau este o 
compilare proprie a lui Joannes din surse arabe. Expunerea tra- 
tatului de aritmética al lui al-Horezmi reprezibtá mai pujin de 
o treime din aceastá carte, iar restul continutului este consacrat 
unor probleme suplimentarc de aritmética si rezolvárii a trei 
tipuri de ecuapi de gradul al doilca ; la sfirsitul manuscrisului se 
dá pátratul magic 



Italianul Platón din Tivoli, allat la Barcelona in jurul anilor 
1134—1145, face traduceri impreuná cu matematicianul evreu 
Abraham bar Hiia (aproximativ 1070—1136), poreclit in litera¬ 
tura latiná Savasorda— de la denumirea arabá scthib al-§nrta, 
ceea ce inseamná seful pazei. Savasorda serie in limba ebraicá 
citeva opere de matematicá, astronomie, calendaristicá etc. Cartea 
lui de geometrie practicá (Hibbur ha-me$iha ce-ha-ti§ bcrel), 
intoemitá in 1116, continind si notiuni de algebrá este tradusá in 
limba latiná de Platón din Tivoli in 1146 sub titlul Cartea dcapre 
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másurálori (Líber embadorum) 188—189], Exista o legáturá intre 
aceastá opera si lucrárile celui inai mare inatematician european 
din secolul al XlII-lea, Leonardo Pisano. 

Cartea despre másurálori, avind patru capitole, este bogatá in 
conjinut si, avind in vedere rolul ei, vom spune citeva cuvinte 
despre ea. In cap. I se dau notiunile fundaméntale de geometrie, 
inclusiv másurarea ariilor figurilor dreptunghiulare, nopunea de 
asemánare, precum si únele definijii aritmetiee. Cap. II incepe cu 
rezo Ivarea a trei tipuri de ecuatii de gradul al doilea pe baza teore- 
melor din cartea a Il-a a Elemenlelor lui Euclid; impreuná cu 
traducerea algebrei lui al-Horezmi si opera lui Joannes din Sevilla, 
lucrarca lui Savasorda reprezintá prima expunere a acestor pro- 
bleme in Europa. Mai departe, Savasorda aratá cum se másoará 
triunghiurile, in particular, prin cele trei laturi (fárá demonstrare), 


cum se masoara a 


proximativ cercul = 3 iar pentru probleme 


‘h . 

— J ?’ 

60 ’ 


de astronomie, 71 = 3 + 


aria elipsei, care se ia egalá cu 


cea a unui cerc avind diametrul egal cu media aritmética a celor 
douá axe. Apoi se dá un mic tabel de coarde si se vorbeste despre 
másurarea poligoanelor descompuse in triunghiuri. Cap. III este 
consacrat iinpártirii figurilor. In cap. IV — despre másurarea 
volumelor — este de remarcat propozijia cu privire la lungimea 
diagonalei paralelipipedului dreptunghic. In incheiere, vom aráta 
cá Savasorda, asemenea cu precursorii sái orientali — Abu Kamil 
s.a., — , aplicá in mod iscusit algebra la rezolvarea problemelor 
de geometrie. Iatá un exemplu in care se determiná baza b si 
inálprnea h a unui triunghi isoscel, fiind date latura a si aria 5; 
il reproduce m pe scurt in notatii moderne: 


o 2 = /t 2 + —, 2 S = bh, 
4 


de aceea: 
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Mai departe, A- si — se gásesc prin adunare si scádere din relajiile: 

4 

h _ b _ Ya* — 2 S. b b _ Ya* + 25 

2 4 — 2 ’ 2 "r 4 — 2 

Cel mai remarcabil tradueátor din aceastá época este italianul 
Gherardo din Cremona in Lombardia (1114—1187). Dupa máituria 
unui elev al sáu, pe Gherardo il atrage la Toledo interesul fatá de 
Almagest, care nu se gasea in Italia. Bogaría literaturii stiinti- 
fice arabe il uimeste pe Gherardo ; el invada limba araba si-si dedica 
intreaga viajá traducerilor. Tradueerile lui Gherardo euprind lógica 
si filozofia (in particular pe Aristotel si al-Farabi), matemática, 
astronomía, alchimia, fizica si medicina; numárul operelor tra- 
duse de el din limba araba se apropie de nouázeci. El traduce 
Elementele si Dátele lui Euclid, Masurarea cercului lui Arhimede, 
Secfiunile conice ale lui Apoloniu, Almagestul lui Ptolemeu, 
operele lui Teodosiu si Menelau, algebra lui al-Horezmi, comen- 
tariile lui an-Nairizi la primele zece cárp ale Elementelor, operele 
lui Tabit ibn Korra, ibn al-Haisam, Gabir ibn Afla etc. Unele 
dintre tradueerile lui Gherardo a u fost tipárite in secolele al XV-lea 
-al XVII-lea. 

O traducere nouá a Elementeltr lui Euclid in 15 cár|i o da in 
jurul anilor 1250—1260, matematicianul — astronom Giovani 
Campano din Novara (in apropierea Milanului); el foloseste pentru 
aceasta atit sursele arabe, cit si tradueerea mai veehe a lui Adelard 
din Bath. Campano completeazá tradueerea cu expliea^ii si ratio- 
namente proprii, indeosebi privitor la proprietátile unghiului de 
adiacenjá, adicá ale unghiului dintre un are de cerc si tangenta 
la capátul lui, precum si despre proprietátile generale ale mári- 
milor continué. Aceste probleme sint analizate cu insúflenme in 
literatura medievalá, latina. Prima edi^ie tipáritá a Elementelor, 
apárutá la Venejia in anuí 1482, reproduce tradueerea lui Campano. 

Mult timp tradueerile directe din limba greacá constituie o 
raritate. Una dintre cele mai veehi este tradueerea latina a Alma- 
gestului, intoemitá de un autor anonim care tráise in Sicilia in 
jurul anului 1160. Aceastá traducere, ceva mai veche decit cea 
din arabá a lui Gherardo din Cremona, nu a cápátat probabil 
ráspindire si de aceea a fost refácutá de altfel mai putin reusit, 
in anuí 1451 de cátre grecul George din Trapezunt, care tráieste 
in Italia (1393—1486). Amintim in mod cu totul deosebit, ca pe 
un neobosit tradueátor din limba greacá, pe Willem de Mer- 
beeke din Flandra rásáriteaná (aproximativ 1215—1286), care 
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viziteazá in douá rinduri Grecia si intr-o vrtme ocupa locul de 
arhiepiscop al Corintului. ln afará de traduceri din Aristotel si 
Proclus, lui Merbecke ii apartin traducerile operelor lui Arhimede 
si Heron. Lucrárile lui Merbecke le foloseste Tartaglia la editarea 
operelor lui Arhimede, apárutc la Venetia in anuí 1543. Elementele 
lui Euclid sint traduse pentru prima oará din limba greacá in 
latina de catre B. Zamberti la finele secolului al XV-lea ; acest 
text se publica la Venetia in anuí 1505. 

Vom mai aminti si alte traduceri din limba araba sau 
greacá. Este de observat doar cá traducerile diferitelor cárti 
nu au avut aceeasi soartá. Unele au exercitat o influenza puternicá 
si rapidá asupra progresului stiintei si a culturii europene. 
Acest lucru se refera in primul rind la aritmética si algebra lui 
al-Horezmi si la lucrárile apropíate de ele, la lucrárile de astro- 
nomie si trigonometrie ale lui al-Horezmi, al-Fergani, Ptolemeu, 
la cártile lui Savasorda si Abu Kainil, óptica lui ibn al-Haisam, 
Elementele lui Euclid (cel putin, primele lor cárti), operele lui 
Aristotel si ale filozofilor arabi. Tóate acestea corespundeau intr-o 
másurá sau alta cerintelor mai largi ale vremii, erau insusite 
intr-un fel sau altul, reprezentau un obiect de comentariu, de 
analizá, de discutie, de dezvoltare ulterioará. Alte traduceri au 
avut la inceput o ráspindire si o influentá mai limitatá. Operele 
lui Apoloniu si Arhimede erau prea grele iar timpul pentru asimi- 
larea lor creatoare nu sosise incá. Totusi nu trebuie subapreciatá 
valoarea acestor traduceri, ca o primá bazá pentru cunoasterea 
celor mai inalte realizári ale matematieii grecesti. Mai mult incá, 
únele dintre aceste traduceri fuseserá necesare direct invátatilor 
care se ocupau de stiintele naturii. Notiunile din teoría sectiu- 
nilor conice erau necesare de pildá pentru intelegerea opticii lui 
ibn al-Haisam, precum si a lucrárii de opticá strins inruditá cu 
ea, a fizicianului si filozofului polonez Witelo din secolul al 
XHI-lea (aproximativ 1225—1280). Un fragment din cartea I a 
Secfiunilor conice a lui Apoloniu, tradus probabil de Gherardo 
din Cremona, se intilneste sub formá de introducere la textul 
latin al opticii lui ibn al-Haisam. Lui Johannes din Palermo, care 
tráiejte un numár de ani la curtea impáratului Frederic al V-lea 
de Hohenstaufen (1194—1250) la Palermo, ii apartine dupá tóate 
apárentele traducerea din limba arabá in latiná a unei mici opere 
anonime despre hiperbolá. Aceste exemple nu sint unicele. 

Primele uníversitáti. Un rol iinportant in dezvoltarea matema- 
ticii il joacá universitátile. Cea mai veche universitate din Europa 
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— cea de medicina — este fondatá la Salerno, cel mai tirziu io 
■■a doua jumátat'e a secolului al Xl-lca. In jurul anului 1100 se 
dcschide Universitatea de la Bologna ; aceasta este la inceput o 
scoalá unde pe baza dreptului román se elaboreazá norme juridice, 
fajá de carc creste interesul odatá cu dezvoltarea oraselor. La 
sfirsitul secolului al Xll-lea, avind la temelic citeva scoli inánásti- 
resti, ia nastere Universitatea din Paris, unde invada mii de 
studen^i din tóate coljurile Europci; aproximativ in aceeasi 
perioadá se infiinjeazá Universitatea din Oxford, iar in 1209 

— cea de la Cambridge. In secolul al XlV-lea apar universitáple 
de la Praga — 1348, Cracovia — 1364, Viena — 1365, Heidel- 
bcrg — 1385, apoi la Leipzig — 1409, Basel — 1459 etc. Spre 
dcosebire de primele douá, tóate aceste universitáp nu erau scoli 
strict profesionale, iar organizarea invájámintului era aproximativ 
urinátoarea. 

Universitatea era formatá din patru facultáp — arte, teologie, 
■drept si medicina. Studentul, de multe ori inca adolescent, intra 
mai intii la facultatea de arte, unde invada timp de 6 ani si dupa 
■examene putea trece la o alta facúltate. Cea mai populará si mai 
influentá era Facultatea de teologie, unde invájámintul dura timp 
de 8 ani si se incheia cu un examen si o discute publica. Profesorii 
se impárjeau in profesori inferiori (bacalaurea^i), magistri si 
■doctori. In fruntea universitájilor se aflau cálugári teologi. 

Matemática se invada in cuprinsul quadriviumului la Facultatea 
de arte, iar únele probleme de mai multa fínese se expuneau la 
■cursurile de filozofie, in special catre sfirsitul secolului al XHI-lea 
■dupa consolidarea aristotelismului scolastic. Ulterior, la cursul 
de matemática se inelude expunerea primei sau a primelor douá 
■cárji din Elemente, o introducere in astronomía sfericá, apoi 
lee'J.ii de nojiuni de opticá, teoria miscárii planetelor, teoria propor- 
tiilor, teoria latitudinii formelor (despre care vom vorbi mai 
■departe). Dar timp de citeva secóle matemática rámine doar o 
■discipliná auxiliará pe lingá únele catedre, iar profesori speciali 
■de matematicá nici nu existá. Dupá cum se pare, primul care se 
specializcazá numai in predarea stiin^elor matematice este magis- 
trul Johann din Gmunden de la Universitatea din Viena (aproxi¬ 
mativ 1380—1442). íncepind cu anuí 1412 el predá la Viena 
lecjii despre algoritmul numerelor intregi si fraccionare, adicá de 
aritmeticá, bazatá pe numerare pozi^ionalá, lec^ii de opticá, 
sfericá, calcule calendaristice bisericesti, iar mai tirziu, un curs 
privind astrolabul. 
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Rolul auxiliar al matematicii in universitáti se rásfringe nega- 
tiv asupra cunostintelor studentilor, care, de pilda, in geometría 
teorética nu merg mai departe de primele teoreme din cartea I 
a Elementelor. A cincea propozitie din aceastá earte, privind egali- 
tatea unghiurilor adiacente bazei intr-un triunghi isascel, este 
poreclitá la sfirsitul secolului al XlII-lea la Universitatea din 
Oxford „fuga infirmilor“. Inca la inceputul secolului al XVI-lea. 
la Universitatea din París, candidatii la gradul de magistru al 
artelor, in locul examenului de geometrie, trebuiau sá depuná 
jurámint cá audiaserá lectiile despre primele sase cárti ale Elemen¬ 
telor. Cu tóate cá in predare domina spiritul autoritar si scolastic r 
si cu tóate cá matemática are o pozitie subordonatá, totusi univer- 
sitátile sint centre importante de ráspindire si de dezvoltare a 
cunostintelor matematice, in special in domeniile mai abstráete. 
In inseji stráfundurile teologiei si ^tiin^ei scolastice se desfásoará 
o luptá aproape permanentá intre ginditorii mai progresisti si 
cei ortodocsi. La Universitatea din Oxford, de pildá, invatá sí 
lucreazá filozofi progresisti de talia lui Robert Grossetest (1175— 
1253) si faimosul sáu elev Roger Bacon (aproximativ 1210— 
1295), care cere sá se puná la baza stiintelor naturii experienta 
si deductia matematicá. $i desi pregátirea de matematicieni nu 
constituía un scop in sine al universitátilor, totusi din ele au iesit 
matematicieni vestiti, ca: Thomas Bradwardinus in Anglia, 
Nicole Oresme in Franta, Johann Müller — Regiomontanus in 
Gemianía, Nicolae Copernic — in Polonia. 

Abacnl. Un eveniment de cea mai mare importantá il constituie 
introducerea si perfectionarea aritmeticii, bazatá pe numeratia 
zecimalá pozitionalá. Aceastá mare achizitie a civilizatiei fusese 
rezultatul unei lupte indelungate intre influentele noi oriéntale 
si traditiile invechite romane si grecesti. 

In Europa occidentalá medievalá domneste la inceput fárá 
rival numárátoarea cu cifre romane, fractiile romane si se ráspin- 
deste abacul. Am mai vorbit despre cartea lui Gerbert consacratfi 
acestui instrument de calcul. Descrierea amánuntitá a abacului si 
a operatiilor efectúate cu ajutorul lui (Líber abad) o face Bernc- 
linus in secolul al Xl-lea la París, care se pare cá a fost elevul 
lui Gerbert [21, I], Abacul este o scindurá netedá, pe care se pre¬ 
sará nisip, impártitá in 30 de coloane ; trei dintre ele sérvese pentru 
fractii, iar celelalte se grupeazá in cite trei coloane, in total in 
nouá grupe. Uneori numárul grupelor este mai mic. Coloanele se 
inchid la partea de sus prin nijte arce, numite arce pitagoreice 
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J'ig. 94. Abac cu 15 coloane (diiitr-uu manuscris din secolul al XII-lea). 
Deasupra are explicaba: „si fiecare are [coloana] are numele lui [corespunde 
unui anumit rang]“. De la dreapta spre stlnga se succed rangurile unitá- 
tilor, zecilor etc. De exemplu, ín coloana a saptea se allá MM mille mille- 
nus, adicü mii de mii. In coloana 11 si 13 indicii sint gresiji. 

arcus Pythagorei, fiindeá inventares abacului i se atribuie lui 
Pitagora. In coloanele nótate sus, de la stínga la dreapta prin 
literele C ( cenluin — o sutá), D [decem —zece) si S sau M 
(singularis sau grecescul monas — unitate), se asazá sau se scriu 
■semnele unitátilor rangurilor respective. Spre deosebire de fór¬ 
mele antice ale tablei de calcul, unitájile nu se reprezintá cu 
ajutorul unor pietricele, ci cu ajutorul unor jetoane speciale nume- 
rotate, avind reprezentatá pe ele unitatea respectiva. Aceste 
unitáp si jetoane se numeau apexuri. Bernelinus spune cá se 
pot folosi si literele alfabetului grecesc. Richer din Reims (náscut 
intre 9*0 si 950, decedat dupa 997), un elev al lui Gerbert, atribuie 
dascálului sau inventaren jetoanelor numerotate, confecciónate 
din corn. 

Cuvintul ápices (ápices este pluralul de la apex) ínseamná ín 
limba latina, intre áltele, si scriere. Mult mai neclará este pro- 
venienCa denumirilor diferitelor apexuri pentru 1,2 etc: ighin, 
an lras, ormis, arbas, coimas, caltis, zenis, temenias, celentis. Despre 
provenien^a acestor cuvinte s-a emis o serie de presupuneri 
contradictorii, legindu-le de diferite rádácini arabe sau grecesti. 
Probabil cá nu deodatá, dar totusi foarte curind, la apexurile 
enum;rate se adaugá sipos sub forma unui cerculeC cu un punct 
in interior. Cuvintul sipos se trage de la grecescul psephos, care 
inseamná pietricicá sau jetón. Sipos nu fusese semnul lui zero, 
de care nu este nevoie in operaCiile pe abac, ci un jetón cu destina¬ 
re tehnicá servind ca semn de memorie si care se muta pe de- 
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asupra coloanelor abacului pe másurá ce se efectueazá operaba» 
respectiva (compara cu p. 373). 

Inlocuirea pietricelelor sau a altor semne identice, prin apexuri, 
n-a prezentat avantaje din punct de vedere al comoditájii calcu- 
lelor $i ulterior se revine la jetoane nemarcate. Dar apexurile 
avurá o alta importantá ín dezvoltarea matematicii: in ele vedcm. 
pe cci mai apropiati strábuni ai cifrelor moderne europene. Forma 
cifrelor evolueazá desigur in dccursul secolelor, simplificindu-se- 
treptat. Totusi, asemánarca lor cu cifre le este evidentá in multe- 
cazuri, iar in áltele se dcscoperá usor dacá apexul se intoarce- 
cu capul in jos —- aceasta se refera la cifrele 2, 4 si 9. O asemenea 
comparatie cu apexurile intoarse este cu atit mai justificatá, cu 
cit acestea se puteau aseza pe abac in diferite pozi^ii. Despre pro- 
venien^a formei apexurilor se va vorbi mai departe. 

Bernelinus descrie amánun^it procedeele pentru efectuaren 
operajiilor pe abac. Vom analiza operaba cea mai dificilá cu- 
numere intregi, si anume, inipártirea. Bernelinus distinge douá 
procedee fundaméntale de impartiré — cu si fárá folosirea dife- 
renjelor. Procedeul fárá diferente se aseamáná cu cel obisnuit 
al nostru, iar cel cu diferente reprezintá asa-numita impartiré 
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Fig. 95. Inceputul tablei inmul^irii cu apexuri si cifre romane (manuscria 
din secolul al Xl-lea, mánastirea Sf. Enieran la Regensburg). 



372 




complementará, !n care impár^irea printr-un numár oarecare b 
se inlocuieste printr-o impartiré mai simplá la un numár „rotund“ 
c apropiat de b, fapt care sporeste insá extrem de mult numárul 
total al operajiilor impunínd dupá fiecare impárjire o inmulRre 
auxiliará prin diferen^a sau completarea c —b (sau b —c) si o adu¬ 
nare. Totodatá, deimpárjitul se descompune de fiecare datá !n 
•diferitele lui ranguri. Asa de pildá — exemplul !i aparjine lui 
Bernelinus — numárul 668 se poate impárji la 6 aplicind dife- 
ren^a 10 — 6 = 4, !n felul urmátor: 1 * 3 

-600 : 10 = 60, 60-4 = 240, 200 : 10 = 20, 20-4 = 80, 60 + 
+ 40 + 80 = 180, 100 : 10 = 10, 10-4 = 40, 80 + 40 = 120, 
100 : 10 = 10, 10-4 = 40, 20 + 40 = 60, 60 : 10 = 6, 6-4 = 24, 
20 : 10 = 2, 2-4 = 8, 8 + 4 + 8 = 20, 20 : 10 = 2, 2-4 = 8, 
in sfirsit, 8 : 6 dá la cít 1 si la rest 2. Adunínd cíturile consecutive 
subliniate, obRnem citul cáutat: 

60 + 20 + 10 + 10 + 6 + 2 + 2 + 1 = 111/ 
iar restul este egal cu 2. 

Operaba descrisá vorbeste de la sine. Pe drept cuvint, in operele 
■de mai tirziu, ca de exemplu, la Adelard din Bath sau Radulph 
din Laon, impárprea complementará se numeste „de fier“ (divisio 
ferrea), iar fárá diferente — „de aur“ (ditñsio aurea). 

Calculul cu fractii romane era dificil si Bernelinus ii consacrá 
partea de incheiere a lucrárii sale. 

In secolele al Xl-lea — al Xll-lea, despre abac se scriu o serie de 
•opere. Sá amintim un mic tratat al abatelui Hermannus Contractus 
(Invalidul) (1013—1054) de la mánástirea benedictiná din Reiche- 
nau, poreclit astfel deoarece avea membrele atinse de paralizie. 
Acest tratat aratá cá abacul se folosea si fárá apejuri. Hermannus 
vorbeste numai despre cifrele romane. Construcjia abacului si 
aplicarea lui le descrie in amánunt Raúl sau Radulph (decedat 
in 1131), fost profesor la cunoscuta scoalá mánástireascá din Laon 
[190]. Radulph aratá cá abacul este absolut necesar in muzicá, 
astronomie, topometrie (agrimensurá), precum si pentru studierea 
autorilor antici. El vorbeste despre cáderea in uitare a stiintei 
abacului aproape in intreaga Europá occidentalá si despre meritele 

1 Dacá deimpárjitul se inseamná prin a = 10 m -f- n, atunci impárjirea 

, - - •. . a 10 ni . í m + n . 4m 4- )i t , , 

se bazeaza pe egahtatea — =-1- - = m -1-• In moa analog 

6 10 6 6 

3 1 

íe poate tmpárji prin 16 =20 — 4, prin 1 — = 2 — — etc. — N.A. 
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luí Gerbert si Ilerinannus. El atribuie o provcnicntá caldeeanu 
denuinirilor celor zece apexuri si subliniazá in mod deosebit cfi 
siposul nu exprima un nuinár, ci este folosit de un abacist 
precaut — providus abacisla — pentru a insemna rangurile, asupra 
cárora se eíectueazü consecutiv operajiile. Pentru aceasta se iair 
douá siposuri, de pildá — unul pentru inmulptor, iar celalalt 
pentru deinmuljit. 

Abacul cu apexuri nu eapátá o larga ráspindire, si principal» 
lui sferá de utilizare ráinin scolile si chiliile mánástiresti. Mai 
mult inca, chiar dezvoltarea aritmeticii se realizeazá in continua 
luptá cu folosirea unui asemenca abac. Totusi, dupa cum am mai 
spus, activitatea abacistilor a contribuit intr-o másurá oarecare- 
la cunoasterea numerajiei indiene, si anume, a noilor cifre. 

Ráspindirea aritmeticii pozitionale. Pátrunderea cifrelor indo- 
arabe in Europa incepe nu mai tirziu de secolul al X-lea priit 
Spania, tocmai sub forma de apexuri. $tim cá in aceastá perioadá 
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de timp existau douá varietáji principale de cifre arabe: rásári- 
tene si apusenc. Cífrele vest-arabc cápátaserá denumirea de 
gubar; in limba araba acest cuvint inseamná nisip, praf, si ter- 
menul gubar aratá cá asemenea cifre se deseneazá pe un strat de 
nisip asternut pe o scindurá. E suficient sá ne aruncám o privire 
asupra celor douá genuri de cifre pentru a observa diferencie 
esenjiale existente intre ele. Nu dispunem de o explicare certa 
a acestor deosebiri. Unii cercetátori, convinsi de provenien^a 
indiana a ambelor forme, au incercat sá urmáreascá in timp si 
spa^iu deplasarea cifrelor indiene piná in Europa occidentalá 
[191]. Dar materialele sint incá insuficiente pentru a demonstra 
aceasta. Alji istorici neagá in general originea indianá a cifrelor 
vest-arabe, si deci si a cifrelor noastre [192; 193; 71, p. 442]. 

Pare mai verosímil cá cifrele gubar au fost aduse din Orient 
in tárile mauritane. Existá manuscrise care stau márturie cá 
cifrele gufcor fuseserá cunoscute in secolele al IX-lea — al X-lea in 
Irán si Egipt (p 200). Sint semnificative si inscripjiile in care se 
imbiná ambele forme ale cifrelor arabe. Asa de pildá, pe un papirus 
egiptean, in data anului hegirei, adicá 260(873 si 874 e.n.), cifra 2 
este de tipul gubar, iar 6 — de tip est-arab. íntr-un manuscris 
din $iraz in Irán, cu o sutá de ani mai tirziu, cifrele 6, 7 si 8 sint 
est-arabe, iar celelalte ®int gubar. Cifra 9 este asemánátoare in 
ambele forme. La tóate acestea mai trebuie adáugat cá asemánarea 
cifrelor gubar cu cele indiene nu este mai micá decit cu a celor 
est-arabe. 

Pare cel mai sigur [29, II] cá cifrele gubar ar fi ajuns in Spania 
inauritaná mul^umitá comerjului cu Orientul, fiind intrebuin^ate 
in calcúlele comerciale pe abac. Mai intii ele se folosese fárá semnul 
lui zero; in inscrip^iile scrise, deasupra cifrelor se pune un anumit 
numár de puñete corespunzátor rangului. Mai tirziu se adaugá 
semnul lui zero sub forma unui cercule}. Cifrele gubar trec pe 
jetoanele abacului european sub formá de apexuri. 
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Cel mai vechi manuscris european cu cifre noi pástrat provine 
de la mánástirea Albelda din apropierea orasului Logroño in 
Spania de nord, din anuí 976; semnul lui zero lipseste aci. Ulte¬ 
rior, cífrele noi apar in diferite manuscrise din secolul al Xl-lea 
ji urmátoarele, forma lor fiind foarte variatá. Cititorul poate- 
cápáta din fig. 97 o oarecare imagine despre evolujia forme» 
cifrelor noastre. 

Cuvintul propriu-zis de „cifrá“ este de origine araba si provine- 
de la as-fifr (vezi p. 133), dupa cum a fost numit semnul zero- 
in literatura araba L Tocmai in acest sens, cuvintul ciffre este- 
folosit in anuí 1143 in manuscrisul lucrárii Cartea intraducerii 
Alhorismului in arta astronomiei, intoemitá de magistrul A. Apro- 
ximativ in aceeasi perioadá de timp se intilneste si forma „eifra‘'. 
La inceputul secolului al XlII-lea, Leonardo Pisano numeste 
semnul lui zero — cephirum (de unde provine italienescul ze’ro). 
Maximus Planudes la sfirsitul aceluiasi secol serie T^itpra — 
tzifra (vezi p. 352). Mult timp, chiar pina in secolul al XVlI-lea, 
acest cuvint se foloseste indeosebi in sens de zero, si chiar in 
Aritmética lui L. F. Magnitki (1703) zero se numeste „cifrá sau 
nimic“. In limba englezá cijher isi pástreazá trei sensuri: cifra, 
cifru si zero. Dar inca in secolele al XlV-lea—al XV-lea, cuvintul 
„cifrá“ incepe sá se foloseascá destul de mult pentru denumirea 
tuturor semnelor 0, 1, ..., 9, cu tóate cá unii pedanji se opun 
categoric unei asemenea folosiri „ignorante“ a cuvintelor. ín 
Franja, cind cuvintul chiffre capátá acest nou sens, pentru zero 
se ^introduce termenul zéro, dupa modelul italian. 

ín manuscrisele latinesti din secolele al XH-lea — al XHI-lca, 
zero se mai numeste si circulus (cerculej), nihil (nimic) sau figura 
nihili (imaginea, semnul nimicului). Poate cá inca de pe atunci 
apare si termenul nullus, adicá „nici unul“, care se ráspindeste- 
in graiul vorbit al matematicienilor din secolul al XV-lea si 

1 Cuvintul arab as-sifr a pátruns in Europa prin Italia si prin Spania. 
Dupa constatárile romanistice, limba spaniolá este singura limbá románica 
in care sunetul „f“ cade in euvintele de imprumut. As-sifr a devenit in spa¬ 
niolá cero (cítente sero) de unde a trecut in alte limbi sub forma zero. In 
italiana, „f'‘ s-a mentinut si astfel s-au pástrat fórmele latinízate cephirum, 
cifera aláturi de únele forme popularizante ca Zevero, zefiro... cita vreme 
cifera insemna as-sifr (adicá sanscritul sunya) , celelalte 9 simboluri erau numite 
figuri. Printr-un interesant fenomen semantic, termenul cifera incepe a 
denumi tóate cele zece simboluri iar pentru as-sifr se foloseste denumirea 
spaniola, zero. 

Extrem de interesant este faptul cá Anfilochie in cartea amintitá folo- 
se?te termenul de cifra sau (ifra, pentru zero (in ciuda faptului cá modelut 
italian folose 5 te numai termenul zero sau nulla ) — I.P. 
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apare la sfirsitul acestui secol in literatura italiana, germana 
si francezá. Sub forma de substantiv de gen feminin, adicá nulla, 
acest termen se intilneste intr-o aritmética italiana anónima, 
tiparita la Treviso in anuí 1478, in manualul tipárit de aritmética 
a lui P. Borghi din 1484, precum si intr-un manuscris german 
de aritmética din 1488. Invátatul francez N. Chuquet serie in 
1484 despre zero, cá el in sine nu inseamná nimic, dar locul pe 
care-1 ocupa dá valoare altor semne, din care cauzá se si numeste 
„cifrá sau zero sau semne de valoare zero“ (chiffre ou nulle ou 
figure de nulle valeur) [241, p. 41]. O asemenea conceptie despre 
zero o foloseste Shakespeare in fíegele Lear ; bufonul ii spune 
regelui care-si impártise domeniile: „Acum esti un fel de zero 
fárá cifra (a cipher wilhout figure). Chiar si eu sint mai bun 
decit tiñe. Eu sint bufón, iar tu — nimic“. 

Cñrti despre algerism. O importantá hotáritoarc pentru adop- 
tarea numerotatiei pozitionale si a noilor cifre in Europa o are 
cunoasterea, incepind cu sccolul al Xll-lea, a traducerilor lati- 
nesti a cártilor arabe de aritmética, si in primul rind a aritme- 
ticii lui al-Horezmi. Odatá cu aceastá traducere, un rol impor- 
tant il joacá traducerea lucrárii Cartea algarismului despre prac¬ 
tica aritmelicii a lui Joannes din Sevilla, Cartea introducerii algo- 
rismului in arta astronomiei, intoemitá de magistrul A [194, 195], 
si traducerea latinea scá a opere i Cartea despre másurálori a lui 
Savasorda, in care se foloseste numeratia indo-araba. Informa- 
tiile despre noua numeratie se ráspindesc destul de repede la 
distante mari; chiar la mijlocul secolului al Xll-lea ea devine 
cunoscutá in Germania si Austria. Ceva mai tirziu, in jurul anului 
1200 se intoemeste o carte similará Cartea algorismului (Líber 
algorismi), pástratá timp indelungat la mánástirea Salem de pe 
Bodensee (lacul Boden) [196]. 

In afará de Spania, un important centru de ráspindire a noii 
aritmetici este Italia, unde inca in anuí 1202 Leonardo Pisano 
serie remarcabila Carte a abacului [212, II], o lucrare foarte com¬ 
pleta de aritmética si algebra avind la baza sistemul pozitional 
zecimal. 

Aparitia Carfii abacului este un eveniment semnificativ. Pri- 
mele opere europene despre aritmética pozitionalá fuseserá scrise 
sau traduse de specialisti legati de mánástiri sau de scoala supe- 
rioará. Prin nastere si dupa felul ocupatiei, Pisano este strins 
legat de cercurile comerciale, si acest fapt isi pune- amprenta 
asupra continutului cártii sale, unde aritmética comercialá ocupa 
un rol important. Aparitia Cártii abacului prevesteste pentru 
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un viitor apropiat succesul numerapei si metodelor indo-arabe, 
•cu mult in afara cercului restrins al invá^aplor din mánástiri 
si universitáp. Titlul cárpi nu trebuie sá ne inducá in eroare. 
In ea nu este de loe vorba despre calculul pe abac. Titlul 
inseamná doar cá pentru Leonardo, termenul de „abac“ este sino- 
nim cu aritmética —folosit de italieni in acelasi sens si mai 
tirziu. Vom mai reveni la Leonardo Pisano si la lucrárile lui. 

Nisba lui Muhammed ibn Musa al-Horezmi in fórmele ei lati- 
nesti —cele mai frecvente fiind Algorithmus sau Algorismus, dar 
-si Aghoarismus, Alkauresmus, Alchocharithmus etc. 1 — se trans¬ 
forma in denumirea aritmetieii noi, in algoritm sau algorism 2 . 
Ultimul termen exista la Leonardo Pisano. Aproximativ tot 
atunci incepe sá se vorbeascá despre „algoritmisti“ 3 , adicá 
adepti ai aritmetieii algoritmiste in opozipe cu „abacistii“, asa 
cum ii numeste inca Gerbert pe calculatorii la abac. Numárul 
lucrárilor despre algorism creste rapid, ele apar in diferite |ári, 
la inceput in limba latina, iar mai tirziu si in graiurile vii napo- 
nale. Bibliografia in acest domeniu este vasta si vom cita doar 
citeva opere. 

Devine foarte cunoscut Algorismul vulgar (Algorismus vulgaris) 
sau Tratalul despre arta socotitului (Tractatus de arte numerandi) 
a englezului John Halifax sau Holywood (decedat in 1256), care 
studiase la Oxford, iar in jurul anului 1230 se muta la Paris, 
unde preda la universitate cursul de astronomie si matemática 
[197J. Numele sau latinizat sub care e cunoscut este Sacrobosco. 
ín cartea lui Sacrobosco se prezintá, fárá demonstrapi, reguli 
si exemple de operapi cu numere intregi: numerape, adunare, 
scádere, injumátápre, dublare, inmulpre, impartiré, progresii 
(se are in vedere sumarea sirului de numere naturale si a sirului 
<le numere fárá so}) si extragerea rádácinii pátrate si cubice. 


1 yisba lui a]-Horezmi a fost descoperitá sub acesti termeni latinepi de 
•cutre orientologul J. Reinaud in 1849 — iV.A. 

2 Mai tirziu, termenul de algoritm incepe sá insemne orice proces regulat 
■de calcul, care dá solupa unei grupe de probleme intr-un numár finit de etape. 
O asemenea folosire a cuvintului se gásepe in lucrárile de calcul diferen- 
tial ale lui G.W. Leibniz (1684 si urm.) p intr-un sens mai restrins (arit- 
metic) la K. Rudolf (1525) — Ñ.A. 

3 Despre algoritmisti se vorbepe de pildá in Cartea algorismului de la 
mánástirea Salem — N.A. 
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Pentru memorizare, Sacrobosco prezintá únele reguli sub forma 
de versuri, ca de pildá: 

Subtrahe aut addis a dcxtris vel mediabis; 

A leva dupla, divide multiplicaque; 

Extrahe radicem semper sub parte sinislra 1 . 

Despre succesul acestei opere, dar si despre progresul lent al 
culturii aritmetice in genere, stá márturie editia acestei lucrári 
tipáritá la Strasburg in 1488, adicá aproape la douá secóle si 
jumátate dupa scrierea ei; ea se retipáreste si mai tirziu chiar, 
pina in 1582. Dupa cartea lui Sacrobosco isi tiñe cursul la Yiena, 
in secolul al XV-lea, Johannes din Gmunden, amintit mai ina- 
inte. Sá observám cá danezul Peter Ingvarsen sau Petru de 
Dacia [197] serie la París in jurul anului 1290 un comentariu la 
algorismul lui Sacrobosco, remarcabil in ceea ce priveste cali- 
tátile lui stiintifice. Se pare cá el este primul care propune pen¬ 
tru extragerea rádácinii cubice dintr-un numár cu mai multe 
cifre, procedeul modern de gásire a cifrei cúrente a rádácinii, 
prin impártire la triplul pátratului pártii gásite. 

Aproape simultan cu algorismul lui Sacrobosco este compusá 
si Explicarea algorismului (Demonstratio de algorismo) a lui 
Jordanus Nemorarius [198], de care se apropie foarte mult Algo- 
ritmul. sau algorismul explicat (Algorilhmus demonsiratus) pástrat 
in numei^se copii din secolul al XHI-lea si urmátoarele [199], 
Ultima operá i se atribuie adesea lui Nemorarius, desi intr-unul 
din manuscrise autorul se intituleazá magistrul Gherhard, iar 
celelalte manuscrise sint anonime. In Algoritmul explicat sint 
descrise operatiile cu numere intregi, inclusiv dublarea si inju- 
mátátirea; inmultirea si impártirea se verificá reciproc (proba 
prin nouá nu se aminteste in general); sint incluse si operatiile 
cu fractii. Odatá cu chestiunile mai complícate, cum este extra¬ 
gerea rádácinii pátrate si cubice, aici se poate intilni inmultirea 
suplimentará, cind unul din factori, b, este cuprins intre 5 si 10: 
ab = 10a — (10 — b) a*. 

1 Scade sau aduna, precum $i injumátáte§te de la dreapta; 

De la stinga dubleazá, imparte §i inmulte^te; 

Rádácina extrage-o totdeauna din partea stingá. 

* Aceastá regula exista ^i la Sacrobosco §i intr-un manuscris mai \ cch» 
de la mijlocul secolului al Xll-lea [195], In manuscrisul de la Salem, din 
jurul anului 1200 [196], exista o regula pentru inmultirea a douá numere 
cuprinse intre 5 fi 10: 

ab = 10 [a — (10 — 6)] + (10 — a) (10 — 6). 

Compara cu cele spuse la p. 271 despre Abu-I-Vafa — N.A. 
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Ordinea sistemática de expunere se incaica uneori. Asa de 
exemplu, intre extragerea rádácinii pátrate si cubice din numere 
intregi se intercaleazá o propozitie despre proprietatea de comu- 
tativitate a inmultirii. Algoritmul explicat se tipáreste la Nürn- 
bcrg in 1534, iar in limba francezá, la Paris, in Í570; cartea 
contine— in prima editie — doar 57 de pagini. 

Mateinaticianul Alexandre de Villedien din Normandia (dece- 
dat in jurul anului 1240) expune algorismul numerelor intregi 
in versuri — 284 de hexametri. Cartea lui Cintul despre algorism 
(Carmen de algorismo) se traduce in limbile francezá, englezá si 
islandezá [30, II]. Traducerea islandezá ii apartine lui Gaukr 
Erdlandson (aproximativ 1264—1334). Sá mai amintim un mic 
manuscris algoritmic anonim frantuzesc din a doua jumátate a 
secolului al XHI-lea, vechiul algorism englezesc Arta socotilului 
(Crafte of Nombrynge aproximativ 1300), si prima carte cunoscutá 
despre algorism in limba italiana (Tractatus algorismi) , intocmitá 
de un oarecare Giacobo din Florenta in anuí 1307 (ea contine 
si notiuni de algebra, rezolvarea ecuatiilor liniare si de gradul 
al doilea) [200]. 

Noua numeratie se consolideazá eu greutate. La inceput ea 
este un apanaj al unui numár restrins de invátati si pátrunde 

z. r- C, A 

Fig. 98. Diferite forme ale cifrei 2 In manuscrise medievale. 


foarte lent in cercurile mai largi ale populatiei. Avantajele ei 
atrag interesul acelor oameni care aveau cel mai des nevoie de 
ea in calcule importante — negustori, vistiernici —, dar lipsa 
unor cifre standardízate, fapt care usureazá falsurile si inseláciu- 
nile in scriere, impiedicá recunoasterea ei unanimá. Este carac- 
teristie faptul cá in 1299 la Florenta se interzice negustorilor 
sá foloseascá in contabilitate noile cifre si se propune ca numé¬ 
rele sá se serie prin cuvinte. Cit de mult a variat forma cifrelor 
scrise se poate aprecia dupá un bilant al felului de scriere a 
cifrei 2 (fig. 98). Totusi, avantajele noii scrieri fuseserá atit de 
mari, incit spre secolul al XVI-lea algoritmistii obtin o victorie 
hotáritoare asupra abacistilor nu numai in mediul oamenilor 
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de stiintá, ci si in scoli si in viata de tóate zilcle. La aceasta 
contribuie folosirea si ieftinirea din ce in ce mai litare a hirtici, 
a cárei fabricare incepe in Europa in secolul al XH-lea ; ea usu- 
reazá concurenta calculelor scrise fatá de cele efectúate pe abac. 
Ca un excmplu interesant al victoriei ideilor noii numeratii ser- 
veste scrierea cu cifre romane si cu semnul zero dupa principiul 
valorii locului ocupat. Asa procedeazá in secolul al Xll-lea Nico- 
laus Ocreatus, probabil, un fost elev a lui Adclard din Bath. 

La ráspindirea noii aritmetici contribuie aparitia unor scoli 
pur laice unde se instruiente tineretul, pentru ca apoi sá lucreze 
in comert sau finante. Se pare ca primele scoli de accst fel apar 
in Italia. In 1338, la Florenta exista 6 scoli de abac (acest cuvint, 
dupa cum s-a mai spus, incepuse sá insemne aritmética in 
ansamblu), fiecare dintre ele avind pina la 1 200 de elevi; dupa 
terminarea cursurilor, elevii efectueazá practica la cite un negus- 
tor. In secolul urmátor, scolii de aritmética apar in bógatele 
orase comerciale si industríale din Germania de sud, apoi si in 
alte tari. Organizarea instructiunii laice o prciau administra- 
tiile oraselor interésate. Apar dascáli urbani, care in anumite- 
zile si ore predau tinerilor interesati stiintele fundaméntale, 
printre care se numárá matemática si contabilitatea. In acest 
timp, in mediul comercial se elaboreazá un sistem din ce in ce 
mai vast de aritmética comercialá (polite, procente compuse etc.). 
Aportul cel mai important il aduc niste italieni anonimi, crea- 
torii asa-numitului sistem de contabilitate in partida dublá, pe 
care il intilnim aplicat pentru prima oará la Genova, la mijlocul 
secolului al XIV-lea. 

In sfirsit, o imensá importantá pentru victoria definitiva a 
aritmeticii noi si, mai mult chiar, pentru intreaga ráspindire a 
cunostintelor matematice o are tipárirea cártilor, care, impreuná 
cu busola, praful de puscá si ceasul automat, reprezintá reali¬ 
zan capitale ale tehnicii. Curind dupa ce se inlocuieste tipárirea 
de pe pláci de lemn grávate, prin tiparul cu litere mobile, inven- 
tat din nou in Europa, in jurul anului 1430, de cátre J. Gutten- 
berg (decedat in 1468), apar primele cárti de matematicá tipá- 
rite, mult mai ieftine si mai numeroase decit cele scrise de miná. 
Cel mai vechi manual tipárit de matematicá, si anume de arit- 
meticá, apare aproximativ in anuí 1475 la Trento, localitate 
apartinind pe acole vremuri Germaniei, in prezent — Italici. In 
acest manual se descriu operatiile de socotit pe linii (vezi mai 
departe) si se mai folosesc cífrele romane. Dar in alte patru arit¬ 
metici germane tipárite la sfirsitul secolului al XV-lea se folo- 
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scse cifrele si procedeelc noi ale aritmeticii pozijionale. Aceasta 
se refera indeosebi la o aritmética anónima descoperitá de curind, 
scrisá in limba germana, tipáritá intre anii 1460 si 1482 dupa 
pláei de lemn grávate, si care este probabil cea mai veche carte 
de matemática tipáritá in Europa 1 . Acelasi lucru se poate spune 
si despre prima aritmeticá tipáritá in limba italianá, in 1478 
la Treviso, localitate situatá in Italia de nord-est [201] (vezi 
fig. 09). In calendare si alte cárji, cifrele noi apáruserá si mai 
inainte, dar in mod neregulat. 

lata si alte citeva informajii despre ráspindirea cifrelor noi. 
Primele monede cu aceste cifre apar in 1424 in Elvejia, in 1458 

— in Germania, in 1478 — in Suedia, in 1485 — in Franja, in 
1539 — in Scojia, in 1551 — in Anglia 2 . Pe lespezile mortuare 
aceste cifre apar si mai devreme: la Pforzheim (Badén) in 1371, 
iar la Ulm—in 1388. 

Dezvoltarea numeratiei m Rusia. In timp ce in Járile Europei 
occidentale se foloseste numeraria romaná, in vechea Rusie, aflatá 
ca si alte tári slave intr-un strins contact cultural cu Bizan- 
tul, se ráspindeste o numerajie alfabeticá asemánátoare cu cea 
greceascá. In numeratia veche rusá, numerele de la 1 la 9, iar 
mai departe zecile si sutele se reprezentau prin literele consecu- 
tive ale alfabetului slavon (si anume prin asa-numita cirilifá, 
introdusá in secolul al IX-lea, vezi fig. 100). Existá citeva excep- 
tii de la aceastá regulá generalá: cifra 2 nu se insemna prin a 
doua literá din alfabet, si anume prin buki, ci prin a treia literá 

— vedi, deoarece litera (3 (in antichitate beta, la bizantini vita), 
se transmite in vechea limbá rusá prin sunetul v. Fita, aflatá la 
sfirsitul alfabetului slavon, insemna ca si greceascá (antica 
teta, bizantina fita) numárul 9, iar 90 se insemna prin litera 
cerv (grecii folosesc pentru acest scop litera kappa, inexistentá 
in alfabetul grecesc viu. Unele litere, ca „b“ si „j“, rámin nefo- 
losite. Miile se inseamná adáugind la literele alfabetului, in 

st.iiig.i jos, si'iniiiil In te vt, numerele se disting prin sern- 
milr^pws clc.isiipi’a cifrelor. 

¡n Rusia, prima operá cu conjinut matematic, cunoscutá nouá, 
o serie in 1136 3 cálugárul invájat Kirik din Novgorod (náscut 

1 Aceste informapi le datorám amabilitápi prof. K. Vogel — N.A. 

2 In timpul regelui normand Roger al II-lea, in Sicilia se bate o moneda 
avind chipul lui Cristos pe avers, iar pe revers o inscrippe in limba araba. 
In cifre est-arabe este scris anuí hegirei 533, adica 1138 — N.A. 

3 O cunoastem dupa copii din secolele al XVII-lea—al XVIII-lea— N.A. 
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in 1110) ; ea este consacratá chestiunilor de cronologie si pas- 
calii si poartá titlul: Ucenie imje vedati celoveku cisla vseh let 
(Invafátura prin care omul va $ti sá socoteascá to(i anii)-, Kirik 
se foloseste de numeraria alfabética slavoná [202]. Aceleasi cifre 
se folosesc si in monumentul juridic Russkaia pravda (Adevárul 
rusesc), din secolele al XlV-lea —al XV-lea. Lipsa de material 
nu permite sá se urmáreascá pátrunderea treptatá a numerapei 

pozijionale in Rusia evului 
mediu : din secolele al XV-lea— 
al XV I-lea nu s-a pástrat nici 
un manuscris cu continut ma- 
tematic. Dar in numeroasele 
manuscrise ruse de aritmética 
din secolul al XVII-lea se 
aplica numeraria nouá pozi- 
jionalá, iar cea veche, alfabé¬ 
tica, se foloseste de regula 
numai pentru primul contact 
cu cifrele noi: numeratia sla- 
voná se invada impreuná cu 
scrierea, inainte de a trece la 
studiul aritmeticii [203]. 

In cárple tipárite rusesti, cifrele noi apar la numerotarea pagi- 
nilor Psaltirei, publícate in localitatea Eviu in apropiere de 
Vilnius, in anuí 1638. In cartea Ucenie i hitrost ratnogo stroenia 
pe§ih liudsi (Instrucfia §i istefimea rinduirii ostáfefti a pedestrimii), 
apárutá la Moscova in 1647, tóate cifrele de pe desene si din refe- 
ririle din text la aceste desene sint arabe. Dar si mai tirziu, in 
cárti se dau atit „numere rusesti", cit si „cifre“. Despre marea 
popularitate a numerapei alfabetice stá márturie publicarea unor 
table de inmultire pina la 100 X 100 in aceastá numerare, pur- 
tind titlul Scitanie udobnoe, kotorim vseakii celovek, kupuiufcii 
ili prodniu'jcii zeli udobno iziskati mojet cislo vseakia veqci 
(M. 7190, adicá 1682) (Socotealá comodá cu ajulorul cáreia orice 
om care cumpárá sau vinde poate afla cu foarte multa u$urin[á 
numárul oricáror lucruri). Cu tóate acestea, numeraria alfabé¬ 
tica isi tráieste ultimii ani. Trecerea definitiva la numeratia 
nouá pozijionalá se produce sub Petru cel Mare. Ea se aplicá in 
Kralkoe i poleznoe rukovedenie vo aritmetiku (Scurl §i folositor 
indrcptar di aritmética) al lui I. F. Kopievski (sau Kopievici), 
tipárit la Amsterdam in 1699 [204], iar mai tirziu intr-un mare 
manual enciclopedic de matematicá al lui L. F. MagnRki (1669— 
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Fig. 101. Cifre moderne si slavone íntr-un manuscris rusesc de aritmética 

din secolul al XVII-lea. 


25 - Isloria malemalicii ¡n evul mediu 


1739), apárut la Moscova in 1703, sub titlul Arifmetika, sireci 
nauka cislitelnaia (Aritmética, adicá §tiin¡a calculului), desi 
anii de pe copertá si numerele paginilor la MagnRki mai sint 
da|i in numerare alfabética slavá [205]. In 1714, la Petersburg 
se retipáresc tablele de inmulpre amintite mai sus, in noua nume¬ 
rare si cu un titlu ceva mai diferit: Kniga scitania udobnogo. 
Ko upolrebleniu vseakomu hoteaqcimu bez truda poznati fenu, ili 
meru kakia veqci (Carlea socotitului comod. Spre a fi jolonitu de 
oricine dórente sá afle cu ufurinfá coslul sau masura diferitelor 
lucruri ). 

In 1654 au fost emise primele monede rusesti cu cifre noi. 

1 

Acestea sint de aur, avind valoarea de — de cervone} 1 , nefiind 

destinate spre a serví ca moneda de schimb, ci ca decoratii si 
daruri. Imediat dupa aceasta, pe talerii— efimki —vest-euro- 
peni care circulau in Rusia se stan^eazá data 1655. In timpul 
lui Petru I, cifrele moderne inlocuiesc definitiv pe cele slavone 
de pe monede, acestea fiind scrise pentru ultima oará pe monede 
de aramá in anuí 1718 2 . 

Ce este numeraria? se intreabá Magni^ki la inceputul Arilme- 
ticii sale si tot aici ráspunde: «numeraria este numárátoarea in 
care absolut tóate numerele se numesc prin cuvinte si tot ele sint 
con^inute sau reprezentate in zece semne sau reprezentári: 1, 
2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 0“ [205, p. 20]. Odatá cu numeratia scrisá 
se perfecponeazá si cea órala. 

Am vázut (p. 196) cit de greoaie si incomoda pentru injelegere 
fusese denumirea numerelor mari la al-Horezmi, care nu dispunea 
de Hume speciale pentru numere mai mari de o mié. Din inii 
de mii sau sute de mii de mii etc. isi alcátuiserá denumirilc nume- 
relor man si matematicienii europeni pina in secolul al XVI-lea 
inclusiv, insemnind uneori pentru claritate in scriere rangurile 
respective prin puñete: miile — cu un punct, milioanele—cu 
douá etc. Dar inca din secolul al XV-lea, in manualele italicne 
de aritmética, printre care se numárá si cel de la Treviso din 
1478, intrS in uz cuvintul milion, folosit si mai inainte de pildá, 
de vestitul cálátor Marco Polo (1254—1323) si poate chiar de la 


1 Moneda veche de aur de 5 sau 10 ruble — N.T. 

* Aceste date ni le-a comunicat in seria I.G. Spasski — N.A. 
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mijlocul secolului al XHI-lea A Matematicianul N. Chuquet, 
íntr-o opera manuscrisá din 1484, merge mai departe si pentru 
a insemna pátratul si puterile urmátoare ale milionului, adicá 
10 12 , 10 1B , 10 24 etc., introduce terinenele bilion, trilion, cvadra- 
lion etc.; aceste numérale apar in Aritmética (Larismethique) 
tipáritá a lui Etienne de la Roche, publicatá ín 1520 la Lyon. 
In acelasi sens, acesti termeni se folosesc si astázi ín Germania, 
Anglia si alte citeva Jári; ín Franja, íncepind cu mijlocul seco¬ 
lului al XVII-lea, ele incep sá reprezinte puterile miilor urmá¬ 
toare milionului, adicá 10®, 10 12 , 10 15 ; acelasi sens il au ele in 
prezent in U.R.S.S. si in S.U.A. In Aritmética (L’arithmeti- 
que) lui Jaques Peltier (1515 — 1582), publicatá la Poitiers ín 
1549, gásim cuvintul miliard (in sensul de milion de milioane). 

Numérale originale pentru rangurile zecimale superioare exis- 
taserá si in vechea Rusie. In calcúlele lui Kirik din Novgorod, 
un iscusit aritmctician, se íntilnesc numere mari. De pildá, ple- 
cind de la era bizantiná, conform cáreia de la „facerea lumii“ 
si piná la nasterea lui Cristos au trecut 5 508 ani, el gáseste cá 
numárul de ore de zi (12 pe zi) ce s-au scurs piná in anuí 1136 
este de 29 120 652. Denumind sutele de mii nesoedie, Kirik 
exprimá numárul milioanelor astfel: ;; douá sute nesvedii si nouá- 
zeci nesvedii 1 '. Mai tirziu se creeazá denumiri si notatii pentru 
unitátile rangurilor zecimale superioare. Un sistem dezvoltat de 
numárátoare zecimalá ne este cunoscut din manuscrisele ruse§ti 
din secolul al XYII-lea, dar el apáruse de mai inainte [203]. 

In acest sistem, 10 000 se numeste lima, 10 tima — leghion, 
10 leghioane — leodr, 10 leodri — oran, 10 vrani — koloda. In 
acest fel koloda corespunde lui 10 8 . De altfel, numárátoarea mer- 
gea numai piná la leodri inclusiv si de exemplu, intr-un manu- 
scris, numárul 9 876 543 210 se citeste astfel :„Nouá mii de leodri 
$i opt sute de leodri «¡i saptezeci de leodri si sase leodri §i cinci 
leghioane si patru tima si trei mii si douá sute si zece“. Pentru 
a insemna rangul tima, literele care exprimá numerele de la 1 

piná la 9 se ¡nronjuraii cu un cerculet ( 5 ) , (§) etc., 

pcnlni legbio'i lie - - pmilr-nn rere niel pnndat A , penlru 

leodri — prinlr-nn eerenlet de linioare : existan semne 

si pciitru vrani si kolode, dar ele se intrebuiiitau foarte rar. 

1 In limba italiana sufixul one intSreste valoarea substantivelor, asa Incit 
millione inseamná un fel de „mie mare“, sau „multe mii“. Poate cS Marco 
Polo, vorbind despre un milion, avusese In vedere de asemenea toemai 
„multe mii“ — N.A. 


25* 
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Odatá cu acest sistem numit maloe cislo (numár mic), mai 
exista unul — oelikoe cislo (numár mare), in care tima inseamná 
o mié de mii, adicá 10®, leghionul — tima tem, adicá 10 12 , leodr 
— 10 24 , voron — 10 48 , dar koloda era 10 vrani. Rangurile inter¬ 
mediare se alcátuiau din cele fundaméntale, de pildá 10 23 era o 
sutá de mii tima leghioane. 

Aceastá numárátoare iese din uz la inceputul secolului al 
XVIII-lea. Magni^ki foloseste numárátoarea vest-europeaná in 
milioane si puteri ale loi. 

Fractii sexagesimale si zecimale. Impreuná cu sistemul pozi- 
Cional zecimal al numerelor intregi, aritmética algoristicá aduce 
in Europa si frac^iile sexagesimale folosite in calcúlele de astro- 
nomie. Inca al-Horezmi si Joannes din Sevilla (vezi p. 202) 
dáduserá descrierea opera^iilor cu fractii sexagesimale, iar apoi 
acestea intrá in operele de algorism ale autorilor europeni. L ne- 
ori algorismul frac^iilor (Algorismus de minutiis) in care intrá 
ji cele sexagesimale prezintá un curs special universitar. 

Dupá cum am vázut, in ^.árile Islamului se elaborase un sis¬ 
tem sexagesimal unitar de numere intregi si fraccionare, lncer- 
cári in acest sens se fac si in Europa, dar ele nu fuseserá consec- 
vente si de aceea n-au fost aprobate unanim. O márturie asupra 
interesului timpuriu fa^á de sistemul sexagesimal o alcátuiesc 
tabelele sexagesimale de inmultire piná la 49'49 intocmite de 
Peter Ingvarsen. Johan din Gmunden, in lucrarea Tratat despre 
fractii fizice 1 (Tractatus de minutiis physicis) reuneste 60 de uni- 
tá^i intr-un rang deosebit, signum physicum, arátind cá asa se 
procedase incá la intocmirea tabelelor lui Alfonso; 144°36'45" 
el le transcrie astfel: .2.24.36.45 [206]. 

Totusi, la extragerea rádácinilor pátrate, Johan din Gmun- 
den, la fel cum proceda si Joannes din Sevilla, efectueazá ope¬ 
rable mixt, in sistem sexagesimal si zecimal, transformind 
frac^ia datá in unitácile rangului inferior (in mod obligatoriu 
par!), adáugínd apoi la numárul zecimal obpnut un anumit 
numár par de zerouri si, dupá extragerea rádácinii, transformind 
rezultatul iarási in fractii sexagesimale. 

Calculul sexagesimal il descrie pe larg invá^atul francez Oronce 
Fine, sau latinizat Fineus (1494—1555), care in 1532 este primul 
profesor de matematicá la París, la Collége de France. ín lucrarea 
sa Protomatematica (Prothomathesis), publicatá la París in 1532 

1 Fractiile sexagesimale (astronomice) se mai numeau ;i „fizice“ sau 
„filozofice“ — N.A. 
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si confinind in 15 cárfi cursul de aritmética, geometrie, astrono- 
mie si gnomonicá, el serie numerele sexagesimale sub forma 
64 = 1,4 si in mod similar 169 = 2,49 etc. 

Folosirea unui sistem sexagesimal regulat de fracfii este una 
dintre premisele introducerii fracfiilor zecimale in Europa. 
Avantajele legate de fracfii, care reprezintá sume ale puterilor 
consecutive ale unei baze date, sint remárcate inca in cartea lui 
Joannes din Sevilla, in Explicarea fracfiilor (Demonslratio de 
minutiis) a lui Jordanus Nemorarius, in Algorismul fracfiilor 
(Algorismus de minutiis) intr-o lucrare anónima din secolul al 
XlV-lea etc. ín Algorismul fracfiilor se aratá cá in locul bazei 60, 
comodá datoritá numárului mare de divizori, se poate lúa baza 
12 sau 10. 

O alta cale care duce la fracfii zecimale este calculul prin 
aproximári al rádácinilor pátrate ¡raciónale, despre care am vor- 
bit mai sus. In sfirsit, in acelasi sens aefioneazá si calcúlele de 
astronomie si trigonometrie. Georg Peurbach, un astronom si 
matematician vienez din prima jumátate a secolului al XV-lea, 
imbiná in niste tabele nepublicate ale sinusurilor principiul de 
calcul sexagesimal cu cel zecimal. Dupa cum stim, in tabelul 
de coarde a lui Ptolemeu, raza cercului fusese luatá egalá cu 60, 
iar coardele se exprimau cu ajutorul fracfiilor sexagesimale. 
Peurbach ia raza cercului egalá cu 600 000, dar sinusurile le 
exprima prin numere intregi in sistem zecimal. Johann Müller 
(Regiomontanus), elev al lui Peurbach, páseste la inceput pe 
aceeasi cale, márind doar raza la 6 000 00Ó, dar mai tirziu párá- 
seste cu totul sistemul sexagesimal. In 1467 el intoemeste pri- 
mele tabele trigonometrice pur zecimale, si anume tabelele tan- 
gentelor pentru raza 10 5 (Opus tabularum directionum, Augsburg, 
1490), subliniind intr-o problema comoditatea unui calcul zeci¬ 
mal cu o asemenea alegere a razei. Bineinfeles cá el obfine valo- 
rile tangentelor sub formá de numere intregi si nu de fracfii 
zecimale; in mod analog se prezintá lucrurile si in alte tabele, 
cu raza de la 10 5 piná la 10 15 . 

Dar de aici nu mai este departe piná la adeváratele fracfii zeci¬ 
male. La ele se ajunge in esenfá in tabelele sale trigonometrice, 
publícate pentru intiia oará la Paris in 1579 (Canon mathema- 
ticus seu ad triangula cum adpendicibus) de Frangois Viéte, care 
serie uneori numárátorul fracfiei zecimale fárá numitor. Un ase¬ 
menea numárátor el il evidenfiazá prin cifre márunte si subli- 
niere sau il separá printr-o linie verticalá. De pildá, alegind 
raza egalá cu 100,0Q0 000 00 , Viéte aratá cá lungimea semicer- 
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Fig. 102. Pagina 12 din opera lui S. Stevin, De Thiende, 1585. 



cului este cuprinsá intre 314,159 265 ’ 35 fi 314,139 265 37 , unde 
•virgúlele sérvese pentru a grupa rangurile trei cite trei. íntr-un 
alt caz el serie valoarea sinusului de 60° sub forma 86,602/540,37. 
Asemenea notajii nu sint insá sistematice la Viéte si el serie 
deseori atit numárátorul cit si numitorul fracRei zecimale. 

Prima incercare de a introduce in mod sistematic fracRile zeci¬ 
male o face in a doua jumátate a secolului al XlV-lea Immanuel 
ben Iacob Bonfis din Tarascón, care face parte din scoala de 
astronomi si matematicieni evrei, infloritoare in acele timpuri 
in sudul Fran^ei [207]. íntr-un mic tratat Calea impárfirii (Derek 
hilluk), scris in vechea ebraicá, Bonfis construieste un sistem 
de fraejii, in care unitatea se imparte in 10 prime, prima — in 
10 secunde etc., pina la infinit. Pentru aceste fraejii el formu- 
leazá regulile de inmuljire si impartiré si, desigur, se dispen- 
seazá de ceea ce numim noi exponenp negativi. Bonfis nu pre- 
zinta exemple. Dupa cum se pare, tratatul lui n-a avut ráspindire. 

In decursul secolelor al XlV-lea — al XVI-lea, fracjiile zeci¬ 
male apar in mod izolat in diferite cazuri. De pildá, matemati- 
cianul francez Jean de Mer, un contemporan al lui Bonfis, serie 
cá y 2 se poate prezenta sub forma 1 414, dacá prima unitate 
se considera numár intreg, urmátoarele patru — drept zecimi 
etc. ín Germania, Krist’an Rudolf (1530), calculind intr-o pro¬ 
blema de procente numárul 375 P entru n = 1,2,..., 

10, separa printr-o linie verticalá partea intreagá a rezultatului, 
de partea fraccionará zecimalá, de pildá, pentru n = 3, sub 
forma 434/109 375. 

Spre sfirsitul secolului al XVI-lea, ideea fracRilor zecimale 
plutea, s-ar putea zice, in aer. Matematicienii si calculatorii de 
tabele se apropie de ea in mod independent in diferite |ári. Dar 
meritul de a fi introdus pentru prima oará in Europa un sistem 
-consecvent de fracRi-zecimale, de a fi descris superioritatea si 
avantajele unitáRlor de másurá zecimale ii revine lui Simón 
Stevin, un negustor olandez devenit mai tirziu inginer, mate- 
matician fi mecanician. El s-a náscut in orasul Brügge (1548— 
1620) si a publicat in 1585, la Leyda, o micá brosurá in limba 
flamandá Zecimea (De Thiende), pe care o anexeazá in tradu- 
cere francezá (La Disme) la cartea publicatá de el tot atunci 
sub titlul Practica aritmeticii (La Pratique d'Arithmétique) [208]. 
Activitatea lui Stevin depáseste cu mult perioada de timp pe 
•care o analizám. Legat de aceasta, vom mai observa citeva ches- 
tiuni. NotaRile lui Stevin, legate de simbolurile lui algebrice, 
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sint incomode. Nmnárul 8,937 el il serie sub forma 8(Ó)9(T)3 
(2)7(3); uneori, mai rar, el noteazá doar ultimul rang, seriind de 
pildá 2,8 sub forma 28(7) La operatii, indicatorii rangurilor íi 
serie astfel: 

©©© 

3 7 8 



15 12 

18 9 0 _ 

2 0 ■ 4 1 2 

® © © © ® 

adicá, 0,000 378.0,54 = 0,000 20412. Curind dupa aceasta, inven- 
tatorul logaritmilor, John Neper (1550—1617), propune sá se 
desparta printr-o virgula sau un punct partea intreagá de partea 
zecimalá (1616—1617), procedeu care se incetájeneste in cursul 
secolului al XVII-lea 1 [209], In literatura rusa, fraejiile zecimale 
apar intr-o expunere oarecum arhaicá — in Aritmética lui L.F. 
Magnijki, care prezenta si folosirea frac^iilor sexagesimale („astro- 
nomice“). 

Operatiile aritmetice. Opera^iile asupra numerelor intregi si 
fraccionare se efectueazá inicial in aritmética algorítmica la fel 
ca si in operele lui al-Horezmi si Joannes din Sevilla. Aparipa 
si ráspindirea hirtiei aduc mari schimbári in tehnica calculului. 
Pe hirtie cifrele nu se pot sterge intr-una, ca pe o scindurá aco- 
peritá cu nisip sau prin mutarea jetoanelor abacului. La inceput, 
calcúlele scrise sint greoaie. Nici un fel de rezultate intermediare 
nu se jin in minte, iar stergerea cifrelor se inlocuieste prin serie- 
rea tuturor calculelor intermediare, ca, de exemplu, a diferitelor 
resturi la impartiré, repetind impárjitorul ce se muta consecu- 
tiv etc. 

Mai tirziu se foloseste táierea cifrelor folosite (vezi fig. 99). 
Uneori matematicienii se stráduiau sá imprime distribuCiei cifre¬ 
lor o forma, dupa párerea lor, elegantá, asezindu-le sub forma 
unei corábii cu pinze, ceea ce face ca intreaga scriere a calculelor 

1 Ceva mai ínainte, in 1592, folosirea virgulei zecimale se intilne^te la 
astronomul G. Maggini (1555—1617) din Bologna, iar a punctului zecimal, 
in 1593, la Christophorus Clavius (Schliissel, 1537—1612) — N.A. 
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sá fie extrem de greoaie si complicatá. Timp de trci secóle, nia- 
tematicienii europeni lucreazá la simplificarea si perfecjionarea 
tehnicii calculului. Operapile speciale, cum fuseserá dublarca 
si injumátáprea, se elimina treptat si dispar complet in manua- 
lele foarte ráspindite ale lui L. Pacioli (1494) si J. Widmann 
(1489), despre care vom vorbi mai departe. Desi in literatura de 
specialitate se pástreazá si mai tirziu o mare varietate in proce- 
deele de a efectúa operajiile aritmetice, totusi chiar in opera 
Tralat de algorism foarle útil §i necesar (Algorismi tractatus perú- 
tilis el necessarius) a lui Prosdocimo de Beldomandi (1380—1428) 
din Padua, publicatá postum in 1483 la Padua si retipáritá la 
Venepa in 1540, dispozipa calculelor capátá in esenjá forma 
ei moderna. 

Tot atit de treptat se dezvoltá si teoria fractiilor ordinare. 
In aceastá privinjá ne vom limita doar la citeva informatii. 
Termenul de fracpe apare in literatura europeaná de specialitate 
ca o traducere a cuvintului arab kasr, de la kasara — adicá a 
sparge, a rupe (inca babilonienii vorbeau la scádere sau impar¬ 
tiré despre o „rupere“ a unui numár dintr-altul). In traducerea 
aritmeticii lui al-Horezmi, fraejia se numeste fradio, de la fran- 
gere — a rupe, a sparge, a fárimita. Odatá cu aceasta, Leonardo 
Pisano foloseste de exemplu cuvintul ruptus de la rumpere — a 
rupe, a despica, a fringe, dar el utilizeazá si termenul fraclus si 
latinescul minuta — márunpt; dupa cum am mai vázut, cuvintul 
minulia se intilneste des in cártile algoritmistilor. Originea ter- 
menelor franjuzesti nombre rompu sau fraclion, a celui englezesc 
— fraction si a celui german — Bruch (de la brechen — a sparge) 
este evidentá. In manuscrisele rusesti din secolul al XVII-lea, 
fracjiile se numesc dolí (párji), la L.F. Magni^ki — lomante 
cisla (numere frinte), iar termenul modern drobi intrá in uz in 
secolul al XVIII-lea. Notapa moderna a fracjiilor este in esen^S 
de origine indiana (vezi p. 136). Linia orizontalá care desparte 
numitorul de numárátor apare la Leonardo Pisano in 1202, ?i 
aproximativ in aceeasi perioadá de timp — la invá^atul vest- 
arab al-Hassar. 

Printre operapile cu fraejii, un interes deosebit il prezintá 
aducerea la aceíasi numitor, inmulprea si impárprea. Timp de 
mulp ani, top matematicienii europeni iau ca numitor común 
la adunarea si scáderea fracjiilor, produsul tuturor numitorilor, 
reducind uneori rezultatul. Abia Leonardo Pisano atrage atendía 
in mod special asupra cazului in care numitorii au un divizor 
común. El avertizeazá in mod deosebit sá nu se intoemeaseá numi- 
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torul común ca produs al numitorilor da^i si formeazá cel mai 
mic multiplu común in mod succcsiv, mai intii pentru numitorii 
a douá fractii, apoi la suma accstora o adaugá pe cea de-a treia 
etc. Leonardo rámine mult timp fárá imitatori; asemenea lui 
incep sá procedeze abia matematicienii din secolul al XVI-lea: 
Niccoló Tartaglia (1500—-1557) in lucrarea sa Tralat general despre 
numere fi másuratori (General Iratlalo di numeri el misure), apárut 
la Venetia intre anii 1556 si 1560, Cr. Clavius in Scurtá expu- 
nere a arilmelicii practice (Epitome arithmeticae praclicae) apárut 
la Roma, in 1583, iar dupa ci si aljii. Noul procedeu se inrádá- 
cineazá in secolul al XVII-lea. 

Teoría frac^iilor prezintá dificultáti deosebite, intrucit in ope- 
ratiile cu ele dispar únele insusiri obisnuite ale numerelor 
intregi. Aceste dificultáti se oglindesc in zicala germaná in die 
Bruche geralen, adicá sá „dai de fracRi“, in sensul de a ajunge 
la un impas. Provoca mirare, de pildá, faptul cá prin inmulRre 
cu o frac^ic, un produs care in cazul unui inmulptor, intreg 
diferit de 1, era mai mare dccit deinmulRtul, apare mai mic 
decit el. Diinpotrivá, la impárjirea printr-o fracpe, citul poate 
rezulta mai mare decit deimpártitul. Mulp autori incercará sá 
explice dificultátile legate de inmulprea fracjiilor, dar tóate 
interpretárile au rámas prea putin inteligibile ji elevii n-aveau 
in cele din urmá nimic altceva de fácut decit sá invehe regula 
si sá se obijnuiascá cu ea. 

Legátura dintre impárpre ji inmulpre se cunojtea din vechime, 
dar regula impárRrii printr-o fracpe se incerca sá se explice 
independent, plecind de la o analogie oarecare. De pildá, prin 
analogie cu numerele concrete se socotea cá pentru impártirea 
fractiilor cu numitor común trebuie sá se impartá pur si simplu 
numárátorul deimpártitului prin numárátorul impárptorului, si 
la aceasta se reducea chestiunea in cazul general: 


a 

b ’ 


c 

d 


ad be , 2 

— : — = ad : be. 
bd bd 


Asa se procedase in Grecia ji Bizan}, asa procedaserá Muhammed 
al-Horezmi ji Djemjid al-Kaji, Leonardo Pisano ji mulp al|i 
matematicieni de mai tirziu. Altii, ca de pildá Jordanus Nemo- 
rarius, transpuneau la impártire regula inmul^irii fracRilor, spu- 
nind cá la impartiré trebuie impárpt numárátorul la numárátor, 
iar numitorul la numitor. Dar deoarece aceste amindouá impár- 


394 



jiri, in general vorbind, nu sint posibile fárá rest, impártirea 
fracjiilor se efectúa dupa regula: 

a c acd : c 

b d bcd : d 

Simplificarea care pare cá se impune de la sine, si anume forinu- 
larea regulii impárjirii printr-o fractie, ca o inmuljire cu inver- 
sul ei (formulare cunoscutá din vechime in China, si mai tirziu 
in India, vezi p. 32), apare abia in Aritmética completa (Arithme- 
tica integra) a lui Micbael Stiefel apárutá la Nürnberg, in 1544 
[33, I; 210]. 

Calculul instrumental. Scioturile rusefti. Calculul scris nu a 
eliminat calculul instrumental. De la sfirsitul secolului al XV-lea, 
in Germania, Franta, Anglia, Olanda si apoi in Rusia devine 
foarte popular calculul „pe linii“, descris in numeroase opere de 
aritmética sau cárti speciale de genul Algoritmului liniar (Algo- 
rithmus linealis) publicat la Leipzig in 1490. Calculul se face cu 
ajutorul unor jetoane speciale, numite in limba germana Rechen- 
pfennige — pfennigi de calcul, in francezá — jetons, in englezá 
— counters, —adicá fise de calcul; in Rusia ele poartá numele 
de peniazi sau peniaghi (de la cuvintul german Pfennig ) si con- 
cureazá fisele lócale — kostociki 1 (de unde provine termenul 
rusesc „calculul cu kosti sau peniazi“). 

Primele descrieri ale „calculului liniar“, adicá ale calculului 
pe linii, apar in literatura din mijlocul secolului al XV-lea, dar 
este posibil ca el sá fi apárut cu mult mai inainte. Despre aceasta 
par sá stea márturie exemplarele márcilor de calcul, ajunse piná 
in zilele noastre, din Franta — de la mijlocul secolului al 
XlII-lea, din Belgia — de la sfirsitul secolului al XHI-lea, din 
Germania — de la sfirsitul secolului al XlV-lea etc. Lipsa ori- 
cáror informajii despre calculul pe linii in literatura algorit- 
mistá piná la sfirsitul secolului al XV-lea indicá in acest caz 
cá el fusese folosit in cea mai mare parte de oameni stráini de 
cercurile invájajilor, si anume de oamenii de finante ai magis- 
trajilor orásenesti si ai statului, de negustori, meseriasi, si in 
viaja de tóate zilele. Regulile simple de calcul puteau fi invá¬ 
date fi aplicate chiar de oameni analfabeji. E posibil totusi ca 
acest calcul pe linii sá fi fost elaborat cu pujin inainte de a fi 
apárut descrierile lui, iar jetoanele mai vechi sá se fi folosit pe 

1 Kostociki este diminutivul de la kost — adicá os — JV.T. 
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alte feluri de abacuri, de genul tablei asemánátoare cu cea de 
sah, intrebuinjate in Anglia in secolul al XlV-lea. Nuse cunoaste 
provenienja calculului pe linii. El diferá considerabil de abacul 
din secolele al X-lea — al XlI-lea, dar a putut proveni din el 
prin simplificare si adaptare la noua aritmética. 

Tipárirea cárjilor contribuie la ráspindirea continua a calcu¬ 
lului liniar, cu atit mai mult cu cit in acest timp creste foarte 
mult nevoia de diferite feluri de calcule. Fabricarea unor jetoane 
metalice frumoase, inclusiv pentru export, infloreste indeosebi 
la Nürnberg in secolele al XVI-lea — al XVII-lea. Calculul pe 
linii se distinge prin asezarea orizontalá a liniilor pe care se 
asazá jetoanele márcate si prin jetoane avind valoarea a cinci 
unitá^i, ceea ce aminteste despre calculul in baza 5. Pe o tabla 
sau o masa se traseazá cu creta, de jos in sus niste linii drepte 
orizontale — pentru unitá^i, zeci, sute etc. Pe fiecare linie se 
asazá pina la patru jetoane sau oase; un jetón asezat intre douá 
linii inseamná cinci unitá^i de rangul ceíei mai apropíate linii 
de jos. Afará de aceasta, tabla se imparte in sens vertical in 
citeva coloane servind pentru diferían termeni ai adunárii sau 
factori etc., precum si pentru rezultat.Iatá de exemplu schema 
inmuljirii 66x96 (= 36 -f- 540 -j- 360 -j- 5400) = 6336, luatá din- 
tr-un manuscris rusesc de la mijlocul secolului al XVII-lea 

(fig- 10 . 3 )- 

Cu ajutorul jetoanelor se pot efectúa si opera^ii cu fracjii. 
De pildá, pentru a calcula oonjinutul de aur dintr-un aliaj de 




i 


1 

• 

1 

• 




• 




• 

• 



• 

w w ww 


• 

• 

• 


i 


• 

1 ^ 


Fig. 103. Inmulprea 60 x 96 = 6 336 efectuatá pe linii. 


aur si argint, se considera cá únele diviziuni ale tablei corespund 

11. i 

la 1 „lot“\ la —, —etc. si pina la — dintr-un lot. Unele 
2 4 256 

variante de tabla de calcul fuseserá adaptate la particularitá^ile 


1 Másurá de greütate egalá cu 12,8 g ín Rusia veche — N.T. 
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diferitelor sisteme monetare. In accst caz, fisiile se marcauprin 
anumite semne, indicind valoarea jetoanelor respective [29, II]. 

Calculul pe linii a fost extrem de ráspindit pina la sfirsitul 
secolului al XVII-lea, fiind amintit in operele lui Shakespeare 
ji ale lui Moliere; chiar si Leibniz il foloseste, preferindu-1 
calculului scris. Regelui Frederic al II-lea al Prusiei i se atribuie 
un catren spiritual in limba francezá, pe care-1 dám in traducere: 

Obisnuilii curpi sint jetoane, 

A cáror valoare atirná de locul ocupat; 

Curteanul favorit inseamná milioane, 

§i zero inseamná cel dizgratiat. 

In Rusia capátá o mare popularitate „calculul pe tablá“ (do§- 
ceanoi sciot), cu ajutorul unui dispozitiv din care in secolul al 
XVIII-lea au apárut scioturile rusesti actúale. Sciotul rusesc in 
forma lui inipalá apare aproximativ in jurul anului 1600. La 
inceput el este mai puRn perfecponat, dar permite inca de pe 
atunci sá se efectueze usor si repede calcule complicate. Cal¬ 
culul pe tabla este ráspindit printre topometri (agrimensori) si 
funcionan — din diferite instituid de stat, economi de la máná- 
stiri, negustori, vinzátori etc. S-ar parea cá acest calcul pe tabla 
apare in Rusia in legáturá cu asa-numita sopnoe pismo, dupa 
denumirea impunerii fiscale a páminturilor din secolele al XVI-lea 
— al XVII-lea. Impozitul se percepea in funejie de suprafa^a 
calitatea lotului de pámint, care se transforma in unitáR con- 
venjionale — soha 1 , dupa niste coeficienp care depindeau nu 
numai de calitatea pámintului, ci si de proprietar, fiind cei mai 
avantajoji pentru bisericá, apoi pentru mosieri, si cei mai nefa- 
vorabili pentru Járani. De másurarea páminturilor, de transíor- 
marea lor in soha si de calculul impozitelor se ocupan nenurná- 
raji func^ionari speciali, pentru care se intoemise un indrumá- 
tor special Carie pentru calculul sohalelor (Kniga soqnomu pisimu) 
Soha se impart in pár^i dupá doimi sau treimi, adicá dupá 
..11 

frac^ii de forma — sau - — . Alte pár^i de soha se reprezintá 
prin sume sau diferente intre aceste fracRi fundaméntale. 


1 Unitate de m asura agrará in vechea Rusie — N.Tm 
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Veehile qcioturi rusesti sint aleatuite din patru „cimpuri“, 
leíate pereehi ín douá eutii (fitr. 104). ín fiecare cimp se intind 
para leí 14 sfori sau slnne. Pentru calcula 1 cu numere intregi 
»e insirá pe sfoará cite 0 san 10 hile de os; exista de asemenea si 
uiste siruri pentru calculul fractiilor de soha, únele continind 



Fig. 101. „Sciutul din scinduri” cu patru ciinpuri de ealcul 
(manuscris rusesc din anuí 1G91). 


cite 3 si 4 bilc, áltele — cite una. Aceste siruri sint coinode si 
pentru unitá^i de greutate, fiindcá 1 pud = 40 funti, iar 1 funt = 
= 32 loji = 90 zolotnici. Unele scioturi au pentru ealcul mone- 
tar niste sfori cu cite sase bile de os, avind in vedere unitájile 
monetare cúrente: 1 altin = 3 kopeici = 6 denghi = 12 poluski. 
Adunarea a doua frac^ii de solía da fracjia superioará cea mai 
apropiatá, iar pe scioturi íi corcspunde trecerea la bila cea mai 
apropiatá, asezata mai sus. In Carlea pentru calculul sohalelor se 
descriu in amánunt procedeelc de adunare, cu exemple si tabele 
in care figureazá atit cifrele slavone cit si cele noi. 

Spre sfirsitul secolului al XVII-lea, calculul sohalelor iese din uz, 
fiindcá impozitul pe pámint se inlocuieste prin impozilul „dupá 
curti' 1 ' gospodárii), iar apoi pe cap de locuitor. Dar scioturile 
fiind utile se pástreazá modificiudu-si doar forma. Rámine un 
siugur cimp si se scot sirmcle de prisos, cure folosiserá pentru 
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operapile cu doimi ji treimi. Dar pentru calculul monetar in 
denghi si polujki, precum si in „poltini“ si j; cetvertaki“, se pás- 
treazá douá pruri a cite patru bile. Scioturile rusejti sint foarte 
ráspindite piná-n ziua de azi in viata de tóate zilele si in calcú¬ 
lele financiare si statistice mai putin complicate [211]. 

Am urmárit cüile de dezvoltare ale aritmeticii zecimale pozi- 
tionale in decurs de citeva secóle, iesind chiar intrucitva din 
perioada de timp analizatá. Acuni revenim la istoria niate- 
maticii in Europa in secolele al XlII-lea — al XlV-lea, ocupin- 
du-ne de creatia a patru matematicieni remarcabili din aceaslá 
perioada — Leonardo Pisano, Jordanus Nemorarius, Thomas 
Bradwardinus p Nicole Oresme: fiecare dintre acestia a dezvoltat 
intr-un sens sau altul mostenirea dobindita din Orient sau de 
la cei antici. 

Leonardo Pisano si opera sa Cartea abacnlni. In secolele al 
Xll-lea — al XlII-lea, órasele italiene Pisa, Milano, Venctia, 
Genova si Florenta ocupa primul loe in Europa in ceea cc pri- 
veste dezvoltarea mestesugurilor, a comertului, a cametei si a 
sebimbului de bani. Negustorii acestor orase intreprind . asemenea 
lui Marco Polo, cálátorii lungi, stráduindu-se sa-si insuseascá 
jtiinja si arta altor popoare. Odatá cu micile ateliere mesteju- 
gárejti, in orase se nasc primele manufacturi. Fe construiesc 
canale, baraje, porturi. Succese mari inregistreazá construcpa 
de corábii p arta navigapei. Incepe construcpa catedraleior 
monumentale gotice, ceea ce necesita planuri, calcule si masini 
de construcpe. Desele ciocniri militare intre óramele ce se con- 
cureazá pentru acapararea pietelor de desfacere si a coloniilor 
duc la perfeeponarea intáriturilor cetátilor si, ceva mai tirziu, 
la aparipa balisticii. Apar ceasurile de turn si lupa. Creóte nevoia 
de arhiteep, pictori, dascáli, contabili, medici si juristi : treptat 
ia nastere intelectualitatea burghezá. 

Spre sfirsitul secolului al Xll-lea, orasul Pisa are colonii 
comerciale la Alexandria, in Asia Mica, la Constantinopol si pe 
litoralul nordic al Africii. Aceste din urmá colonii se intind de 
la Bougie (astázi in Algeria) spre vest si pina la Sfax (in Tunisia) 
spre est. Acestea sint nijte factorii — birouri comerciale, depo- 
zite de márfuri, vámi si locuinte ale funcponarilor. Un notar, 
care lucreazá in decada a 9-a din secolul al Xll-lea la Bougie, 
poreclit Bonaccio (blindul), are un fiu, Leonardo, care intrá in 
istoria jtiinpi sub numele de Leonardo Pisano sau Fibonacci 
(fiul lui Bonaccio). 
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Leonardo se naste la Pisa in jurul anului 1170; in anii adoles- 
cen^ei, dupa dorinja tatálui sáu, el pleacá la Bougie pentru a 
invada procedeele de aritmética. Pregátirea lui Leonardo insá iese 
cu mult din cadrul cunostin^elor necesare unui negustor sau func¬ 
ionar. Mai tirziu el isi extinde cunostin^ele de matemática in 
timpul unor cálátorii in Egipt, Siria, Bizan^, Sicilia si Pro¬ 
venga; el moaré dupa anuí 1240. In 1202, Leonardo serie Cartea 
abacului (Líber abad) si o prelucreazá considerabil in 1228. 
Aceastá remarcabilá carte alcátuieste unul dintre cele mai impor¬ 
tante mijloace de ráspindire a noii aritmetici si a altor cunostinje 
in Europa. Leonardo sistematizeazá in aceastá carte un numár 
imens de informa^ii, luate din lucrári arabe, si adaugá, dupa 
cum afirma el insusi, cite ceva din arta geometriei lui Euclid, 
de fapt din intreaga mostenire a antichitájii, si pe lingá tóate 
cele de mai sus mai asociazá probleme si metode proprii. In 
cele din urmá el realizeazá o lucrare care uimeste chiar prin 
volumul sáu: in edijia tipáritá, Cartea abacului confine 459 de 
pagini [212, I]. Leonardo expune aritmética si algebra ecuapilor 
liniare si de gradul al doilea atit de complet si de profund, incit 
nu este intrecut de nimeni altul pina la el, si multa vreme dupa 
aceea. Cele spuse se refera atit la literatura de specialitate latina, 
cit si la cea araba. 

Am mai remarcat cá titlul lucrárii lui Leonardo, Cartea aba¬ 
cului, trebuie in^eles ca Aritmética si cá in ea nu este de loe vorba 
despre abacul lui Gerbert ji al urmasilor lui. Din primele rin- 
duri, Leonardo se vádeste un adept hotárit al metodelor numite 
de el indiene, in comparare cu care „arcele lui Pitagora“, adicá, 
procedeele abacistilor (vezi p. 370), ii apar ca o abatere de la 
calea cea dreaptá. Cartea confine in total 15 capitole. Primele 
cinci sint consacrate aritmeticii numerelor intregi, bazatá pe 
noua numerare. Pentru a aráta cititorului avantajele ei, Leo¬ 
nardo prezintá un tabel cuprinzind únele numere scrise in cifre 
romane § i, aláturi de ele, in cifre indiene (asa le considerá el): 


MI 

1001 

MMXXIII 


2023 


MMMXXII 


3022 


MMMXX 

3020 

MMMMDC 

4G00 

MMM 

3000 


MCXI 

lili 

MCCXXXIIII 

1234 

MMMMCCCXXI 

4321 
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Inmulprea se recomandá sá se faca prin cele douá procedee 
amintite in capitolul despre aritmética indienilor (vezi p. 136). 
Leonardo verifica inmuljirea prin nouá. El demonstreazá nece- 
sitatea condi^iei respective sub forma generala, insemnind hume- 
rele prin litere, de genul a. b.; b. g. etc., adicá, prin literele finale 
ale segmentelor ce reprezintá niste numere (púnetele se pun pen- 
tru a deosebi numerele de cuvinte). 

Necunoscind tradijia greacá, conform cáreia márimile se 
exprima prin litere majuscule, Leonardo foloseste primele litere 
ale alfabetului arab: alif, ba, djim (in Africa de nord — ghim ), 
dal, ha, alfabetul arab neavind litere majuscule. Este cazul sá 
observám cá „proba“, adicá restul ce rezultá din impárjirea 
prin 9 a sumei cifrelor numárului dat, la Leonardo poate fi si 
zero, care in felul acesta apare ca un adevárat numár. In capitolul 
despre impárprc el considerá descompunerea numerelor in fac- 
tori primi, vorbeste despre criteriile de divizibilitate prin 2, 3, 
5, 9 si introduce proba prin sapte si unsprezece. In capitolele 
VI si VIII, Leonardo prezintá opera^üle asupra numerelor mixte 
si fraccionare, scriindu-le in maniera arabá, la stinga, de partea 
intreagá a numárului. Am mai vorbit despre perfecCionarea adusá 
de Leonardo la procedeul de aducere la acelasi numitor a fractii- 
lor prin formarea celui mai mic multiplu común. Sá mai adáu- 
gám cá tot el indicá o serie de procedee pentru descompunerea 
fracliei intr-o sumá de douá sau mai multe frac^ii cu numárátor 
unitatea ; asemenea frac^ii, dupá cum stim, le folosiserá pe larg 
oamenii de afaceri din Cárile Islamului. 

In capitolele urmátoare (VIII—X), el expune procedeele de 
rezolvare a problemelor de aritmeticá comercia lá bazatá pe pro- 
porlii. Regula de trei (acest termen nu existá insá in Carito aba- 
cului ) se propune sub forma unei scrieri standardízate, pe care 
o vom lámuri pe un exemplu de problemá: dacá 100 de rotuli 
(unitate de greutate din Pisa) costá 40 de lire, cit costá 5 rotuli? 
Problema se rezolvá scriind: 

40 lire 100 rotuli 



Numerele legate prin linie se inmútese intre ele, iar rezul- 
tatul se imparte la numárul liber de deasupra. Problemele in 
care se cere sá se gáseascá anumite márimi legate prin mai 
multe propor^ii, ca de pildá un schimb de- márfuri sau valute, 
ale cáror costuri sint legate prin citeva rapoarte date, se rezolvá 
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de asemenea prin intermediul unei recete standard. De exemplu, 
dacá 20 de coji de stofá costa 3 lire, iar 42 de rotuli de bumbae 
costa 5 lire, citi rotuli de bumbae se pot obpne pentru 50 de 
coji de stofá? Numerele date se asazá dupá schema: 

3 lire 

r 

42 rotuli 


20 co^i 


5 lire 50 cop 


si, in conformitate cu ea, se inmútese numerele legate prin linii, 
ia,r rezultatul se imparte la produsul celorlalte numere. Aceastá 
regulá, denumitá in secolul al XVIII-lea „regula in lan|“, Leo¬ 
nardo o numeste figura cata sau chata si in legáturá cu ea amin- 
teste Almagestul lui Ptolemeu si cartea lui Ahmed despre rapoarte, 
spunind cá el analizase 18 combinajii posibile ale acestei figuri. 
Aici este vorba despre matematicianul egiptean Abu Djafar 
Ahmed ibn Iusuf al-Misri (decedat in jurul anului 912), a cárui 
operá De proportione et proportionalitate se cunoaste in tradu- 
cerea latiná a lui Gherardo din Cremona [21, II, p. 16]. Leo¬ 
nardo foloseste termenul figura cata in legáturá cu combinaliilc 
rapoartelor compuse, care participá in asa-numita regulá a celor 
sase márimi sau teorema lui Menelau a patrulaterului complet 
numit in literatura matematicá arabá yakl al-kita sau figura secan- 
telor (vezi pp. 318 si 320). In alte probleme, Leonardo introduce 
piná la nouá márimi date. 

Tratarea problemelor rezolvabile prin regulile de trei, cinei 
etc., directá si inversá din Cartea abacului este similará cu cea 
din literatura arabá. Asemánátor cu precursorii sái orientali, 
care la rindul lor il urmaserá pe Euclid, Leonardo noteazá fie- 
care termen arbitrar al rapoartelor printr-o literá. El analizeazá 
mai amánuntit regula celor cinci márimi sub formá generalá. 
Pentru tóate cele sase márimi, inclusiv cea cáutatá, are loe o 
egalitate intre produsele .a.e.c. si .d.b.f., exact la fel ca si in 
cazul celor sase segmente din teorema secantei. Raportul dintre 
fiecare márime din primul grup de trei si oricare din márimi le 
celui de-al doilea grup de trei se poate exprima in douá feluri 
prin rapoartele compuse ale celor douá perechi de márimi rámase, 
si in felul acesta se ob^in 18 combinatii. Leonardo nu amin- 
teste alte 18 combinatii posibile, corespunzátoare márimilor din 
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al doilea grup de trei. Nasireddin at-Tusi enumerase in intre- 
gime cele 36 de combinajii in capitolul despre rapoartele com¬ 
puse din opera sa Tratat despre patrulaterul complet [169, p. 36]. 
La Leonardo se inrudesc desigur, cu acest cerc de probleme, pro- 
blemele rezolvabile prin „regula asocia|iei“, adicá problemele 
de impartiré a unei sume oarecare de bani proporcional cu pár- 
C-ile participanRlor etc. 

In capitolul XI se analizeazá problemele de amestecuri, rezol- 
varea lor fiind data sub forma de recete. Jntr-o grupa de pro¬ 
bleme se cere sá se determine titlul unui aliaj, compus din can- 
titáti cunoscute de aliaje de compozitie data, intr-o alta grupa 
de probleme trebuie aflat raportul intre cantitáple unor aliaje 
date, care impreuná alcátuiesc un aliaj cu un titlu dat. Printre 
aceste probleme se gáseste si o variantá a problemei despre pásári, 
intilnitá mai inainte (p. 244): 30 de pásári costá 30 de monede; 
potirnichile costá 3 monede bucata, porumbeii — 2 monede 
bucata, iar perechea de vrábii —o monedá; se intreabá cite 
pásári sint din fiecare fel? Leonardo o trateazá la fel ca o 

problemá de aliaje |un aliaj de titlu 30: 30 = 1 trebuie sá fie 

alcátuit din cantitáp intregi cu titluri 3, 2, si prezintá única 

solu^ie intreagá 3, 5 si 22. Analiza completá a problemei pásá- 
rilor cu alte date numerice, Leonardo o expune mai tirziu intr-o 
scrisoare cátre magistrul Theodor de la curtea impáratului Fre- 
deric al II-lea. 

Capitolul XII contine un mare numár de diferite probleme. 
Yorn prezenta citeva din ele. In primul rind sá remarcám sumá- 
rile de serii: progresia aritmeticá si geometricá, seria pátratelor 
si, pentru prima oará in istoria matematicii, sumarea unei serii 
recurente. Un exemplu interesant de problemá hazlie, care a 
fácut ocolul multor Jari, este problema celor 7 bátrine plecate 
spre Roma, avind fiecare cite 7 catiri, pe fiecare catir sint cite 
7 saci, cu cite 7 piini fiecare, pe lingá fiecare piine sint7cuCite, 
fiecare cupt fiind bágat in cite 7 teci. Cite obiecte sint cu totul? 
(137 256). O problemá asemánátoare se intilneste in Egiptul antic : 
pe de altá parte, aceeasi problemá intr-o enunjare pujin diferitá 
apare si in únele inanuscrise rusesti medievale [213, p. 3141 : 

«Merg pe drum sapte babe: 7 

Fiecare babá are sapte toiege: 49 

Pe fiecare toiag sint japte noduri: 343 
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Pe fiecare nod se aflá sapte traiste: 2 401 

ín fiecare traistá sint sapte plácinte: 16 807 

In fiecare plácintá sint sapte vrábii: 117 649 

Fiecare vrabie are sapte pipote: 823 543 

$i cu totul sint 960 799» 


Seria recurentá apare in problema inmulprii iepurilor de casa. 
Se intreabá cite perechi de iepuri se vor naste intr-un an dintr-o 
pereche de iepuri, dacá fiecare pereche aduce lunar o nouá pere- 
che, capabilá la rindul sáu sá se reproducá dupá o luná de la 
nastere, si dacá nici o pereche nu moaré. Ráspunsul se obtine 
prin sumarea seriei 1 + 2 + 3 + 5 + ... + 377, unde fiecare 
termen, afará de primii doi, este egal cu suma celor doi prece¬ 
den^, u n+1 = u n + «„_!• Astázi, acest sir se numeste sirul 
lui Fibonacci si reprezintá un caz particular al clasei sirurilor 
recurente, ai cáror termeni se exprimá prin eombinatii liniare 
ale citorva termeni precedenti 1 . Termenul de sir recurent ii apar- 
line lui A. Moivre (publicat in 1724). Sá mai remarcám o pro- 
blemá foarte importantá si devenitá ulterior foarte populará care 
apare pentru prima oará la Leonardo: se cere sá se determine 
numárul cel mai mic de greutáti cu care se pot cintári tóate greu- 
táple intregi, mai mici decit una oarecare datá. Ráspunsul lui 
Leonardo 1, 3, 9, 27, ... se bazeazá pe faptul cá orice numár intreg 
poate fi reprezentat sub forma unei sume sau diferente a diferi- 
telor puteri ale numerelor 3 si 1. 

Un loe important il ocupá la Leonardo diferite probleme reduc- 
tibile la ecuatii liniare si pentru a cáror rezolvare el aplicá dife¬ 
rite procedee: metoda falsei pozi^ii, solujii algebrico-verbalc 
ducind sub forma unei inductii incomplete la formularea regu- 
lilor de rezolvare a sistemelor de un anumit tip special, si, in 
sfirsit, regula celor douá false pozipi, expusá in cap. XIII. Multe 
probleme sint de origine orientalá sau greacá anticá, la fel ca si 
procedeele lor de rezolvare; in'elaborarea lor, Leonardo merge 
totusi mai departe. In cap. XII prin procedeul falsei pozi^ii el 
rezolvá o problemá in care se cere sá se calculeze inálRmea unui 

1 Probabil cá primele firuri de numere, legate prin relaRi liniare recurente, 
fuseserá numerele lui Teon din Smirna u n = u n _! + 2« n _ 1 , v n = «n.j + u n _ lt 

care pentru %=«!=! dau aproximári raciónale — care tind apre ] r 2 

v n 

(vezi p. 161).— N.A. 
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arbore din care — si — alcátuiesc 21 de schioape si se aflá sub 
3 4 . . 

pámint. Ca falsa pozijie el ia numárul 12 si subliniazá in mod 
deosebit cá trebuie ales orice numár divizibil prin numitorii frac- 
^iilor din coeficienti. 

Leonardo aplica procedeul falsei pozitii si intr-o problema 
unde se cere sá se determine citi bani are fiecare din cei doi 
oameni, problema intilnitá de noi inca in lucrarea araba Carie despre 
márire si mic^orare, unde ea se rezolvá cu ajutorul a douá false 
pozitii (vezi p. 222)- Dupa cum spune insusi Leonardo, aceastá 
problema ii fusese propusá de un dascál la Constantinopol. Leo¬ 
nardo expune si un alt procedeu de rezolvare, numindu-1 regula 
directa (regula recta), spunind cá il aplica arabii si cá meritá 
laude deosebite. deoarece cu ajutorul lui se poate rezolva o infi¬ 
nítate de problema. Regula directa este solutia algébrica, data 
de Leonardo similar cu matematicienii .orientad, fárásimboluri. 
Necunoscuta se numeste aici res, adicá obiect (traducerea terme- 
nului arab §ai). Problema suná astfel: dacá primul om va cápáta 
de la cel de-al doilea 7 dinari, atunci el va fi de cinci ori mai 
liogat decit al doilea ; dacá al doilea om va primi de la primul 
5 dinari, el va fi de sapte ori mai bogat decit primul. Ciji bani 
are fiecare? Leonardo ia avutul celui de-al doilea ca obiect si 
7 dinari; atunci primul om, conform condipei, trebuie sá aibá 
5 obiecte fárá 7 dinari. Dacá primul ii va da celuilalt 5 dinari, 
atunci primul va rámine cu 5 obiecte fárá 12 dinari, iar al doilea 
va avea un obiect si 12 dinari. In acest fel, suma unui obiect 
cu 12 dinari este de sapte ori mai mare decit cinci obiecte fárá 
12 dinari, de unde 34 de obiecte fac 96 de dinari, un obiect este 

14 . . . 

2 — dinari etc. Mai departe, el rezolvá probleme cu mai mult 

de doi participan^. El are exemple speciale de „probleme inso- 
lubile“, ale cáror conditii conduc la contradictii. 

Leonardo aplicá rezolvarea algebricá si la o altá grupá de pro¬ 
bleme populare in evul mediu, in care se cere sá se determine 
avutul citorva oameni, fiecare dintre ei putind sá cumpere un 
obiect oarecare doar dacá aduná ceea ce posedá el cu diferite 
párji din capitalurile celorlalti [214]. In cap. XII al Cárfii aba- 
cului sint culese 29 de asemenea probleme. In afará de una sin¬ 
gará, costul obiectului nu se aratá, asa incit restul de 28 de pro¬ 
bleme sint nedeterminate; aceastá nedeterminare se inláturá, 
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Intrucit se cere ca soluta sá se gáseascá in cele nial mici numen; 
Intregi. Leonardo incepe cu cazul a doi participanji: 


, 1 

* + j y = *, 

, i 

y + x = s 


si dá mai intii receta solujiei: 

x = (3 — 1) 4 = 8, 
y = (4 -1)3 = 9, 

s = 3-4 — 1-1 = 11. 

Dupa aceasta, el fundamenteazá regula cu ajutorul unor cal¬ 
cule algebrice, care se pot serie in mod adecvat prin transfor- 
márile: 

i 1 , 1 

* + — y = y + — *; 


11 ,11 2,1 

x A - y - V = y ~\ - x - y, x=—y-\ - x: 

3 3 4 3 y 3 'i 


1 2,1 1 

x - x - — y -\ - x - x, 

4 3 4 4 



Mai departe, Leonardo se bazeazá pe „regula propor£iilor“, exph- 

2 3 

cata de el ceva mai sus, obtinind x = — N. íar y = — N, 

3 4 

unde N = 12, atunci 

1 o 13 11 

s = x +-y= -.V + -— - N = — N = 11. 

3 3 3 4 12 


Scriind sistemul sub forma: 

•i 

z + r-2/ = 

ft i 

• ®2 _ 

y + r-* = s, 

b 2 

soluta lui Leonardo se poate exprima intr-un fel mai general: 

¿>1 Oj jyy b 2 -*2 7V7 ^1^2 *1*2 TV" 

x = -- 1 iv, y = — - -N, s - -J—-— ¿Y, 

b 2 b 1 b 2 

unde N este cel mai mic multiplu común al numerelor si b.,. 
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Dupa aceasta Leonardo dá solujia algébrica a problemei cu 
trei participan^; in problema cu patru necunoscute el formuleazá 
in cuvinte un procedeu general, regulat, pentru rezolvarea unor 
asemenea probleme. Nu vom prezenta aceastá regula a lui Leo¬ 
nardo, de altfel foarte succintá si ciará ; in ea se vorbeste despre 
opera^iile asupra numárátorilor si a numitorilor ce se succed in 
ordinea coeficien^ilor necunoscutelor. Ne vom limita doar sá 
scriem expresia primei necunoscute prin parametrul s, pentru un 
sistem cu patru necunoscute: 

[(((>! «i) t 2 + «ia 2 j b 3 “i* 2 «3] b, 

X = - ---:_ i _ s. 

bib 2 b 3 b i * i *■*.! * i 


Leonardo ia pe s egal cu numitorul si de aceea nu se mai pune 
decit chestiunea gásirii numárátorului. Acest algoritm al lui 
Leonardo este o realizare remarcabilá a secolului al XlII-lea. 
In comparare cu metoda anticá chinezá fan-cen, algoritmul lui 
Leonardo se deosebeste in mod avantajos prin formularea regulii 
dcfinitive de exprimare a necunoscutelor. Totusi Leonardo se 
limiteazá aici doar la analiza unui sistem de un tip foarte special: 


*1 + — X 2 
i “ 2 

T 

0 2 


= s, 


= S , 


> 



in timp ce fan-cen este un algoritm pentru rezolvarea unui sis¬ 
tem canonic de ecuajii liniare cu orice coeficienji. 

Mai departe problemele se complica. Astfel, Leonardo rezolvá 
o problema ce se poate exprima prin ecua^iile: 


x + [y + 3 ) = *, 

y + ir (* + z ) = s > ' 

z + r - (* + y) = s - 

! 
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Solupa se obpne foarte inteligent, cu ajutorul unei necunoscutc 
auxiliare S: 

x + y + z = S. 

Scázind ecuapile date din ultima, se obpne: 

- l -^(y + *) = (* + *) = + y) 

°i o 3 

si in conformitate cu regula proporpilor: 

y + 2 = ^— Nf, 

bi — 

X + z = K Nf 
b% ci 2 

* + y = r J ~ N f> 

o 3 a 2 


unde N este cel mai mic multiplu común al diferenplor b 1 — <ij 
etc., iar / este un coeficient ce se introduce pentru comoditatea 
calculelor ce urmeazá. Adunind egalitáple din urmá si luiml. 
/ = 2, Leonardo gáseste: 


fr=1 


A 7 . 


«A 


determinind apoi usor tóate necunoscutele in numere intregi. 
Sá observám cá dupa informapa lui Iamblic, inca matemati- 
cianul grec Thimaridos din Paros (secolul al V-lea i.e.n.) rezol- 
vase o problema ce se reduce la un sistem de ecuapi de tip mai 
particular: 

*1 + *2 + ••• + *n ~ a 

Xj -)- X¿ = üi, 

*1 d - *3 = ° 2 > í 


*1 "I - *71 - °?1_1 J 

pentru valori concrete ale lui n. 

Leonardo aplica metoda descrisá mai sus si la o problema com- 
plicatá din punct de vedere al calculului, ce-i fusese propusá, 
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dupa cum serie el, de un dascál foarte experimentat din Constan- 
tinopole, dupa nume Muse: 

* + (y + -¡rj {V + 2 + « + v) = s, 

3, + (} + l + ¿-) (z + “ + ” +a: > = s - 

* + ( 7+7 + ¿) ( “ + , ’ + I + ! ' ) = s ' 

“ + (1+7 + 47?) (" + * + y + =) = s 

” + (? + ¡5 + ¿ + e ír) (: ' + ! ' + s + " ) “ s ' , 

Sursa acestei grupe de probleme a lui Leonardo este cel pujin 
in parte matemática Bizanjului, dupa cum reiese ciar din pro- 
priile-i afirmapi. La rindul sáu, in Bizan} aceste probleme puteau 
sá fi ajuns din Alexandria, de pildá din operele lui Diofant. 
Problema lui Leonardo 

1 

* + — ( z + y) = s > 

1 

y + — (* + z) = s, ' 

4 

z H —— ( x + y) = s 

O 

coincide exact cu problema 24 din cartea I a Aritmeticii lui Dio¬ 
fant; problema imediat urmátoare si asemánátoare cu precedenta, 
avind patru necunoscute in fiecare ecuape, se deosebeste la Leo¬ 
nardo de problema 25 a lui Diofant numai prin unii coeficienp: 

lili. lili 

in primul caz avem — > — > —i — , iar in al doilea: —, —, — » —. 

r 2345 3456 

Ultima problema exista si la al-Karadji si nu este exclus ca Leo¬ 
nardo s-o fi luat din Al-Fahri, desi in ansamblu aceastá grupa 
de probleme el o intilneste incontestabil in Bizanp Oricum ar 
fi, Leonardo elaboreazá independent procedee noi algebrice pen- 
tru rezolvarea lor. 

De studiul ecuapilor liniare se leagá un alt merit remarcabil 
al matematicianului italian. Analizind únele probleme impo- 
sibile de acest gen, el ajunge—primul in Europa — la ideea 
introducerii numerelor negative si a interpretara lor ca datorii. 
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Rezolvind prin primul procedeu descris o problema cu sapte 
necunoscute 

z+2/ + z+ y(«+w + w + ()=«,' 

1 

y + z + u + — (u + mi + t + z) = s, 


< + a:+y+y(z+M + w + M;)=s, J 

Leonardo ob^ine pentru necunoscute valorile x = 507, y = 171, 
z = 4 029 —4 038, u = 1 347, ^ = 451, w = 131 ? i t = 1 431. 
Acolo unde noi am fi scris — 9, el vorbeste despre „datoria 9‘ - 
(debitum 9). Problema data, explica Leonardo, este insolubilá, 
dar ea devine solubilá dacá se considera cá a treia persoaná are 
o datorie. Acesta nu este unicul exemplu unde Leonardo ajunge 
la ideea numárului negativ si la interpretarea lui ca datorie sau 
ca lipsá de avere. O alta problema similará mai exista in Cartea 
abacului, iar a treia — intr-o alta opera a sa, Floarea (Flos) 
[212, II]. Poate cá aici Leonardo urmeazá un exemplu al lui 
Abu-l-Vafa, luat la rindul sáu din matemática indianá. Sá subli- 
niem cá la fel ca si ín Orient, numerele negative apar prin extin- 
derea aplicárii unui algoritm oarecare. 

Mai amintiin in mod deosebit incá douá probleme din cap. XII, 
•carc dovedesc existen^a unor legáturi intre matemática orientalá 
si cea occidentalá. Acestea sint: problema in care se cere sá se 
determine un numár multiplu de 7, care impárpt prin 2, 3, 4, 5, 
si 6 sá dea la rest 1, intilnitá mai inainte la ibn al-Haisam 
(p. 248), si problema unde se cere sá se determine un numár care 
impárpt prin 3, 5 si 7 dá, respectiv, resturile 2, 3, si 2, precum 
si alte probleme similare cu aceasta. Nu ne putem indoi citusi 
de pu^in de faptul cá Leonardo a luat cunostinjá de aceastá 
ultimá problemá la BizanJ, unde ea se intilneste ceva mai tirziu 
intr-un manuscris (aproximativ din anuí 130Ó) si unde ajunsese 
dupá tóate probabilitálile din China (vezi p. 98). 

¡n cap. XIII, dupá cum am mai spus, problemele ce se reduc 
la ecua^ii liniare se rezolvá cu ajutorul regulii celor douá false 
pozipi, numitá de Leonardo la fel ca la arabi, elhatain (elcha - 
tayn, adicá, al-hatain) si o demonstreazá in amánunt pentru 
tóate cele trei cazuri aparte ; deducerea are in esenjá un carácter 
algebric general, iar numerele sint reprezentate prin segmente. 
Yom remarca doar schema de prezentare a calculelor pe un exem- 
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plu de problema: 100 de rotuli costa 13 livre (o livrá = 20 soldi, 
1 soldi = 12 dinari), cit costa 1 rotul? Prima pozijie: 3 soldi 
dau un surplus (prisos) de 2 livre; a doua pozi^ie: 2 soldi dau 
o lipsá de 3 livre. Calculul urmeazá dupa schema: 

suma din produse 13 
4 so ldi 9 SO ldi 


2 3 



suma din erori 5, 


adicá x = 


3.3 + 2.2 
3 + 2 


soldi 7 — dinari. Aceastá 
5 


schcniá 


mecánica (cu variantele respective pentru alte douá cazuri ale 
regulii) intrá apoi trainic in literatura europeaná de aritmética. 
Aici apar pentru prima oará cuvintele „minus“ (mai pupn) si 
„plus“ (mai mult), dar inca nu in sensul operapilor de scádere 
si de adunare, ci in sensul lipsei si prisosului. Mai departe, minu- 
sul ii serveste lui Leonardo pentru a insemna scáderea. 

Ultimele capitole din Cartea abacului sint consacrate extra- 
gerii rádácinilor si algebrei. in cap. XIV, Leonardo explica pe 
exemple numerice procedeele pentru extragerea aproximativá a 
rádácinii pátrate si cubice. ín prímul caz el se foloseste uneori 
de inmulprea prealabilá a numárului de sub radical cu 10 2n , 
alteori aplica algoritmul de iterare, despre eare am mai vorbit 
de mai multe ori mai inainte (vezi de exemplu p. 258). Ca si 
precursorii sai, Leonardo se opreste la cea de-a treia aproximare. 

Dupa extragerea rádácinilor pátrate urmeazá problema de ope- 
rajii cu irajionale pátratice, fapt care aratá cá Leonardo stápi- 
nea bine materialul din cartea a X-a a Elementelor. Leonardo 
prezintá regula de extragere a rádácinii cubice prin aproximarea 




a -j- -, 

3a(a + 1) + 1 


ca o descoperire proprie a sa. Dar noi stim cá nu are el priori- 
tate ín aceastá chestiune (vezi p. 256). Ín cazul rádácinilor 
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cubice, Leonardo se limiteazá la aceastá a doua aproximare, care 
adesea asigurá o buná precizie. De exemplu: 

1^900 ^ 9 + —, 

K 271 

171 2 

adicá 9,631, unde Leonardo mai inlocuieste si -—- prin — 

’ ’ 271 F 3 

% 0,667; valoarea exacta cu trei zecimale fiind 9,655. 

In sfirsit, in cartea a XV-a sint adúnate o serie de probleme 
de geometrie unde se aplica teorema lui Pitagora si un numár 
mare de exemple de ecuajii de gradul al doilea rezolvabile cu 
ajutorul „algebrei si almukabalei“. Aici, Leonardo se bazeazá 
substancial pe literatura araba de matemática. El analizeazá 
aceleasi sase forme canonice de ecuapi ca si al-Horezmi; de la 
acesta vine de altfel — printr-o serie de verigi de legáturá—si 
unul din modelele de ecuapi alcátuite de Leonardo, si anume 
x 2 + 10 x = 39. Multe probleme sint luate din Cartea másurá- 
torilor a lui Savasorda si indeosebi din tratatul de algebra al 
lui Abu Kamil, dar Leonardo propune si probleme proprii [33, 
III, p. 80; 100]. 

Expunerea lui Leonardo este fácutá in cuvinte, dar in text se 
strecoará notatii printr-una sau douá litere a unor segmente, repre- 
zentind márimile date si cáutate sau combinapi ale lor. Pátratul 
necunoscutei se numeste censas — avere, stare, cens, quadratus — 
pátrat, res — obiect, lucru sau radix — rádáciná, numárul dat — 
numerus sau denarius — tóate acestea fiind traduceri latinesti ale 
termenelor arabe: mal, murabba, $ai, dfizr, adad, diñar. 

Prezentám formularea unei probleme, pe care noi am fi scris-o 
sub forma sistemului: 

x + y = 10 

x flO +-+-)= 114 

\ y y) 

Leonardo spune: „Imparte iará pe 10 in douá párti si imparte 
pe aceea prin aceasta si pe aceasta prin aceea, iar rezultatele 
impárprilor aduná-le cu 10 si ceea ce se obpne inmulpste cu 
una din párp si va rezulta 114“ [215, p. 384], Una din pár|i 
«1 o ia drept obiect, adicá drept x, si o reprezintá prin segmen- 
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tul a; pe o dreaptá aparte inscrie segméntele .b.g. = 10 si 
■g.d., .d.e., care sint citurile rezultate din impártirea pártilor 

una prin alta — si — (fig. 105). 

... x ’ y. 

„Fiindcá din .a. prin .b.e. se obtin 114, inseamná cá din .a. 
prin .b.g. si prin .g.d. si prin .d.e. se va obtine in rezultat tot 

114., si dacá de aici vom scádea ceea 
ce se obtine din .a. prin .b.g., adicá 
produsul [ multiplicaíio ] obiectului prin 

10., vor rámine 114. [minus] 10 • obiecte b ff d i? 

pentru inmul^irea numárului .a. prin — “““““““■ 

.g.e. si dacá vei scádea din aceasta pro- Fig. 105 

dusul lui .a. prin .g.d., adicá, prin 

ceea ce se obtine din impártirea celeilalte párji prin .a., in care 
inmultire apare partea ce se imparte si care este 10. minus 
obiectul, vor rámine 104. minus 9. obiecte pentru produsul 
lui a. prin .d.e.“. Ajungind astfel piná la egalitatea: 

104 — 9 x = x ——— » 

10 — x 

Leonardo continuá: 

„Produsul .a. prin .d.e. este egal cu impártirea pátratului 
[ quadrat ] numárului: .a. prin cea de-a doua parte, adicá prin 10. 
minus obiectul. De aceea, din inmulprea lui .a. prin el insusi 
apare o avere, la impártirea cáreia prin 10. minus obiectul apar 
104. minus 9. obiecte; de aceea, dacá vei inmulti pe 10. minus 
un obiect prin 104. minus 9. obiecte, se obtin 1 04Ó. si 9. averi, 
micsorate cu 194. obiecte, egale cu o avere, de aceea restabileste 
[restaura] obiectele ce se scad ji extrage [ extrahe ] cite o avere 
din ambele párti si vor rámine 8. averi si 1 040 de dinari, egali 
cu 194. obiecte, de aceea imparte tóate acestea la numárul ave- 

1 

rilor si se va objine o avere si 130. dinari, egali cu 24— obiecte" 
[215, p. 385], adicá: 

x* + 130 = 24— *, 

4 

de unde, conform regulii, 

x = 8, 10 — x = 2. 

Exemple de ecua^ii de gradul al doi'lea si de sisteme cu douá 
necunoscute, luate de Leonardo de la Abu Kamil, sint date mai 
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sus la pp. 213, 215 si 216. Meritá atente si exemplele proprii 
ale invájatului italian. Astfel, obtinind pentru rádácina ecuapei 

x 2 = y 6* ]f5x + 10* + 20 

valoarea ¡raciónala 

^ = 5 + ]/7l + ]/52 4 + y750, 

Leonardo considera necesar sá indice cá ea este aproximativ egalá 
2 

cu 16 — (cu o exactitate pina la sutimi x = 16,68). Ecuatia 
3 

| jX 2 4- l) Ji-X 2 + 2) = z 2 + 13 

se reduce la una de gradul al doilea cu ajutorul unei necunoscute 
auxiliare x 2 = z, numind aceastá „avere“ din nou „obiect“ 
(z = 12). Printre sistémele cu douá necunoscute pe care le re- 
zolvá Leonardo, sint destule noi, ca de pildá sistemul: 

x + y = 10, 

- = ye, 

x — 1J 

x = 5 — 1/6 + 1/31, y = 5 + ]/ 6 — ]/31 


Dar deosebit de interesantá este noua rezolvare a sistemului 

x + y = 10 , 

10 , 10 c i 
x y 4 


existent si la Abu Kamil. Ambii autori au multe elemente comune 
in analiza acestei probleme. De exemplu, amindoi funda- 
menteazá in amánunt egalitatea produsului si a sumei citurilor 
rezultate din impárprea oricárui numár in douá pár|i, adicá 

——- = — pentru a=x-\~y. Dar Abu Kamil, inlocuind in 

x y x y 

a doua ecuatie pe 10 prin x y, reduce chestiunea la o ecuatie 
de gradul al doilea in raport cu y/x, in timp ce Leonardo presu- 
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pune o parte egalá cu 2 — z, asa incit cealaltá este 8 + z; atuncD 
(2 — z) (8 + z) = 16. 

„Acponeazá conform algebrei [recundum algebra ] — spune Leo¬ 
nardo — si vei gási cá obiectul este zero [ingenies rem esse nihil], 
asa incit una din cele douá párp va fi 2, iar cealaltá, 8“ [215, 
p. 470]. Se pare cá acesta este primul caz din istoria matematicii, 
in care se ia in seamá o rádáciná egalá cu zero, fapt la care se 
va ajunge din nou abia dupá secóle intregi. Leonardo neglijeazá 
bineinjeles cea de-a doua rádáciná negativá —6. Este interesant 
cá cu aceastá problemá si cu variantele ei numerice se incheie 
atit tratatul de algebrá al lui Abu Kamil, cit si Cartea abacului. 

Cartea abacului se ridicá foarte mult deasupra intregii lite- 
raturi de aritmeticá si algebrá a secolelor al Xll-lea — al 
XlV-lea prin varietatea si vigoarea metodelor, bogápa proble- 
inelor si prin expunerea demonstrativá. In prefaja operei sale, 
Leonardo serie cá si-a compus lucrarea, pentru ca „neamul lati- 
nilor“ sá nu mai ráminá in nestiinja lucrurilor expuse in ea. Dar 
de fapt, aceastá lucrare nu era de loe destinatá scolarilor si nici 
acelor care asteptau de la matematicá doar niste reguli pentru 
rezolvarea unor probleme standard din domeniul comercial etc. 
Cartea abacului este in parte, la nivelul invájaplor contempo- 
rani, dar si mai mult, la cel al celor de mai tirziu. 

Matematicieni din secolele urmátoare au cules din plin din ea 
atit probleme cit si metode de rezolvare, care au pátruns in seco- 
lele al XV-lea—al XVI-lea in nenumárate manuscrise si cárti 
tipárite italienesti, germane, frantuzesti, englezesti si rusesti. 
Probleme ale lui Leonardo trec din únele opere intr-altele si pot 
fi intilnite piná si in vestita Algebrá a lui Euler (1768) si ciliar 
mult mai tirziu. 

Practica geometriei si Cartea pátratelor. Pentru dezvoltarea 
matematicii au avut o mare importanjá si alte lucrári ale lui 
Leonardo. In 1220 el serie Practica geometriei (Practica geome- 
triae) [212, II], o carte, care, contrar titlului sáu, nu este un 
manual special de geometrie aplicatá, de agrimensurá, ci contine 
diferite teoreme (cu demonstrapi) referitoare la másurarea dife- 
ritelor márimi, la aritmeticá, planimetrie si stereometrie. Afará 
de rezultatele cunoscute din vechime, existá si áltele aparpnind 
personal lui Leonardo sau prevázute cu demonstrapi origínale. 
De exemplu, el nu prezintá pur si simplu afirmapa cá cele trei 
mediane ale unui triunghi se intersecteazá intr-un punct (fapt 
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cunoscut inca lui Arhimede), ci o demonstreazá. Sá prelungim 
mediana bz (fig. 106) pina la intersectia ei i cu o dreaptá dusá 
prin a paralela cu bg. Atunci A aiz ~ A gbz si deoarece az = 
= gz, ambele triunghiuri sint egale, adicá ai =. gb = 2 eb. Mai 

departe, A aid ~ A ebd si deci, dat fiind 

g _ j cá ai = 2 eb, ad = 2 ed, adicá punctul 

de intersectie al medianelor le imparte 
intr-un raport de 2 : 1, de aceea este unic. 
La Euclid nu se intilneste (dar exista la 
Savasorda) teorema lui Leonardo cu pri- 
vire la pátratul diagonalei paralelipipe- 
dului dreptunghic. In ultimul capitol 
(al saptelea) al cártii expunerea unor 
procedee de agrimensura se impleteste 
cu propozitii de fapt geometrice. Tot aici, Leonardo aratá cum 
se determina distantele si ináltimile cu ajutorul unui cadran 
gradat intr-un anumit fel. Nu sint uitate nici problemele de di- 
viziune a figurilor (vezi p. 291). Cartea in ansamblu poartá 
amprenta atit a influentei literaturii grecesti, cit si a celei arabe. 
La determinarea lui it, Leonardo foloseste poligoane regúlate 
inscrise si circumscrise cu 96 de laturi si capátá inegalitátile: 



Fig. 106 


1440 

~ 

458 — 
9 


< n < 


1440 



5 


,, .. . . _ . . 4 . 1 29 1 

Media aritmética a luí — si — este —, sau aproape —, si pentru 

9 ’ 5 90 3 ’ r 


se ia valoarea 


, ceea ce este egal cu 3,1418... 
458Í 275’ 


Vom mai aminti si problemele de geometrie, rezolvabile cu 
ajutorul algebrei, si anume prin reducere la ecuatii de gradul 
al doilea; asemenea probleme se intilnesc si in alte opere ale 
lui Leonardo. Unele chestiuni (de exemplu, inscrierea unui pen- 
tagon regulat intr-un pátrat si intr-un triunghi echilateral sau 
isoscel) se inrudesc nemijlocit cu lucrarea lui Abu Kamil despre 
pentagon si decagon amintitá mai inainte. Rádácinile ira^io- 
nale ale ecuatiilor de gradul al doilea ce apar in acest caz, Leo¬ 
nardo le calculeazá cu un inalt grad de aproximare in fractii 
sexagesimale (pina la cvarte). 

Cu totul aparte apare la sfirsitul Practicii geometrice problema 
gásirii unui numár al cárui pátrat, sumat cu numárul 5, sá dea 
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un pñtrat perfect; de aceastá problema se ocupaserá mai de mult 
matematicienii din tárile Islamului. 

In jurul anului 1225 Leonardo serie Cartea pátratelor (Líber 
quadratorum) continind probleme cu ccuatii nedeterminate de 
gradul al doilea [212, II]. Intr-o problema ce-i fusese propusá 
de magistrul Johannes din Palermo, filozoful impáratului Fre- 
deric al II-lea, chiar !n prezenta imparatului, i se cerc sá gáseascá 
un pátrat (rational) care, fiind márit sau micsorat cu 5, sá dea 
din nou niste pátrate (rationale). Probabil cá Leonardo avusese 
cunostintá de alte cxemple de rezolvare a unor asemcnea pro¬ 
bleme din literatura araba de matemática (vezi p. 246), dar el 
aplica in acest caz un procedeu personal, plecind de la faptul 
cá orice numár pátrat n 2 este suma primelor n numere impare 
si utilizind in mod elegant formúlele obtinute de el pentru suma- 
rea pátratelor naturale pare si impare consccutive. El stabileste 
din nou cá sistemul 

x 2 + a = y 2 , I 
x 2 — a = z 2 | 

este rezolvabil in numere intregi cu conditia ca a = 4 mm ( m 4- 
4- n) (m — n) unde m si n sint numere intregi (atunci x = m 2 -\- 
4- n 2 ). Dacá se pot alege m si n in mod corespunzátor, atunci 
problema este rezolvatá, si ciliar in numere intregi. Mai departe, 
Leonardo demonstreazá cá numerele de forma 4 mm(m 2 — n 2 ) 
se impart prin 24. De aceea, dacá, in cazul dat, a, nu se imparte 
prin 24, atunci ecuatia trebuic inmultitá cu un aseinenea pátrat 
intreg, incit noul termen líber sá fie divizibil prin 24 si sá poatá 
fi prezentat sub forma produsului indicat; dupá solutiile intregi 
ale noii ecuatii se vor putea gási atunci solutiile rationale ale 
celei date. Pentru a — 5, cel mai mic factor care satisface con- 
dijiile este 12 2 si avcm: 

5 • 12 2 = 720 = 4 ■ 5 • 4 • (5 + 4) • (5 — 4), 
asa incit m = 5, n = 4, m 2 4* n 2 = 41. Prin urmare, 

41 2 + 5 • 12 2 = 49 2 , 

41 2 — 5 - 12 2 = 31 2 

si dupá impártire prin 12 2 , 
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Íntr-o alta problema se cere sá se gáseascá numerele x, y sí 
z, astfel incit fiecare din súmele x -f- y -j- z x 2 , x y z - j- 
-j- x 2 -\- y 2 , x -f- y + z + z 2 + y 2 + z 2 sá fie un pátrat. El dá 

solu^ia x = —, y = —, z = —. Aceastá lucrare a lui Leonardo 
5 5 5 

este única lucrare curopeaná valoroasá de teoria numerelor din 
perioada de timp ce o examinám. 

Johannes din Palermo ii mai propúsose lui Leonardo o pro¬ 
blema dificilá: sá rezolve ecuatia de gradul al treilea: 

a? -f- 2 x 2 -)- 10 x = 20, 

despre care este vorba in tratatul Floarea [212, II]. Mai intii se 
demonstreazá cá x nu poate fi un numñr intreg (pozitiv), deoa- 

rece din x -1-= 2 rczultá cá x este mai mic decit 2, 

5 10 

iar l 3 2 • l 2 + 10 • 1 = 13 < 20. Dar x nu poate fi nici o fractie 
(rationalá) si nici rádácina pátratá a unui numár rational. In 
ultimul caz, intrucit ecuatia noastrá se poate transcrie sub forma: 

20 — 2i 2 

x =-, 

10 + x 1 

numárul irational x ar fi egal cu un numár rational. Apoi, Leo¬ 
nardo aratá cá x nu poate avea de ascmenea forma nici uneia 
din irationalele ce se intilnesc la Euclid si prezintá solutia apro- 
ximativá: 

x = 1°22 I 7 I1 42 1II 33 IV 4 V 40 VI 

(tot in fractii sexagesimale), fárá sá arate totusi procedeul folosit 
pentru obtinerea ei. Acest rezultat remarcabil prin exactitatea 
1 

lui este doar cu 1—sexte, adicá cu 3 • 10" , mai marc decit valoa- 
2 

rea realá a rádácinii. Demonstratia imposibilitátii de a rezolva 
o ecuatie cubicá cu ajutorul irationalelor pátratice, desi este 
incompletá si particulará, reprezintá totusi primul pas inainte 
in studiul rezolvárii ecuatiilor de gradul al treilea prin radicali. 

Fárá a ne mai opri si asupra altor trátate mai mici si scrisori 
ale lui Leonardo, vom observa faptul cá pentru el este caracte- 
risticá tendinta nu numai de a rezolva o anumitá problemá, ci 
si de a crea o metodá de rczolvare a unui grup pe cit posibit 
mai mare de probleme similare ei. 

Dupá cum s-a mai spus, lucrárile lui Leonardo Pisano se ridicá 
atit de mult deasupra nivelului de cunostinte matematice ale- 
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fcontemporanilor sai, incit ele au putut influenta pe matemati- 
cieni in modul cuvenit cu mult mai tirziu, peste douá secóle, 
de la moartea luí. Foarte cunoscute sint si operele de matemá¬ 
tica ale contemporanului sáu, Jordanus Nemorarius, desi, in 
ceea ce priveste originalitatea si continutul, ele sint cu mult 
mai prejos decit operele lui Leonardo Pisano. 

.Jordanus Nemorarius. Desprc identitatea lui Jordanus nu exista 
■nici un fel de informatii. Poate cá el este acel Jordanus din 
Saxonia — al doilea general, in ordinea succesiunii, al ordinului 
cálugárilor dominicani. Nascut in Germania, el locuieste intr-o 
vreme la París si moaré in anuí 1237. Jordanus Nemorarius este 
un eminent mecanician si matematician,' autor al unui sir de 
■opere de aritmética, algebra si geometrie. 

Am arátat mai sus cá Jordanus serie o carte populará la vremea 
sa, cuprinzind expunerea aritmeticii algoritmiste (p. 379). 

In Aritmética expusá in zece cár¡i (Arilhmelica decem libris 
demonstrata) , Jordanus urmeazá in esentá traditiile antice tirzii 
(Nikomah—Boethius), expunind proprietátile generale ale nume- 
relor [216], O particularitate interesantá a acestei lucrári este 
aplicarea literelor in locul numerelor concrete, avind ca scop 
generalizarea prezentárii. Procedeul in sine nu era nou, dar 
Jordanus Nemorarius il aplicá mai sistematic decit precursorii 
sái. In formularea propozitiilor sau a solutiilor problemelor, el 
nu exprimá inárimile cu ajutorul unor segmente sau dreptunghiuri 
si de aceea simbolul literal apare la el ca semn pur aritmetic al 
unui numár oarecare. Incá la Leonardo Pisano, notatia literalá 
se referea in cea mai mare parte simultan la o márime si la ima- 
ginea ei geometricá si trecea, de fapt, de la cea de-a doua, la prima. 
Mai departe, Jordanus noteazá cu regularitate fiecare márime 
printr-o literá si nu mai oscileazá intre a folosi cind o singurá, cind 
■deodatá douá litere (douá cápete, ale unui segment sau virfuri 
ale unui dreptunghi), cum se intimpla la Leonardo. Totusi, la 
Nemorarius lipsesc, la fel ca si la inaintasii sái, semnul egalitátii 
si al operatiilor algebrice (doar in locul lui a -f- b al nostru, el 
serie .a.b.), din care cauzá el este nevoit sá foloseascá noi notatii 
literale pentru rezultatele fiecárei operatii in parte. 

Dupá cum vom vedea imediat, Jordanus aplicá acelasi procedeu 
in algebra sa. Algebra lui Jordanus, opera Despre numerele date 
(De numeris datis), constá din patru cárti si contine 115 probleme 
«u ecuatii liniare si de gradul al doilea, precum si sisteme de astfel 
Je ecuatii [216 a, 217]. 
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Unele probleme ale lui Nemorarius coincid cu cele ale lui 
Leonardo Pisano, dar in ansamblu algébrele lor diferá atit prin 
componenda problemelor, cit si prin procedeele de rezolvare. 
Nemorarius face abstraeré de con^inutul concret al problemelor, 
care la el sint tóate numai exemple cu numere abstráete ; el lasa 
de o parte orice fel de aplica^ii la geometrie, aritmética comercialá 
s.a. Tratatul Dcspre numere date este un fel de curs universitar 
de algebra abstracta din secolul al XHI-lea, construit pe baza 
unor exemple dispuse metodic, care se rezolvá mai intii in forma 
generala, iar apoi se exemplificá prin modele numerice. Titlul 
operei se datoreste faptului cá in exemple, deoarece cá se iau 
anumite numere cunoscute, rezultá áltele care depind de cele 
d intii. 

ín cartea I a tratatului sint reunite probleme de gradul al doilea 
cu douá necunoscute. Punctul de pornire il constituie sistémele 


(nr. 1) 




X + y = a 
X — y = b, 


f; (nr. 3) 

i 


x + y = a 

xy = b 


si (nr. 5) 


x — y = a 
xy - b, 


ale cáror reguli de rezolvare sint formúlate in cuvinte. Ultímele 
douá sisteme nu se reduc la o ecua^ie de gradul al doilea, ci cu 
ajutorul unor transforman evidente se reduc la primul sistem, 
care este liniar. La aceste trei sisteme se reduc mai departe si 
áltele in care, afará de suma sau diferenta numerelor cáutate, se 
dau diferite combina^ii ale pátratelor lor, ale rapoartelor etc. 
Problema nr. 7, care se exprima direct prin ecuapa de gradul al 
doilea x 2 -f- ax = x (x + a) = b, se reduce aici la sistemul nr. 5. 
Ín multe exemple numerice, prima condi^ie este x -f- y = 10 
ca si la al-Horezmi, Abu Kainil si Leonardo Pisano. Dar mersul 
rezolvárii este altul la Jordanus: to}.i autorii cita^i reduc ase- 
menea sisteme la o ecua^ie de gradul al doilea. Problemele din 
cartea a Il-a, exprimate indeosebi prin proporpi, reprezintá 
ecua^ii liniare, incepind cu cele mai simple si terminind cu sisteme 
cu patru necunoscute. Unele procedee de eliminare a necunoscu- 
telor vor parea ciudate pentru un cititor de astázi. Asa de pildá, 
Jordanus rezolvá problema nr. 20, cu exemplul: 


x + G = — 
3 


2 /. 


y + 4 = 2z, 

*+2=f *, 


420 



formind proporpi si evitind scáderile. Adáugind la ambele párji 

5 2 

ale primei ecua^ii cite 4 - —= 6—> el ob^ine: 

x + 12 — 

_3_ _ _5_ 

y + 4 “ 3 ’ 

9 

de unde cu ajutorul celei de-a doua ecua^ii: 

x + 12 — 

_3 _ 10 

z ~ 3 


si mai departe, in mod analog: 


x + 19 — 
_3 

i + 2 


10 
3 ’ 


asa incit, pe baza celei de-a treia ecuapi: 


x + 19 — 


3 o i 2 i 2 1 (a , M 

-2 “|“ f~ — sau 19 — ^ 1 +■ —I x 

X 7 21 3 t 21J 

si x — 14. Aici, ca si aproape in tóate celelalte cazuri, numerele 
date sint astfel álese, incit solupile sá fie intregi si pozitive. 
Este interesantá problema nr. 25 din cartea a 11-a, cu exemplul: 


z _|_ L = U9, 
2 


z -+ — — 119, 

4 


y +1 = 119 . 


u +-= 119, 

5 


diferitá de problema lui Leonardo Pisano, amintitá la p. 407 
doar prin unii coeficien^i, si prin aceea cá Jordanus dá de la inceput 
termenului liber o ya loare numérica. ín legáturá cu aceastá pro¬ 
blema, Leonardo formuleazá o regula generala pentru determi- 
narea necunoscutelor prin intermediul coeficien^ilor pentru 
intreaga clasá a problemelor de acelasi tip cu mai multe necu- 
noscute. Nemorarius nu merge atit de departe. El descrie doar 
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procesul eliminárii consecutive a necunoscutelor, sí anume el 
exprima pe rínd pe x sub forma: 

x = — 4-59 —» x 4- — = 79 — > x = -1-74 — > de undc x = 75 : 

62 24 3 120 24 

dupa aceasta se determina imediat celelalte necunoscute. 

Problema nr. 27 coincide cu una dintre problcmele lui Leo¬ 
nardo, existentá de asemenea la Diofant (I, 25) si al-Karadji 
(p. 409). Deosebirea consta si aici doar in aceea cá Jordanus ia 
de la inceput termenul liber egal cu 37, ceea ce Leonardo obtinc 
in cursul rezolvárii. Jordanus formulase problema precedentá 
sub forma generala si o rezolvase prin eliminarca necunoscutelor 
cu ajutorul comparárii lor si prin substituiri. Dar la nr. 27 el 
mai propune un alt procedeu, atribuindu-1 arabilor si in care se 
obtin márimi, numite de arabi, dupa cum spune el, „falsá pozitie“. 
Leonardo elaborase si in acest caz un algoritm de calcul direct al 
necunoscutelor si al unor márimi auxiliare. 

La analiza unor probleme analoge, Leonardo ajunsese la valori 
negative ale unor necunoscute. Jordanus opereazá numai cu solutii 
pozitive, dar in problema nr. 28 el analizeazá conditiile de posibilí¬ 
tate a problemelor nr. 26—27: coeficientii celui de-al doilea ter- 
men din membrul sting trebuie sá fie cu totii fie mai mari, fie 
mai mici decit unitatea. 

ín cartea a 11I-a, §e analizeazá probleme cu proportii, iar in 
cartea a IV-a, printre áltele, se dau la nr. 8—10 regulile de rezol- 
vare a trei tipuri de ecuatii de gradul al doilea cu ajutorul comple- 
tárii piná la un pátrat. Este caracteristic faptul cá si aici, proble- 

Í x ± y = a 

2 2 ^ se reduc prin ex- 

tragerea rádácinii pátrate la cele de la nr. 3 si 5 din cartea 1, 
pínula ecuatii de gradul al doilea. Spre a caracteriza stilul lui 
Nemorarius, vom da formularea lui pentru rezolvarea ecuatiei 
de gradul al doilea x 2 + px = q [216, p. 124]. „Fie cá pátra- 
tul este .a., rádácina sa .b. fie cá se inmulteste cu .c.d., 
stiind cá .c. si .d. sint jumátátile ei, fie cá .b. prin .c.d. va fi 
.e. si fie cá .a.e. este dat. Deoarece .b.c.d., fiind inmultite cu 
.b. dá .a.e., dupá ce se adaugá la .a.e. pátratul .d. va fi .a.e.f., 
ceea ce se obtine din inmultirea lui b.c. prin el insusi. Dacá .a.e.j. 
este dat, atunci si .b.c. va fi dat. Dacá se scade .c., rámine dat 
.b. si prin urmare va fi dat si ,a.“. Este necesar un efort conside- 
rabil pentru a memora sensul si legáturile dintre tóate aceste sim- 
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boluri. Lásám in grija cititorului transpunerea acestei deductii 
in limbaj contemporan. Trebuie tinut seama cá x 2 = a, x = b, 

c = d = —, •c-d■ = c + d — p etc. Dupa cum se vede, lipsa 

semnelor operatiilor duce la o aglomerare extraordinará de litere 
nelegate intre ele prin formule vizibile; Jordanus n-a creat un 
calcul algebric. 

Patru cárti din opera Despre triunghi (De triangulis) [218] 
sínt consacrate geometriei. La inceput ele contin definitii ale unor 
notiuni; caracterul acestor definitii se poate urmári pe urmátorul 
exemplu: continuitatea este imperceptibilitatea limitclor im- 
preuná cu posibilitatca de delimitare. Aceste cuvinte alcátuiesc 
o oarecare variantá a defini^iei date cindva de Aristotel ín Fizica. 
In primóle douá cárti sint expuse teoremele despre deosebirile 
dintre triunghiurile drcptunghice, ascutite si obtuze, dupa rapoar- 
tele lungimii laturilor opuse si medianclor, despre impártirea 
scgmentelor si a figurilor limitate de linii drepte; de exemplu, 
se dá un procedeu original de impartiré a unui triunghi in alte 
trei triunghiuri egale, ceea ce echivaleazá cu construirea centrului 
lui de greutate etc. In lucrare este vizibilá influenta surselor 
greccsti si arabe. Pentru calculul laturii unui poligon rcgulat, 
inserís intr-un cerc dat, Nemorarius dá o regulá intilnitá in litera¬ 
tura matematicá arabá (vezi p. 289); autorul o numeste indianá. La 
duplicarea cubului, el intrebuinteazá procedee cunoscute incá 
grecilor, dar páseste mai departe decit cei antici in problema tri- 
sectiunii unghiului, folosind in fapt concoida de cerc— cea a lui 
Nicomede este concoidá de dreaptá. Nemorarius prezintá únele 
semne cá ar fi cunoscut oarecum problemele izoperimetrice. 

In sfirsit, si lui Nemorarius i se atribuic o operá despre plani- 
sferie, incare,ceva mai amánuntit decit la Ptolemeu, sint analí¬ 
zate proprietátile proiectiei stereografice.j 

Citeva probleme din Elemente. In a doua jumátate a secolului 
al XlII-lea si inceputul secolului al XlV-lea apare un sir de lucrári 
teoretice, care dezvoltá diferite probleme importante ale mate- 
maticii. 

Sá amintim in primul rind cá in jurul anului 1260 apare o nouá 
traducere latiná a Elementelor, cuprinzind si cártile a XlV-a — 
a XV-a, precum si multe comentarii si completári pretioase. 
Aceaslá traducere, care a avut o mare influentá asupra dezvoltárii 
ulterioare a matematicii, ii apartine lui Giovanni Campano. 
In completárile la cartea I, Campano pune pentru prima oará 
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problema studiului poligoanclor neconvexc, si anume al celor 
stelate (vezi p. 429). De propozitia 1G din cartea a 11I-a se leagá 
rationamentele lui Campano cu privire la unghiul de tangentá 
si la continuitate. 

ín propozitia amintitá se dcmonstreazá cá unghiul dintre 
circumfcrintá si o tangentá este mai inic dccit oricare unghi rec- 
tiliniu ascutit. Acceptind integral aceasta, 
— Campano presupune cá unghiul de tangentá 

/ \ are totusi o valoare ne nulá, probabil prin 

/ \ analogie cu conccptia despre partea unui 

[ plan din vecinátatea vírfului unui asemenca 

l / I unghi. De aici rezultá (fig. 107) cá unghiul 

\ / Jg unui semicerc CAB cu diametrul AC, fiind 

\. / / diferit de unghiul drept CAD si mai mic 

^- decit el, este cu tóate acestea mai mare 

^ ® decit oricare unghi rectiliniu de fclul un- 

Fig. 107 ghiului CAE. Campano foloseste tóate aces¬ 

tea la analiza cvadraturii cercului, atri- 
buitá matematicianului grec Bryzon. Un rol important in ar¬ 
gumentaba lui Bryson il joacá principiul cá o márime conti- 
nuá, pentru a trece de la o valoare mai mica la alta mai marc, 
parcurge tóate valorile intermediare. Campano combate acest 
principiu in cadrul conceptiei sale. Dacá diametrul AC se rotestc 
in jurul lui A piná la o pozitie tangentá AD. atunci unghiul 
rectiliniu CAE creste piná la un unghi drept CAD, dar totusi 
nu ia o valoare egalá cu unghiul dintre semicircumferinta ABC 
si diametrul AC, desi acest ultim unghi este mai mic decit un 
unghi drept [133, II]. 

Problema unghiurilor de contact ii preocupá extrem de mult 
pe mateinaticienii medievali, incepind cu Campano si Nemora- 
rius. Unii il urmeazá pe Campano, altii considerá cá asemenca 
unghiuri sint de un gen aparte si nu pot fi compárate cu cele 
rectilinii. Controversele au durat citeva secóle. Matematicianul 
francez J. Peltier (1515—1582), in studiul sáu asupra Elementclor 
(1557), insista asupra faptului cá unghiul de tangentá este cgal 


cu zero. 


C. Clavius, interpretind Elementele (prima sa editie apare in 
1574), se opune acestei idei, in schimb F. Viéte (1593) o sprijiná. 
De unghiul de tangentá si de insusirile infinitilor mici legate de 
acesta se ocupá mai tirziu J. Wallis, G.W. Leibniz s.a.; tóate 
acestea contribuie la formarea si dezvoltarea noii analize. Totusi, 
o analizá riguros logicá a acestei probleme depásca posibilitátilc 
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stiintei acelor vremuri, Acum se stie cá dcterminind in mod 
convenabil másura unghiurilor de contact, ele pot servi ca exem- 
plu de márime nearhimedianá. 

Lásind de o parte alte eompletári interesante ale luí Campano 
la Elemente , vom spune citeva cuvinte despre prima incercare 
din Europa de a demonstra postulatul dreptelor paralele. Aceastá 
ineercare o face matematicianul si astronomul evreu Levi bcn 
Gherson sau Lev Ghersonide (1288—1344), carc tráicstc in sudul 
Frantei. Ghersonide se naste la Bagnols [francezii il numesc 
maitre (maestrul) León de Bagnols], loeuieste la Orange si Avi- 
gnon. Lui ii apartin o serie intreagá de opere in limba veche 
ebraicá, o parte dintre ele devenind loarte cunoscute in traducere 
latincascá. Cele spuse se refera, de exemplu, la lucrárile de astro- 
nomie in care ele fac o incercare de a inlocui sistemul lui Ptole- 
meu printr-un anumit sistem de sfere neconcentrice. Traducerea 
latina a trigonometriei lui Ghersonide (1342), care descopcrá 
din nou teorema sinusurilor (vezi p. 326) in legáturá cu rezolvarea 
triunghiurilor rectilinii, contribuie la dezvoltarea acestei stiintc 
in Europa; Ilegiomontanus cunoaste aceastá lucrare. Instrumen- 
tul simplu inventat de Ghersonide pentru másurarea unghiurilor. 
denumit din eroare Jalwbstab, adicá „toiagul lui Iacov 1 ', capátá 
o popularitate deosebitá. Acest instrument este alcál uit dintr-un 
bastón gradat, cu o traversa mobilá asezatá perpendicular pe el. 
in Lucrarea calculatorului (Sefer ma’ase lioqeb, 1321), Ghersonide 
se ocupa de combinan. La dcducerea proprietátii fundaméntale a 
permutanlor P n+1 = (n -f- 1) P n , el exprima pentru prima oará 
in mod explicit principiul inductiei complete matematice, 
aplicat de fapt inca de greci [33, VI, pp. 43—44], 

Demonstratia postulatului V care ne intereseazá pe noi se 
’gáseste in lucrarea Comentarii la introducerile cdrfii lui Euclid 
(Beiut ptihat sefer Ihlidus) vezi [219]. Sá obseivám ca pina la 
aceastá data, Elementele fuseserá traduse in douá rinduri in 
limba ebraicá veche. Demonstratia lui Ghersonide se inrudeste 
cu demonstratia lui ibn al-Haisam (vezi pp. 295—299) (ale cárui 
comentarii la lucrarea lui Euclid fuseserá de asemenea traduse 
in limba ebraicá veche), precum si ale lui Ommar Khayyam si 
at-Tusi (vezi pp. 300—305). La fel ca si Khayyam, Ghersonide 
pleacá de la douá axiome: axioma lui Arhimede (folositá la 
demonstratiile lor atit de ibn al-Haisam cit si de at-Tusi) 
si o axiomá echivalentá cu postulatul V: „linia oblicá se apropie 
de acea parte de care se formeazá unghiul ascutit“, analogá cu pos¬ 
túlatele de la care plecaserá Khayyam si at-Tusi. Deductia lui 
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Ghersonide se bazcazá pe demonstrajia imposibilitájii existen- 
tei unui dreptunghi avínd tóate unghiurile ascujite sau obtuze. 
Dupa cite se stie, comcntariile lui Ghersonide la Elemente nu au 
iesit in afara cercului de matematicieni evrei din acelc vrcmuri, 
si o nouá inccrcare de a demonstra postulatul drcptelor paralele 
o face abia Cr. Clavius in secolul al XVI-lea. 

Ccva mai departe de linia fundaméntala de dezvoltarc a mate- 
maticii, undcva la limita dintre ca si filozofie si dupa cum se 
parca pe atunci, chiar dincolo de aceastá limita, se aflá creaba 
ginditorului spaniol Raymond Lull (aproximativ 1235—1315 sau 
1316). Lull fuscse in primul rind un fruntas al catolicismului, iar 
in filozofie un idcalist extremist. In jurul anului 1274, el ajunge 
la ideca de a crea un procedcu special atotcuprinzátor si aproape 
automat de descopcrire a adevárurilor, pe care-1 numcstc marea 
sau generala arta, ars magna sau ars generalis. El consacrá citeva 
zeci de opere acostci chcstiuni. Totodatá, Lull descrié o masiná 
alcátuitá din cercuri concentricc, purtind pe ele diferitc nojiuni 
si semne. Rotirea cercurilor si combinarca termenilor trebuie sá 
dea nasterc in mod mccanic la noi adeváruri. Eroarca fundamén¬ 
tala a lui Lull consta insá in convingcrea cá lumea poatc fi cunos- 
cuta intr-un mod pur logic si rational; el nu jine seama de im- 
portanja observatici si a cxpericntei. Concepjiilc lui sint confuze, 
iar masina—absolut primitiva si infructuoasá. Dar intr-un in- 
velis mistic si intr-o forma universalizatá la extrem, Lull exprima 
únele idei, a cáror importantá stiin'J.ifica incepe sá se lámurcascá 
de-abia mult mai tirziu. In secolul al XVII-lca vcdcrile lui Lull 
capátá o dezvoltare mai raciónala in concepjia Caracleristicii 
generale a lui Loibniz; accst mare filozof si matcmatician abso- 
lutizeazá si el posibilita'J.ile de automatizare a procesului de 
cunoastere. Astázi putem intrezári, in inspiraba lui Lull, prima 
anticipare foarte vaga a insási posibilitájii logicii matcmatice 
si a tcoriei masinilor matematice. 

Tilomas Bradwardinus. Teoria continuitátii. In timpul seco- 
lelor al XlII-lea si al XlV-lea, un loe important ocupa in univer- 
sitájile din Anglia si Franja elaborarea problemelor de fizicá ; 
ca punct de plecare serveau pentru acestea operele de filozofie 
a naturii aparjinind lui Aristotel si ale succesorilor sai din Orient. 
Pe de o parte, o atenjie deosebitá atrage mecánica, iar pe de alta 
parte — únele proprietáji ale fenomenelor termice, optice si de 
alta natura. 
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Unul dintre pionierii acestui curent este filozoful si invátatul 
englez Robert Grossetest (adicá, cu capul mare) sau Robert din 
Lincoln, numit astfel dupa orasul in care fusese episcop (apro- 
ximativ 1175—1253). Robert ísi capátá educatia la Oxford si 
poate la París, iar apoi este rector si prim cancelar al Universi- 
ta^ii din Oxford. Un alt lider si mai vestit al acestui curent este 
Roger Bacon (aproximativ 1214—1294), elev al lui Grossetest, 
educat la Oxford si París si profesor la ambele universitáti. 
Ambii invátati au o eruditie extrem de bogatá, inspiratá indeoscbi 
din operele autorilor greci si arabi, si cunóse in profunzime opera 
lui Aristotel. Activitatea lui Grossetest si Bacon imbratiseazá 
intregul ansamblu al cunostinte lor. Ei scriu despre astronomie, 
óptica (pe atunci cea mai importantá raniurá din domeniul fizi- 
cii) si despre calendar, subliniind necesitatea reformei acestuia 
— ceea ce de altfel s-a efectuat cu mult mai tirziu. Opera princi- 
palá (Opus majus) a lui Bacon (1266—1267), impreuná cu cele 
douá anexe ale ei, este o adevaratá cnciclopedie a stiintelor din 
secolul al XlII-lea cupriiizind si geografía, alchimia s.a. 

Conceptia lui Grossetest si Bacon despre lume este limitatá, 
fiindcá ei subordoneazá filozofia dogmelor religiei; ei introduc 
totusi cu indraznealá un spirit nou de cercetare mai libera, o 
atitudine mai critica fatá de autoritátile recunoscute ale filo- 
zofiei naturii. Catre sfirsitul vietii, Bacon a platit cu ani grei 
de inchisoare tóate acestea, ca si indrazneala de a fi demascat 
moravurile putrede ale preotimii si ale inaltei nobilimi. Grosse¬ 
test si cu o vigoare si mai mare Bacon au luptat pentru acea idee 
nouá in timpurile lor, conform cáreia cunoasterea lumii fizice 
trebuie sa se bazeze, pe observatie si experientá, si nu pe texte 
aprobate de bisericá. ín sfirsit, ambii ginditori au dat o inaltá 
apreciere matematicii, ca cel mai important ajutor al fizicii. 
Anticipind pe Galilei, Grossetest serie: „Toate cauzele actiunilor 
naturale trebuie sá fie redate prin intermediul liniilor, unghiu- 
rilor si al figurilor“ [220, p. 293]. In partea a IV-a a Operei prin- 
cipale, avind un titlu caracteristic Despre folosul matematicii, 
Bacon preamáreste aceastá stiintá, numind-o poarta si cheia altor 
stiinte. Din lucrarile lui Bacon se vede cá el cunoscuse Elementele 
si Optica lui Euclid, Optica si Almageshil lui Ptolemeu, o serie 
de rezultate obtinute de Arhimede, Apoloniu, Zenodor s.a. 

Dar lucrarile nu se limiteazá numai la simpla declaratie. Lui 
Bacon ii apartine, de exemplu, regula ce exprima gradul de 
intensitate al amestecului a douá cantitáti cu diferite intensitáti, 
coineizind formal cu formula calorimétrica gásitá din nou si veri* 
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ficatá experimental !n secolul al XVIII-lea de G.W. Richman 

[221] . Probleme mai complexe de matemática isi gásesc aplicare 
!n óptica, fiind bazate pe traducerea vestitei lucrári a lui ibn al- 
Haisam (compara cu p. 272). Aceasta se vede indeosebi din óptica 
invá^atului polonez Witelo care-si face studiile la Paris in jurul 
anului 1250 si este prieten cu traducátorul Merbecke amintit 
mai inainte. Atentia fatá de teoria infinitului si a continuului 
o atrag problemele atomisticii, cáreia i se rezervá un loe atit de 
important in opérele lui Aristotel si pecare se bazeazá ibnal-Hai- 
sam in óptica sa. $i in acest domeniu, unul dintre initiatori in 
Europa medievalá este Grossetest, situat el insusi pe pozRiile 
atomismului matematic. El pune de exemplu chestiunea compa- 
rapei diferitilor inliniti, de genul sumelor celor mai simple serii 
divergente [220]. 

Baza experiméntala a fizicii in secolul al XlII-lea este Ínfima. 
Ideea lui Bacon despre o stiintá experiméntala — se pare cá insusi 
termenul scientia experimentalis ii apartine lui — a putut fi reali- 
zatá la o scará ceva mai mare abia cu mult mai tirziu. Dupa 
secóle intregi au fost elabórate bazele aparatului matematic al 
noii cunoasteri a naturii. Cu tóate acestea, incercárile timpurii 
de a matematiza fizica conditioneazá dezvoltarea unor teorii 
matematice, ca de exemplu, teoria rapoartelor, teoria continuu¬ 
lui, si foarte origínala teorie a latitudinii formelor. In tóate aceste 
directii se obtin rczultate ce meritá atentie. ín teoria continuului, 
obtine rezultate eminentul ginditor si magistru englez Thomas 
Bradwardinus (náscut aproximativ in 1290, decedat in 1349), 
care studiazá la Oxford, devenind apoi profesor la aceeasi univer- 
sitate, iar sprc sfirsitul vietii ajunge arhiepiscop de Canterbury 

[222] . Lui Bradwardinus ii apartin trei opere de matemática si una 
de mecánica. Cea mai putin interesantá este Aritmética teorética 
(Arithmetica speculaliaa) , care e o prescurtare a aritmeticii lui 
Boethius. Mai origínala este Geometría teorética (Geometría specula- 
tiaa) alcátuitá din patru capitole, fiecare din ele incepind cu defi- 
nitiile corespunzátoare. In primul capitol se analizeazá poligoa- 
nele stelate, obtinute din poligoane regúlate convexe (incepind 
cu hentagonul), prin prelungirea laturilor lor pina ce ele se inter- 
secteazá. Din aceste poligoane stelate de ordinul intii (incepind 
cu heptagonul), Bradwardinus formeaza poligoane stelate de 
ordinul doi etc., márind de fiecare data numárul de virfuri cu 
douá. Suma unghiurilor primului poligon stelat de orice ordin 
este egalá cu douá unghiuri drepte si creste cu cite douá unghiuri 
drepte o datá cu aparitia fiecárui virf nou in plus. Studiul poligoa- 
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nelor stelate este un aport independen! si personal al lui Brad- 
wardinus in stiinta. Suma unghiurilor pcntagonului stelat fusese 
gasita mai inainte de Giovani Campano. 

In al doilea capítol, Bradwardinus se ocupa de proprietajile 
izoperimctrice ale poligoanelor, ale cercului si sferei, urmind o tra- 
ducere anónima latineases a unci lucrari arabo, bazata pe lucraren 
lui Zenodor. Cap. III este consaerat teoriei proporliilor. Aici 
se vorbeste despre irajionalitatea lui \2- ea un raport intre dia- 
gonala patratului si latura lui; se aininteste Müsurtrea cercului 
a lui Arhimede ca o opera !n care abunda locuri grele si complícate ; 
din aceasta lucrare el prezinta teoremcle privind egalitatea cer¬ 
cului cu un triunghi dreptunghic avínd laturile egaíe cu o semi- 

circumferinta si un semidiametru, precum si aproximarca -n %— 

7 

In cap. IV se vorbeste despre existenta a numai cinci poliedre 
regúlate si se analizeaza, cu referiré la Averoes chestiunea umplerii 
spajiului cu diferite corpuri regúlate congruente (Averoes aratase 
ca o asemenea umplere este posibila nu numai cu ajutorul cubu- 
rilor, ci si cu ajutorul tetraedrelor) ; únele propozitii privind cercu- 
rile de pe sfera se Inrudesc cu cele ale luí Teodosiu. 

In cap. II, un loe important din Geometria teorética il ocupa 
analiza problemei unghiului de tangentü. Pentru Bradwardinus, 
la fel ca si pentru Campano, unghiul de tangentü este o mürime 
aflata intr-un raport oarccare, irational, fatü de unghiurile recti- 
linii, dar caracterul acestui raport este diferit de raportul irational 
dintre diagonala si latura patratului. 

Geometría teorética a lui Bradwardinus este foarte apreciata 
de matematicienii din secolele al XIY-lea —al XV-lea. Ea apare 
tipüritü dupa aproape un secol si jumütatc de la moartea lui, 
in anuí 1495, si e reeditata in scurt timp inca de doua ori. Manualul 
de aritmética al lui Bradwardinus se tipüreste de 12 ori incepind 
cu anii 1495—1496. 

In Tralatul despre proporfii sau despre proporfiile vitezelor in 
timpul mifcárii (Traclalus proportionum sen de proporlionibus 
velocilalum in notibus) din 1328, cel mai mare interes il prezinta 
incercarea lui Bradwardinus de a exprima matematic dependen^ 
dintre viteza v, forta A’care produce miscarea si rezisten^a R [223] . 
Inva^atul englez critica principiul peripateticilor, conform caruia, 
vorbind in limbaj modern, viteza este proporciónala cu raportul 
dintre forja care produce miscarea si rezistenja. \oin lasa de o 
parte arguméntele ingenioase care anticipeaza argumentaba de 
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mai tirziu a luí Galilei, precum $i faptul cá ínsási nojiunea de 
vitezá si de forja rámine foarte neclará. Esential este cá Brad¬ 
wardinus ajunge la o nouá lege a iniscárii, interpretínd in felul 
sáu textul lui Anstotel. Dupa Aristotel, pnn dublarea, tnplarea 

F . 

etc. a raportului — se va dubla, tripla etc. in mod respectiv 51 

viteza v. Bradwardinus considera cá aici e vorba despre formarea 
unui raport compus — dublu, triplu etc. — cu alte cuvinte, 

F i 

cá — = n”. Legat de analiza fenomenului mecanic se expune in 

amánunt teoría rapoartelor compuse, in cadrul cáruia Bradwar¬ 
dinus se apropie de ideea exponentilor fractionari. In timp ce in 
vechea teorie a rapoartelor se opera cu rapoarte dublc, triple 
si alte rapoarte intregi, corespunzátoare cu ridicarea la pátrat, 
la cub etc., Bradwardinus introduce raportul „injumátátit“, 
corespunzátor lui ja :jb- El nu stia cá in aceastá privinjá 
avuscse un precursor indepártat in persoana lui Arhimede, eare 
vorbise despre raportul de „o datá si jumátate“ de forma I a 3 : jb 3 - 
Sub influcnta lui Bradwardinus, teoría rapoartelor fraccionare 
capátá curiad o mare dezvoltare la N. Oresme. 

Tralalut d’spre conlinuu (Traclalus de continuo), scris intre 
anii 1328 si 1335, eslc consacrat teorici despre continuum si despre 
discrct, aflindu-se la limita dintre fizicá, mateniaticá $i filozofie 
[224]. Invátatii eurojicni cunóse prin lucrárile lui AristoLel si ale 
filozofilor arabi difcritele puñete de vedere asupra structurii con- 
tinuului. Bradwardinus enumerá cinci conceptii ráspindite inainte 
$i pe timpul sáu. 

„Unii, — serie el — ca Aristotel, Averoes si majoritatea celor 
de astázi, afirmá cá continuul nu este aicátuit din atomi, ci din 
párti divizibile fárá sfirsit. Aljii spuninsá cá el este compus din 
párti indivizibilc, dar in douá fcluri, fiindeá Dcmocrit presupune 
continuul alcátuit din corpuri indivizibile, iar aljii — din puñete. 
$i acestia din urmá se impart in douá, fiindeá Pitagora, capul 
acestui curent, Platón si contemporanul nostru Waltcr presupun 
continuul alcátuit dintr-un numár finit de indivizibili, iar aljii 
— dintr-un numár infinit. §i acestia din urmá se impart in douá, 
fiindeá unii, de felul contemporanului nostru Henry, afirmá cá 
continuul este alcátuit dintr-un numár infinit de indivizibili, 
legaji neinijlocit unii de aljii, iar aljii ca Robert de Lincoln — 
dintr-un numár infinit al lor, legati intre ei prin intermediul cuiva“ 
[224, PP . 402—403]. 
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Conteníporanii aminti^i de Bradwardimis sint englezii Walter 
Ketton (decedat in 1342), invátatul de la Oxford — Ilenry Hark- 
ley (decedat in 1317) si Robert Grossetcst. Roger Bacon se ocupa 
si el de aceste probleme, fiind de partea peripateticilor. Impo- 
triva parerii cá continuul este aleátuit din partí indivizibile, el 
emite, urmindu-i pe cei antici, urmátorul considercnt. Daca pla- 
nul este alcatuit din puñete, atunei diagonala pátratului este 
egalá cu latura lui, fiindeá ambele sint alcátuite dintr-un 
numár egal de puñete. Dar diagonala nu este egala cu latura, 
si deci planul nu este íormat din puñete. 

Bradwardinus sustine si el couceptia lui Aristotel. Argumen¬ 
taba lui este amanuntitá si in multe privinte origináis. Cartea 
incepc cu o serie de definitii, dupa care urrneaza jiresupuncri si 
concluzii, demónstrate ca niste teoreme. Continuul este o can- 
titate ale carei párti sint legate reciproc intre ele. Separat se 
defineste continuul existent si fclurile lui — corpul (ca un continuu 
existent si avind lungime, latime si adincime), suprafata si li- 
nia. Timpul este un continuu consecutiv care inasoara succesiunea. 
Se prczintá definitia punctului ca un indivizibil avind opozitie, 
precum si definitia momentului. Miscarea este trecerea continuu- 
lui spatial intr-unul de timp. Se face diferentierea intre felurile 
de infinip: categorematic si sincategorematic. Daca faeem ab- 
stractie de únele nuante ale gindirii, atunei primul din ele este 
infinitul inaccesibil, actual, transfinit, iar al doilea este un 
infinit potential, provenit dintr-o márime finita printr-o crestere 
nesfirsitS, similar cu felul cum cresc numerele naturale consecu- 
tive. 

Bradwardinus isi formuleaza pozi^ia prin cuvintele: „Afir- 
matia care presupune cá continuul este alcatuit dintr-un numár 
finit de indivizibile este contrará tuturor stiintelor, le combate 
pe tóate si de aceea ele tóate o resping in unanimitate“ [224, 
p. 411], Din multiinea de argumente iinpotriva conceptiei ato- 
mistico-finite, vom aráta unul dintre ele, avind carácter expe¬ 
rimental. Dacá ne vom imagina cá numárul punctelor de pe 
diametrul unei circumferinte este finit, de cxemplu 10, atunei 
tot atitea puñete vor exista si pe sernicireumferintá, ccea ce este 
ciar dacá ridicám cite o perpendiculará din fiecare punct al dia- 
metrului. Se obtine astfel cá lungimea circumferintei este de 
douá ori mai mare decit diametrul. Pentru a contrazice aceasta, 
Bradwardinus emite argumente teoretice, dar nu se limiteazá la 
aceasta si se refera la dulgheri, zidari si tot felul de alti mesteri, 
a cáror experjentá aratá falsitatea unei asemenea concluzii. 
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Criticind conceptia atomisto-infinitá, Bradwardinus se strá- 
duieste sá arate cá din ea decurg consecinte contradictorii. El 
construieste exemple in care se stabileste o corespondentá biuni- 
vocá intre elementele unor multimi infinite. Astfel, de exemplu, 
el ia totalitatea punctelor a douá segmente diferite c si /, c > / 
care sint parcurse (cu viteze diferite) in acelasi timp h. Atunci 
fiecárui moment ii va corespunde cite un punct de pe fiecare 
segment si prin urmare fiecare segment contine acelasi numár 
de puñete. Dacá insá segmentul c va fi parcurs in acelasi timp h, 
iar /— intr-un interval de timp mai mare k, se va obtine cá in / 
sint mai multe puñete decit in c. In mod identic se poate demon¬ 
stra cá in / sint mai putine puñete decit in c. 

Analiziud acest paradox si áltele similare, Bradwardinus se 
apropie de formularea unor probleme de teoria multimilor. !n 
alt-e cazuri, gásim la el o anticipare a ideilor metodei indivizi- 
bilelor a lui B. Cavalieri (1635) si ale argumentelor adversarilor 
acestei metode. Asa de exemplu, dupá párerea lui Bradwardinus, 
din teoria criticatá de el decurge urmátorul paradox: o arie 
finitá poate depási in orice raport finit o altá arie echivalentá 
cu ea. íntr-adevár, se stie cá paralelogramul este echivalent ca 
márime cu un dreptunghi de aceeasi ináltime si bazá. In paralelo¬ 
gramul cgke (fig. Í08) sá ducem din tóate púnetele bazei ce „toate 
drepte!e“ spre púnetele bazei opuse gk, paralel cu cg. Numá- 
rul acestor drepte va fi acelasi 
cu numárul perpcndicularelor co- 
respunzátoare din dreptunghiul 
c aje, iar ca lungime ele vor 
intrece acosté perpendiculare in¬ 
tr-un raport egal cu cg: ca. Dacá 

3 9 f k 


Fig. 108 Fig. 109 

suprafata este alcátuitá din linii, atunci se obtine cá paralelo¬ 
gramul este mai mare de cg : ca ori decit dreptunghiul egal cu el. 

ín mod analog se poate aráta cá triunghiul d e c a cárui bazá 
imparte in douá laturile unui triunghi echilateral abe, 
egal deci ca arie cu un sfert din ultimul, are in acelasi timp 
aria egalá si cu jumátatea acestuia, fiindeá (fig. 109) fiecare linie 
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din d e c este egalá cu jumátate din linia ce-i corespunde in 
abe. 

Rationamentele lui Bradwardinus cu privire la continuu si 
infinit nu erau indreptate spre crearea unor algoritmi de rezol- 
vare a unor anumite probleme de geometrie si fizicá. El, la fel 
ca si alti scolasti care lucrau in aceeasi directie, avusese ca scop 
sá elucideze cu ajutorul matematicii únele proprietáti calitative 
foarte generale ale notiunilor de spatiu, timp si miscare, fárá sá 
iasá dincolo de limitele filozofiei aristotelice. Desi prin aceasta 
nu se obtin rezultate matematice concrete, totusi discutiile cu 
privire la natura continuului au influentat elaborarea calculului 
infinitilor mici in secolul al XVII-lea. 

Nicole Oresme si teoria rapoartelor fraccionare. Ca $i in 

Anglia, si in Franta se ridicá in secolul al XlV-lea un matemati- 
cian eminent care intrece cu mult pe toti contemporanii sai. 
Acesta este magistrul Xicole Oresme (aproximativ 1323—1382), 
profesor la un colegiu parizian intre anii .1348 si 1361, si care 
locuieste apoi indeosebi la Rouen. Din anuí 1377 devine episcop 
la Lisieux. Oresme este o personalitate strálucitá, in care isi 
gásesc ecou problemcle de actualitate ale epocii sale. El este unul 
dintre initiatorii literaturii stiintifice in limba francezá si face 
o serie de traduceri din operele lui Aristotel; el serie in frantu- 
zeste lucrarea Tralal despre sferü (Trailéde la sphére), hnbogátind 
totodatá considerabil terminología stiintifica francezá. El ia 
atitudine impotriva abuzurilor bisericii, impotriva astrologiei 
si a ghicitului, desi el insusi mai crede in magie. Intr-o lucrare 
specialá despre bani, el condamná sistemul de deteriorare a 
monedelor, practicat de autoritáti, care duce la scáderea nivelului 
d« trai si provoacá o serie de dificultáti economice. Sá mai amin- 
tim in treacát cá si Copernic fusese autorul unui tratat politico- 
economic despre bani. O serie de lucrári ale lui Oresme se referá la 
astronomie si mecanicá. 

Pentru noi, cea mai interesantá este in primul rind elaborarea 
teoriei rapoartelor, cáreia el ii consacrá douá opere. Tratatul 
despre propor[ii (Tractatus proportionum) , scris in jurul anului 
1350, nu contine incá idei noi; aceasta este o carte obisnuitá, 
tipáritá aproximativ in anuí 1500, si retipáritá la Venetia mai 
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Fig. 110. X. Oresme in Umpul lucrului. ín dreapta luí se aflá sfera armil- 
lará (din traducerea trancezá a operei Despre bolla cereascá a luí Aristotel t 
el’ectuatá de Oresme. Manuscris din secolul al XlV-lea). 


tirziu, in 1505. ín sehiirib, de o importantá remarcabilá este 
opera Algorismul proporfiilor (Algorismus proporúonum) [225] 
(fig. 111). In prima parte a acestei lucrári, Oresme introduce 
pe lingá rapoarte dublé, triple si in general múltiple de n, ra- 
poarte de un sfert, de o data si jumátate si áltele fraccionare- 

1 ’l ii 

raciónale, corespunzátoare celor ale noastre, de felul a 2 , a 4 , a 2 

etc. Plecind de la faptul cá 8 = l/64, 4 = |/^64, el conchide cá 8 
stá intr-un raport de o data si jumátate fatá de 4, adicá im 
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transcrierca noastra 8 = 4 2 , scriindu-1 sub forma 


£ 1 ? 

1 . 2 


4 (p—fiind 


prima litera a cuvintului proporlio). Oresme numcste rapoartcle 
fractionare — irationalc, termcn folosit ínainte inca de Campano 

Fig. 111. O parle din prima pagina a Algorismuhd proporfiilur de N. Oresme 
(manuscris din secolul al XlV-lea). 


§i Bradwardinus. Mai departe, Oresme formuleaza in cuvinte 
numeroasc reguli pcntru opcratiile cu rapoartc fractionare, de fclul: 


i 



b n 


etc. In cap. II si III din Algorismul proporfülor se dau exemple 
de folosirca lui in probleme de aritmética, teoría muzicii, gcome- 
trie. Oresme se apropie si de notiunca de exponent irational, 
ca un raport a cárui „reprezentare“ este „incxprimabila“ sau 
„incognoscibilá“. Ascmenca rapoarte, serie Oresme, se pot in- 
scrie intre rapoarte intrcgi sau fractionare „suficient de apro¬ 
píate 1 ' [II, p. 429]. Problema másurarii aritmético a oricaror 
„rapoarte‘‘ a fost practic rezolvatá de-abia peste 250 de ani, 
prin teoría logaritinilor. 

Crearea uniii algoritm formal al rapoartclor fractionare, adica 
in fond generalizarea operatiei de ridicarc la putero in cazul 
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cxponentilor fractionari pozitivi, este o realizare importantá a 
algcbrei mcdicvale. Dcsi accastá opera a lui Oresme se tipáreste 
de abia in secolul al XlX-lca, ca fusese cunoscutá si in evul 
mediu. In particular, eontinutul ei este inclus partial in Cartea 
rapoarlelor (Líber proporlionum) a lui Hieronimus de Angcst 
(decedat in 1538), tipáritá la París in 1508, prccum si in Carlea 
despre miqcarea tripla... (Líber de triplici molu...) a portughezului 
Alvarez Thomas, publicatá de asemenea la Paris cu un an mai 
tirziu. Continuatorul claborárii algoritmului lui Oresme a fost 
N. Chuquet. 

Teoria latitudinii formelor. O alta opera matemática a lui 
Oresme este consacratá unui curent remarcabil al matematieii 
medievale, care apare sub diferite denumiri, precum: teoria 
eonfiguratiei calitátii sau a latitudinii formelor, sau a unifor- 
mitátii si a neuniformitátii intensitátilor etc. Aceastá teorie 
eontine prototipurile ideilor privind relatia functionalá si repre- 
zentarea ei graficá, cristalizarea notiunilor si metodelor respec¬ 
tive producindu-se abia in secolul al XVII-lea. 

Originile acestui curent format la Oxford si Paris sint legato 
de dispútele cu privire la notiunea logico-filozofica a „formci“ 
si a variatiilor ei, si tin inca de Aristotel. Filozoful nominalist 
seotian Duns Scott (aproximativ 1265—4308), numit de Marx 
„primul reprezentant al materialismului in evul mcdiu“, intelege 
prin forma un fel de calitate perceptibilá prin simturi a lucru- 
riW, existente inaintea notiunilor generale. Luind atitudine 
impotriva asa-nuinitilor realisti, urmasi ai lui Toma d’Aquino, 
el apara multitudinea formelor, variabilitatea lor, deosebind 
totodatá intensitatea sau intárirea (inlensio) formei de remisia 
sau slábirea (remissio) ei. 

Pe plan matematic si al filozofiei naturii, noua teorie se dez- 
voltá destul de mult in Cartea calculelor (Líber calcalationum) 
a lui Richard Swineshead sau Swisset, un absolvent al Univer- 
sitátii din Oxford (al doilea sfert al secolului al XlV-lea) [16]. 
Intensitatea formei se manifestó ca o intensitate variabilá a cali- 
tátii, de exemplu ca un grad oarecare de cáldurá sau frig, de rare- 
fiere sau densitate, ca vitezá a miscárii mecanice etc. Folosind 
rationamente de multe ori neelare, Swineshead analizeazá exemplc 
de variatie a intensitátilor. Aceastá analizó poartá un carácter 
pur abstract si nici premisele initiale si nici rczultatele nu se 
leagá de másurátori cantitative rcale, de date experiméntale 
sau rezultate din observatii. Asa, de exemplu, Swineshead spunc 
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eá dacá intensitatea creste uniform, intensitatea medie intr-un 
interval oarecare este media aritmética dintre intensitatea ini¬ 
cíala ji cea finalá. Acest rezultat este echivalent cu formula 
intégrala: 


*2 



ti 


si in mecánica ii corespunde calculul drumului parcurs in mis- 
care uniform acceleratá. Íntr-un alt caz, intensitatea medie se 
gáseste dintr-o conditie mai complexa: intensitátile de pe por- 
tiunile consecutive ale unui interval, divizat intr-o progresie 

geométrica de , i-> cresc in progresia aritmética 1, 2, 

3, ... Atunci, dupa Swineshead, intensitatea medie este egalá cu 
intensitatea de pe al doilea din aceste intervale fraccionare. Acest 
rezultat il putem exprima prin suma seriei infinite 


1.1 + 1 . 2 +;-. 3 + ... = 2 , 

2 2 * * 2 3 


care apare pentru prima oará in literatura scolasticá; grecii 
cunoscuserá doar progresia geométrica infinit descrescátoare. 
Vorbind despre variatia calitátii, Swineshead foloseste uncori ter- 
menul „fluxul (Fluxus) calitátii“; acest cuvint — flux — si fór¬ 
mele lui modificate intrará ulterior in literatura de geometrie 
si in calculul infinitilor mici din secolele al XVI-lea — al 
XVII-lea si indeosebi in „metoda fluxurilor“ a lui Newton (com¬ 
para cu termenul modern de „coordonate curcnte“). Lucrarca lui 
Swineshead se publica de trei ori: la Padua in jurul anului 1477, 
la Pavía in 1498 si la Venetia in 1520. Numcle lui Swineshead 
este bine cunoscut chiar si in secolul al XVII-lea. In douá scri- 
sori din anii 1670 si 1696, Leibniz il aprcciazá ca pe unul dintre 
primii invátati care aplicaserá matemática in fizicá si care intro- 
duseserá matemática in filozofia scolasticá. 

Teoria intensitátii formelor capátá o nouá dezvoltare la Orcsme. 
Vasta lui lucrare privind acest domeniu, scrisá piná la 1371, s-a 
pástrat in numeroase copii sub diferite titluri: Despre configu- 
ráfia calitafilor (De configuratione quantitatum ), Despre unifor- 
mitatca neuniformitatea inlensitáfilor (De uniformitate et diffor- 
mitate intensionum ), Tralat despre slruclura forfelor $i a masurii 
neuniformitáfilor (Tractalus de figuratione potentiarum el men¬ 
sura difformitalum) si áltele [226, 227], 
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Oresmc face ca aceastá teorie sá fie mai simplá si mai intui¬ 
tiva dccit la Swineshcad, folosind in mod sistematic imagini geo- 
metrice pentru márimi si corelatiile dintre ele. Inca din primul 
capítol al pártii I a tratatului, Oresme subliniazá importanta 
reprezentárilor geometrice. Oríce obiect másurabil, spune el,, 
afará de numere, se imagineazá ca o márime continua si de aceea 
pentru másurare sint necesare puñete, linii si suprafete, in care, 
dupa Aristotel, se dczváluie la origine másura si raportul; la 
celelaltc obicctc, másura sau raportul se aflá raportind mintal 
acestc chícete la puñete, linii si suprafete. Intensitátile calitá¬ 
tilor márimilor continué rnásurabile sint, in functie de exten- 
siile lor, un fcl de intinderi (de la exlensio — intindere), ca de 
excmplu vitcza miscárii unui cor]) si drumul parcurs sau timpul 
de miscare (partea a 111-a, cap. VI). $i dcoarece printre diferi- 
tele feluri de continuuri, noi sesizám cel mai usor si mai simplu 
márimi si rapoarte intre linii (segmente de drepte), de aceéa 
intensitátile trebuie reprezentate prin linii, aplícate in púnetele 
dreptei ce caracterizeazá extensitátile. Primcle segmente Oresme 
le numeste latitudini (laliludo) ale calitátilor sau ale formelor, 
iar segméntele la cápetele cárora se aplicá latitudinile — longi- 
tudini (longiludo). Másura calitátii el o numeste uncori grad 
(gradus — treaptá, másurá); „nongradul“ corespunde lui zero. 
Lungimile latitudini lor sint proportionale cu intensitátile; ele 
se pot duce in orice directie, dar de preferintá — perpendicular 
pe liniile longiludinilor. ín acest fel, dependenta intre intensi- 
tate si extensitale se reprezintá printr-o figurá oarecare planá, 
limitatá sus de o curbá, numitá de Oresme „linia marginii supe- 
rioare“ sau „linia intensitátii“. O asemenea analizá ajutá desigur 
la másurare si la intelegerea ei. 

Vorbind despre márimea calitátii, Oresme subliniazá folosul 
reprezentárii geometrice: unii oameni inteleg greu, de exemplu, 
ee este o calitate uniform-neuniformá, dar nu e nimic mai simplu 
decit faptul intuitiv cá ináltimile unui triunghi dreptunghic 
sint uniform-neuniforme (partea I, cap. IV). 

La inceput, Oresme vorbeste despre calitáti ale eáror intensi- 
táti sint repartizate in púnetele unei linii — continuul unidi¬ 
mensional, fiind asa-numitele „calitáti liniare“. Dar mai existá 
si calitáti „plane“ si „de volum“, repartizate in púnetele unor 
continuuri bidimensionale sau tridimcnsionale. Calitátile plañe 
se reprezintá prin corpuri cu baze plañe. Problema repre¬ 
zentárii calitátilor de volum prezintá, bineinteles, o dificúltate 
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extrema pentru Oresme si textul lui, in care se poate intrezári 
o oarecare idee despre spatiul cu patru dimensiuni este neclar 
[228], 

Vom analiza aici doar teoria calitátilor liniare si, in primul 
rind, clasificarea lor. Oresme separa trci tipuri fundaméntale 
de calitáti: 

1. Uniforme, cu intensitate sau latitudine constantá; dcpcn- 
denta dintre intensitate si extensitate se reprezinta printr-un 
dreptunghi, adicá linia intensitátii este un segment de dreaptá, 
paralel cu linia longitudinilor. 

2. Uniform-neuniforme, la care diferentcle dintre latitudinile 
oricaror perechi de puñete sint proporciónale cu diferentcle res¬ 
pective dintre longitudini ; functia dintre intensitate si extensi- 
tate se reprezinta printr-un triunghi dreptunghic sau un patru- 
later cu latura superioará inclinatá, dupa cum linia intensitátii 
intcrsecteazá sau nu dreapta longitudinilor, adica, dupa cum 
«pune Oresme, calitatca se termina pe un „nongrad“ sau pe un 
grad (partea I, cap. XI). 

3. Neuniform-neuniforme sint tóate celelalte. Oresme le carac- 
terizeazá intr-un mod general pur negativ, ca niste calitati la 
care rapoartele intre diferentcle de latitudini ale pcrechilor de 
puñete nu sint egale cu rapoartele intre diferentele longitudinilor 
respective. Calitátile neuniform-neuniforme se impart in douá 
grupe: 

3 a. Simple neuniform-neuniforme, cind linia intensitátii este 
unicá si nu este formatá din citeva párti. Linia intensitátii poate 
fi „rationalá“ — un are de cerc sau de elipsá —, „irationalá“ un 
are de altá curbá oarecare — , si afará de aceasta, ea poate fi 
eoncavá sau convexá. Oresme distinge in total patru genuri de 
neuniformitate-neuniformá simplá (partea I, cap. XIV-XV). 
■Cuvintul propriu-zis de elipsá el nu-1 foloseste, ci vorbeste despre 
curba ale cárei ináltimi sint proportionale cu ináltimile arcului 
de cerc. Este neclar de ce Oresme separá elipsele impreuná cu 
cereurile intr-o grupá „rationalá" aparte. 

3 b. Compuse neuniform-neuniforme, obtinute prin combina- 
rea celor sase precedente — cite douá, trei, patru, cinci si sase: 

asemenea combinári vor fi in numár de 6 + 15 + 20 + 15 + 

+ 6 + 1, deci, in total 63 (partea I, cap. XVI). Aici, apar la 

Oresme si funetiile discontinué, sub forma unor linii frinte in 

trepte, pe care el le numeste neuniformitáti in trepte (difformitas 
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gradualis), precum si linii de intensitatc fórmate din douá seg¬ 
mente de arce de cerc sau de elipsá etc. (fig. 112). 

Reprezentárile grafice ale calitáplor sérvese nu numai pentru 
prezentarea intuitiva a funcjiilor, ci si pentru cercetarea proprie- 
táplor lor. ín partea a Il-a a tratatului, Orcsme analizeazá 
separat diferit.ele cazuri posibile de miscare sau de flux (jluxus). 
Din punetul de vedere al istoriei mecanicii este esentialá aici 






Fig. 112. Citcva feluri de neuniforiniláti-neuniforme compuse (N. Oresme). 

introduccrea no^iunii de accelerape (velocilatio ), ca intensitate 
a vitezei, iar accelcrapa propriu-zisá poate fi atit uniforma, 
adicá constantü, cit si in mod diferit neuniformá (partea a Il-a, 
cap. V). 

In cap. VII din partea a Il-a, Oresme studiazá miscarea din 
punct de vedere geomctric, in cazul vitezei uniform-neuniforme, 
adica al accelerapei uniforme, si demonstreazá echivalenja unei 
asemenca miscári cu miscarea uniforma cu vitezá medie, adica, 
teorema conform cáreia viteza medie in miscarea uniform acce- 
leratá este egalá cu inedia aritmética a vitezei initiale fi finalc. 
Pentru aceasta el demonstreazá cgalitatea ariilor triunghiului 
dreptunghic abe sau a patrulaterului a b d c cu aria dreptunghiu- 
lui b g /, a cárui ináltime este egalá cu jumátate din inálpmca 
triunghiului sau cu semisuma laturilor verticale ale patrulate¬ 
rului. Primele douá figuri sérvese drept reprezentári ale mis- 
cárii uniform accelerate cu viteza finalá egalá cu zero, respectiv 
diferitá de zero, iar dreptungliiul serveste drept reprezentarc a 
miscárii uniforme cu o vitezá egalá cu viteza miscárii prece¬ 
dente in momentul mediu al timpului (fig. 113). Oresme nu 
defineste viteza medie sau, cum se exprimá el, viteza totalá 
(melodías totalis) si nu spune direct cá ariilc figurilor considérate 
exprimá árumul parcurs, dar o asemenea interpretare rezultá. 
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evident din rationamentele lui si ciliar se aílá la baza lor. Pentru 
a exprima mai ciar proporcionalitatea dintre drumul parcurs si 
aria figurii ale cárei ordonate exprima vitczcle instantanee, i-ar fi 




Fig. 113. 


fost necesará o teorie dezvoltatá a infin¡C¡lor mici. Odata cu 
aceasta, nu se poate trece cu vederea similitudinea pregnantá 
intre deducjia lui Oresme si demonstrarea mai ainánuntitá a 
aceleiasi teoreme fácutá de Galileo Galilei cu 250 de ani mai 
tirziu (1638). 

In partea á 11I-a a tratatului sint elabórate exemple de mis- 
care, unde viteza variazá in salturi de la interval la interval. 
Afará de seria pe care am inai vázut-o la Swinesbead. exista si 
áltele, ca de exemplu sumarca seriei 

2 8 4 1G 8 32 4 


Oresme insusi spune eá miscarea pe prima portiune a interva- 
lului ({) se desfásoará uniform (adicá, cu vitezá constantá) intr-un 

grad oarecare, pe a doua I—1, incepind cu acest grad, atinge 
uniform-neuniform (adicá, uniform accelerat) un grad de douá 


ori mai mare, pe portiunea urmátoare j este din nou uniforma, 
pe portiunea a patra atinge unifor.m-neuniforni un grad de 


douá ori mai mare decit acela de la inceputul acestui segment 
etc. (partea a 11I-a, cap. IX). 

Tratatul lui Oresme nu a fost tipárit, dar a cápátat o mare 
ráspindire prin copii manuscrise. In únele universitáti, incá de 
la sfirsitul secolului al XlV-lea se introduce predarea teoriei 
latitudinii formelor. Aceastá teorie o ráspindeste si o comenteazá 
in* Italia, Biagio Pelacani din Parma (decedat in 1416); tot aici 
se tipáreste de trei ori expunerea teoriei lui Oresme sub titlul 
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Tratat despre laliludinile formelor (Traclalus de latitudinibus for- 
marum) la Padua ín 1482 si 1486, iar la Venetia ín 1505; in 
1515 mai apare o editie la Viena [229]. ín acest tratat gásim o 
observatie interesantá despre comportarea unei márimi in veci- 
nátate cu cea mai mare valoarc a ei. Autorul, probabil unul 
dintre elevii sau urmasii lui Oresme, afirma cá in orice figura 
asemánátoare semicercului, intensitatea se termina „la cel mai 
inalt grad de incetinire" (lardilas) , iar rcmisia incepe de la cel 
mai inalt grad de incetinire in punctul mediu, unde se termina 
intensitatea. Nu se aratá totusi cá acest ,,grad cel mai inalt de 
incetinire 11 este, in terminología lui Oresme, un „nongrad“, adicá 
zero. Observatii analoge le face din nou J. Kepler in 1615 (de 
ambele párti ale maximumului márimea are la inceput o mieso- 
rare inscnsibilá), iar curind dupa aceea, P. Fcrmat formuleazá 
conditia necesará de extremum al unei curbe netede. Legat de 
aceasta, meritá sá amintim cá Oresme in opera sa (partea I, 
cap. XX—XXI) se apropiase de problema aprccierii cantitative 
a curburii liniilor si remarcase in particular cá intensitatea 
curburii circumferintci este invers proportionalá cu raza; dar in 
general, rationamentele lui in aceastá chestiune sint departe de 
a fi clare. 

Citeva serii noi sint súmate in opera amintitá a lui A. Thomas, 
asupra cáruia se manifestá influenta lui Oresme si in aceastá 
directie. La el gásim exemplele: 


. , 1 7 . 1 11 . 1 19 . 

1 -f- — --——•-——•-(- 

2 4 2* 8 2* 16 


2 3 2 2 6 2» 12 



si chiar seria: 


+ 2‘l + 2 2 '2 + 2 3 ’3 Í ~ 


despre care se spune cá suma ei este cuprinsá intre 2 si 4. Bine- 
inteles cá Thomas nu putea sá stie cá aceastá sumá este egalá 
exact cu 2 + ln 2* 230. 

Teoría despre latitudinile formelor contine o serie de chestiuni 
care capátá dezvoltare in matemática márimilor variabile in 


* Acest lucru este usor de vázut 
ln (1 — x ) in serie de puteri — N.A. 


luínd x = — 
2 


in 


dezvoltarea lui 
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secolul al XVII-lea si urmátoarele. Oresme se aflá la portile gco- 
metriei analitice a lui Descartes si Fermat, ale dinamicii lui 
Galilei si ale geometriei indivizibililor lui Cavalieri. In centrul 
teoriei lui Orcsmc se afla notiunea latitudinii variabile a formei 
si a reprezentárii ci gráfico. Cele mai remarcabile minti ale stiintei 
scolastice ajung la aceastá noliune in urina incereárilor de a inter¬ 
preta de pe pozitii noi problemcle filozofiei naturii antice si 
contemporane lor. Daca am transpune in limbaj modern vederile 
lui Oresme, atunci de felul lui de a trata dependenta dintre lati¬ 
tud i ni si longitudini cel mai mult s-ar apropia, probabil, notiu- 
nile noastre desprc functia de punct al continuului uni-, bi- si 
tridimensional. Proeedeul lui Oresme de a-si da functia este numai 
verbal si grafic, fiindeá dezvoltarea insuficientá a algebrei nu-i 
permite sá se foloseascá de formúlele devenite mai tirziu, in 
secolele al XVII-lea — al XVIII-lea, principalul procedeu de scriere 
a functiilor. Astfel, desi prezentarea gráfica a functiilor are pen- 
tru Oresme o importantá liotaritoare, despre ccuatia liniei intcn- 
sitatii la el mi poate fi nici vorbá, si mai mult chiar, nici vorbá 
nu poate fi desprc coordonatele punctelor. Oresme a dat si o 
clasificare origínala a functiilor 1 . 

Dupa Oresme, teoria latitudinii formelor nu a mai fost imbo- 
gátitá prin alte idei si a inghetat in acca forma pe care o cápátase 
la mijlocul secolului al XlV-lea. Incercárile initiatorilor ei de-a 
lega matemática de stiintele naturii nu ies din cadrul unor ratio- 
namente generale, abstráete si stabilind, de pildá, echivalenta 
miscárii uniform accelerate cu miscarea uniforma cu vitezá medie , 
ei nu folosesc acest rezultat in problema fundaméntala a miscárii 
unui corp aruncat. Teoria lui Oresme continuse citeva idei pro¬ 
funde, dar aparatul matematic propriu-zis pentru rezolvarea 
unor probleme concrete era sárácácios. Mai mult decit atit, acest 
aparat functiona in gol in analiza unor exemple ingenioase, dar 
artificíale. Dintre „forme“ fuseserá analízate doar cele limítate 
de segmente de drepte si fuseserá amintite ca posibile párti din 
circumferintá si elipsá ; despre studiul algebric al curbelor care 
alcátuieste esenta geometriei analitice nu existase nici o intentie 
oricit de vaga. 

Teoria latitudinii formelor este un exemplu de teorie cu posi- 
bilitñti vaste, dar care rámine pietrificatá pe de o parte din cauza 

1 Este interesantá asemánarea ncuniformitaplor neuniforme compuse 
ale lui Oresme, obpnute prin amcstecarea (mixtio) de arce de acelasi gen^ 
cu „functiile mixte“ (funcliones mixtae) ale lui Euler, care se dau pe dife- 
rite porpuni prin expresii analitice diferite — N. A. 


443 



lipsei unui contact viu cu jtiinjele naturii, iar pe de alta parte 
datoritá dezvoltárii insuficiente a unui aparat auxiliar (algebric). 
Nu se poate nega insá valoarea unor oameni extrem de pátrun- 
zátori, care inca in secolul al XlV-lea emit, chiar si intr-o forma 
neclará, scolasticá, citeva din ideile conducátoare ale matema- 
ticii márimiloi: variabile. Este destul de greu de apreciat influ¬ 
enza concreta a acestei teorii asupra matematicii epocii moderne. 
Aceastá teorie fusese cunoscutá si se scrisese despre ea inca la 
inceputul secolului al XVI-lea, si este foarte probabil ca infor- 
matii despre ea sá fi ajuns si pina la invá^a-fii din prima jumátate 
■a secolului al XVII-lea. Izbeste apropierea intre únele principii 
ale lui Descartes sau Galilei si cele ale lui Oresme, desi nici pri- 
mul si nici al doilea nu se refera la Oresme. Nu ne putem indoi 
nici asupra faptului cá invátatul italian Cavalieri cunoscuse 
bine literatura medievalá si, in particular, dispútele cu privire 
la natura continuului. Totodatá insá, stimulentele fundaméntale 
pentru elaborarea matematicii márimilor variabile in secolul al 
XVII-lea decurg din cerintele concrete ale dezvoltárii impetuoase 
a stiintelor naturii si a tebnicii, iar premisa ei principalá este stu- 
diul aprofundat al clasicilor antichitátii, si indeosebi al lui 
Arhimede si Apoloniu. 

Cultura matemática in Europa céntrala si de sud. In urma 
rázboiului anglo-francez de o sutá de ani (1338—1453), a ráscoa- 
lelor táránesti, a luptei intre Anglia si ScoZia si a altor eveni- 
mente, viaZa stiinZificá din Anglia si FranZa ajunge la decadenZá 
si centrul ei incepe sá se deplaseze din nou spre Europa centralá 
si de sud. S-au pástrat márturii cu privire la predarea matema¬ 
ticii in a doua jumátate a secolului al XlV-lea in universitáZile 
din Praga, Viena, Heidelbcrg si alte orase. Acolo se predá, de 
exemplu, un curs despre priinele cárZi ale Elemenlelor lui Euclid, 
pentru audierea cáruia un student trebuia sá pláteascá 8 grosi 
(grosul praghez bátut de Vaclaw al II-lea era o monedá mare de 
argint, cu o greutate de aproximativ 3,5 g). Alte obiecte mai 
erau: „algorismul numerelor intregi“, „algorismul fracZiilor“, 
„proporZÍile lui Bradwardinus", „longitudinile fenomenelor“, 
Almagestul etc. Metoda de predare constá in citirea cárZilor pe 
care le aveau in miná atit studenZii cit si profesorul, insoZitá de 
explicaZii verbale ale ultimului. In universitázi se organizeazá 
uneori discuZii matematice, permizind intr-o oarccare másurá 
sá se stabileascá grádul de asimilare a materiei de cátrc stu- 
denZ¡. 
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O atentie deosebitá o meritá aparitia generala de opere de mate¬ 
mática nu numai in limba latina, ci ji ín limbile nationale vor- 
bite, scrise pentru negustori, functionari de finante, topometri, 
maestri ji constructori. Acestea sint cárti de „aritmeticá prac- 
ticá" ji de „geometrie practica", continind reguli de rezolvare a 
celor mai uzuale probleme cu descrierea amánuntitá a calculelor 
ji cu un mare numár de probleme concrete. Inca Hugo din mánásti- 
rea Sf. Victor de la Paris (decedat in 1141) spunea cá orice invá- 
táturá geométrica este fie teorética, adicá speculativá, fie prac¬ 
tica, adicá activa; prima este baza celeilalte, aceasta din urmá 
fiind folositá de dulgheri, fierari, mecanici etc. O asemenea lite¬ 
ratura, la inceput in manuscrise, iar mai tirziu tipáritá, capátá 
o inflorire deosebitá in secolele al XV-lea — al XVII-lea. Citám 
ca exemplu bogata culegere de probleme alcátuitá la mijlocul 
secolului al XV-lea la mánástirea Sf. Emmeran din Regensburg, 
care contine — partial in limba germana, partial in latina ji 
chiar combinat — aproximativ 350 de probleme cu regula de 
trei, regula asociatiei, regula amestecurilor, regula celor douá 
false pozitii etc. [231]. In secolul al XVII-lea apar ji in Rusia 
in manuscrise, opere de aritmética practica avind si capitolc 
de geometrie [203]. Mai devreme inca in Germania apáruse asa- 
numita Geometría din Kulm — un manual de agrimensura prac¬ 
tica, cuprinzind cinci párti, intocmitá de un autor anonim la 
finele secolului al XIV-lea [232]. Acest autor folosise pe larg 
lucrarea latina Practica geomelriei (Practica geometriae), scrisá 
la Paris in 1346 de matematicianul ji astrologul curtii regale,. 
Dominico de Clavasio, italian de origine. 

Nu ne vom opri asupra numeroaselor manuscrise italiene din 
secolul al XlV-lea. Vom remarca doar cá in ele se rezolvá ji pro¬ 
bleme de algebra, necunoscuta fiind numitá cosa, — o traducere 
a termenului latinesc res — adicá obiect; pátratul— quadralo- 
censo sau quadrato sau censo-, cubul — censo cubo sau cubo-, mai 
departe urmeazá censo, di censo ji censo di cubo; termenul líber 
se numejte numero — adicá numár. Afará de rezolvarea ecuatii- 
lor de gradul al doilea, aici se intilnesc primele incercári de a 
rezolva prin radicali ecuatii de grad superior, la care se trece deci 
cu mult inainte de inceputul secolului al XVI-lea, cind o asemenea 
solutie a fost gásitá pentru ecuatia de gradul al treilea. Astfel,. 
in opera unui autor anonim, ecuatia cubicá 

X 3 -)- px 2 + qx = r 
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se rezolvá dupa regula: 



Aceasta formula nu este in general corcctá, dar este buná in cazul 
cind p 2 = 3 q, fapt care nu este subliniat in manuscris. De 
aceea, ín cxemplul analizat in manuscris 

x 3 + 60 x 2 + 1200 a; = 4 000, 

rezultatul x = p' 12 000 — 20 este corect. Procedeul (neprezen- 
tat cititorului) prin care autorul si-a ales ecuatia este evident. 
ín mod analog, autorul se stráduieste sá rezolve ecuatii de gra- 
dul al patrulea si ciliar al cincilea. Inteligenta incontesta- 
bilá a accstui matematician necunoscut nu 1-a oprit insa de a 
comité si o serie de erori [21, II]. 

In Cehia, la Universitatea din Praga, isi desfásoará activi- 
tatea astronomul si matematicianul Jan Sindel din Gradz Kar- 
low (aproximativ 1375—1453), cunoscut de asemenea sub numele 
de Johannes Pragensis, adicá din Praga; un timp oarccare el 
lucreaza la Universitatea din Viena. Un alt matematician din 
Praga, magistral Kíist’an din Praehowicc (aproximativ 13GG— 
1439), serie in jurul anului 1400 Algurismul pruzaic (Algurismus 
prosaycus). Ceva mai tirziu, la Universitatea din Praga lucreaza 
profesorul in stiinte matematice Martin din Lencziz, din apropie- 
rea Varsoviei (aproximativ 1405—1463). Dar cel inai remarca- 
bil matematician provenit din Cehia este Jan Widmann, despre 
care vom vorbi mai departe [233]. 

La Universitatea din Cracovia, la mijlocul secolului al XV-lea 
lucreaza Martin Krol din Przemysl, autorul unei opere de geo- 
metrie practica. Albert Blar Brudziewski (1445—1497), fost stu- 
dent si apoi profesor la Universitatea din Cracovia, preda aici 
cursul de aritmética, perspectiva si astronomie si se ocupa in 
mod special de studentii mai inzestrati. íntre 1480 si 1490 aici 
se numárá 16 profesori de matemática. íntre anii 1491 si 1494 
la Universitatea din Cracovia invatñ Copernic, care ulterior isi 
incheie studiile in Italia. 

In Austria se evidentiazá Georg Peurbach sau Purbach (1423— 
1461) care, dupa Johannes din Gmunden, preda la Universi¬ 
tatea din Viena astronomia si matemática, precuni si literatura 
latina. Meritele lui constau in special in elaborarea trigono- 
metriei. 
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Am mai amintit despre únele traducen latinesti ale operelor 
arabe de trigonometrie si despre preccuparca luí León Gbersonide 
fatá de aceastá stiinta. Practica geomclriei a luí Dominico Cla- 
vasio amintitá mai sus stá marturic despre cunoasterea elemen- 
telor de trigonometrie. In Anglia, opere de trigonometrie avind 
la baza traditia vest araba sint serise de Richard Wallingford, 
aproximativ in 1292-—1335, fost student al Universitatii din 
Oxford, si de John Moduit, un contemporan al lui Wallingford 
si lector la aceeasi Universitate din Oxford. Johannes din Gmun- 
den serie de asemenca o opera speciala de trigonometrie. Dar 
tóate aceste lucrari mai poaila un carácter dcstul de elementar. 

Traiaiul prieind propunerile lui Ptolcmcu despre sinusuri ?i 
coarde (Tractalus super profosiliones Ploltmciei de sinibus et chor¬ 
áis) al lui Peurbach arata ca autorul lui fusese un bun matema- 
tician. Peurbach isi propúsose sa intocmcasca tabele noi de sinu¬ 
suri. Apropiindu-se mult de Johannes din Gmunden, el expune 
cu acest scop procedcele de calcul luate din treducerilc latinesti 
ale operelor lui Ptolcmeu si ale literaturii vest arabe de mate¬ 
mática. Tabelele lui Peurbach, calcúlate din 10' in 10' pentru 
o raza de 600 000, au ramas in manuseris, iar la editia tiparitá 
a tratatului sáu, publicata la Nürnbcrg in 1511, au fost adaugate 
tabelele remarcabilului sau clcv, Regioniontanus. 

Pentru masuratori astronomice si gcodezice, Peurbach pro¬ 
pune o varianta nouá de goniometru, „pátratul geometric“, a carui 
descriere se publica la Nürnberg in 151G. Acesta este un patrat 
cu o diagonalá rotativa, prevazutü cu dioptri, cu laturi orizon- 
tale si verticale divizate in 1 200 de parti egale si inzestrat cu 
un fir cu plumb pentru orientare. Peurbach intoemeste un tabel 
auxiliar de arctangente pentru acest instrnment. 

Un amator de matemática este multilateralul invatat umanist, 
germanul Nicolaus din Cusa (1401—1464). Acest fiu al pcscarului 
Krebs din satul Cusa de pe Mosella, fost student al Universitatii 
din Heidelberg si Padua, devenit cardinal in anuí 1449, se ocupa 
activ de astronomie, geografie, mecanicít, filozofie si drept, 
precum si de teologic. El propune o reforma a calendarului si in¬ 
toemeste o harta a Europei. In operele sale filozofice, in care se 
amestecá idei panteiste si mistica scolastica, el acorda multa 
atcntie chestiunilor de matemática — problemei infinitului, si 
indeosebi disputei strávechi despre discontinuu si continuu. 
íntre 1445 si 1459 el serie o serie intreagá de lucrari despre rec- 
tificarea circumferintei [234]. Urmindu-1 pe Aristotel si pe multi 
altii, Nicolaus din Cusa era convins de imposibilitatea evadra- 
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turii cxacte a cercului. Plecind de la opera lui Arhimede despre 
másurarea cercului, care impreuná cu alte lucrári ale marelui 
invá^at grec fusese tradusá atunci in limba latina de Giacobo din 
Cremona (decedat aproximativ in 1452), el se ocupa decáutarea 
unor construc^ii aproximative, simple, dar destul de exacte. 
Conform principiului sáu al „coinciden|ei opozi|iilor“, el con¬ 
sidera cá cercul este un poligon cu un numár infinit de laturi. 
Rezultatul fundamental pentru rectificarea unui are de circumfe- 
rin^á, in notaRile noastre, se poate exprima prin formula: 


tp ^ 


3 sin 9 
2 + eos 9 


í 95 

( =cp -m- 



Formula da aproximári bune prin lipsá; de exemplu, pentru 
-tp = 45° vom objine 0,7836 in loe de 0,7854, asadar o eroare de 
0 , 2 %. 

Pregátirea matemática a lui Nicolaus din Cusa fusese insufi- 
cientá, ji raRonamentele lui ingenioase erau imbrácate intr-o 
forma imperfecta. Precizia regulii prezentate a ramas necunoscutá, 
iar din aproximárile lui proprii pentru n, doar una singurá era 


mai buná decit ^ . Tóate acestea provocara critici din partea 


contemporanilor sai, si printre ei a lui Regiomontanus. Studii 
mai aprofundate in aceastá direepe au fost intreprinse de F. Viéte. 
la finele secolului al XVI-lea si mai tirziu de W. Snellius, care 
gáseste din nou aproximarea lui Nicolaus din Cusa si adaugá 
la ea o aproximare analogá prin exces. Aproximári simple ji 
mai bune sint gásite ulterior de Ch. Huygens (care da si o con- 
■struepe elegantá a expresiei lui Nicolaus de Cusa), Newton si 
alR invá^a^i din secolele al XVII-lea—al XVIII-lea. 


fnceputul epocii Renasterii. „Studiul modern al naturii... ísi 
are inceputurile ca si toatá istoria moderna in acea época gran- 
<lioasá pe care noi, germanii, o numim, dupa nenorocirea napo- 
nalá care ne-a lovit atunci, reforma, francezii — Renastere, iar 
italienii — cinquecento , si care nu este pe de-a-ntregul exprimatá 
de nici una din aceste denumiri. Este época care incepe in a doua 
jumátate a secolului al XV-lea“ [3, p. 4], ípi mai departe, Engels 
remarca o serie de particularitáp ale acestei epoci: crearea monar- 
hiilor mari na^ionale de catre regalitate in alianza cu tirgoveRi 
ji in lupta cu nobilimea feudalá, inceputul noilor lupte de clasá, 
si odatá cu aceasta impártájirea culturii • antice si inflorirea 
nemaivázutá a artei si apariRa unei literaturi noi. Nu numai 
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in Italia, undc ele luaserá nastere cu mai bine de 150 de ani 
mai devreme, dar si in Germania, Franta, Anglia, Spania, Cehia, 
Polonia si Dalmatia se formeazá relatii capitaliste, pe care 
Engels le caracterizeazá astfel: pámintul fu descoperit de fapt 

abia acum, tot acum fura puse bazele comertului mondial de mai 
tirziu, precum si ale transformárii mestesugului in manufactura, 
care. la rindul ei a constituit punctuí de plecare pentru marea 
industrie moderna. Dictatura spiritualá a bisericii fu infrintá... 
Aceasta a fost cea mai mare rásturnare progresista din cite tráise 
omenirea pina atunci, o época care avea nevoie de titani si care 
a creat titani, titani ca gindire, pasiune si carácter, ca multi- 
lateralitate si ca eruditie [3, p. 5]. Ca baza teorética a dezvoltárii 
fortelor de productie si ca arma ideológica a burgheziei se for¬ 
meazá cunoafterea stiintificá a naturii, iar odatá cu aceasta, 
in slujba ei si in primul rind a mecanicii corpurilor ceresti ji 
terestre se produce „deseoperirea ji perfectionarea metodelor 
matematice" [3, p. 7]. 

Dupa cum s-a mai spus, pentru ráspindirea si pentru accelerarea 
dezvoltárii matematicii si a altor stiinte, o imensá importanjá 
o capátá tiparul. Mai stim de asemenea cá in ultimul sfert al 
secolului al XV-lea sau poate ceva mai devreme, in Germania si 
Italia apar priinele manuale tipárite de aritmeticá. In jurul 
anului 1484 se publicá prima geometrie germaná intr-un volum 
redus, al cárei autor anonim prezintá citeva construc^ii simple 
fundaméntale (printre care si pentagonul construit cu compasul 
de deschiderc constantá), avind probabil in vedere cerintele con- 
structorilor. Dupá aceasta, in Italia, Germania, Franta si alte 
tari ale Europei, publicarea cártilor de matematicá se desfásoará 
intr-un ritm din ce in ce mai accelerat; am mai amintit de multe 
ori publicapi apárute in secolul al XV-lea. 

Trebuie subliniatá o particularitate a literaturii matematice 
din perioada de timp eonsideratá. In conformitate cu cerintele 
societátii, apar intr-un numár tot mai mare opere in limbile 
najionale vorbite si se creeazá terminología stiintificá in aceste 
limbi. Asemenea opere se intilneau in mod excepcional si mai 
inainte, dar numai in noile State nationale incepe procesul pro- 
priu-zis de creare a literaturii stiintifice nationale, destinatá acum 
nu numai pentru virfurile putin numeroase ale oamenilor culti 
oare vorbeau limba latiná. Vom vedea cá únele lucrári stiinti¬ 
fice importante de la sfirsitul secolului al XV-lea sint scrise in 
mod constient in limbile germaná, francezá $i italianá. 
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Trigonometría si algebra devin disciplinele matematice funda¬ 
méntale ale epocii de timp ce o analizám. 

Regiomontanus fi dezvoltarea trigonometriei. Johan Müler 
din Kónigsberg (in Koburg), poreclit Regiomontanus dupa numele 
latinesc al locului sáu de najtere, este un remarcabil matematician 
ji astronom din a doua jumátate a secolului al XV-lea (1436— 
—1476). La virsta de 12 ani el se inscrie la Universitatea din 
Leipzig, apoi este elevul lui Peurbach la Universitatea din Viena, 
iar din anuí 1458 incepe el insuji sá predea cursuri. Cálátorind 
prin Italia, el invada íimba greacá. 

In 1464, prezintá la Padua referate despre astronomul al-Fer- 
gani, precedindu-le printr-o trecere generala in revista a istoriei 
matematicii — prima in Europa occidentalá. El spune cá matemá¬ 
tica este o jtiinjá a marimilor ji se imparte in douá párji — 
geometrie ji aritmética dupa cum márimea considerátá este con¬ 
tinua sau numérica. Geometría apáruse in Egipt, fiind impusá 
de nevoia de a restabili hotarele ogoarelor inúndate periodic 
de revársárile Nilului. Mulji au inregistrat in scris aceste cunoj- 
tinje. Euclid din Megara — Regiomontanus confunda, ca si 
mul^i al^ii din acele vremuri, pe autorul Elemcntelor cu filozoful 
contemporan al lui Platón—reunejte in 13 cárfi ceea ce cule- 
sese de ici ji de colo. Hipsicles mai adaugá alte douá cárji la cele- 
lalte. Boethius traduce tóate cele 15 cárji in Iimba latina, dar 
nu reda textul aja cum exista el in Iimba greacá. Mai tirziu, Ade- 
lard din Bath ji Alfred, si in cele din uriná Campano, prelucrará 
din nou cele 15 cárp sub numele lui Euclid, primii doi — ele- 
gant ji succint, iar al doilea — cu mare claritate. Apoi urmeazá 
Apoloniu, cu opera Secfiunile conice incá netradusá, si Arhi- 
mede, ale cárui opere fuseserá traduse de Giacobo din Cremona 
in timpul papii Nicolae al V-lea. In opera lui Arhimede despre 
spirale existá o incercare de a prezenta circumferinta ca o dreaptá, 
pentru a obpne evadratura cercului, lucru de care se ocupaserá 
mulp invá^aR din antichitate, chiar ji in zilele noastre continua 
sá se ocupe de aceastá problemá bárba^i foarte de seamá. Insuji 
Arhimede scrisese ji el despre másurarea cercului. De indatá ce 
Apoloniu va fi tradus din Iimba greacá in latiná, va produce 
o uimire unanimá. Pentru a nu se abate prea mult de la subiect. 
deciará Regiomontanus, el va mai numi doar pe Eutokios, un 
comentator al lui Arhimede, pe Teodosiu ji pe Menelau ca unii 
ce scriseserá despre sferá ji, va trece sub tácere mul^i alp geo- 
metri care au scris in diferite limbi. Unde a apárut oare aritme- 
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tica ar fi foarte greu de spus. Defi Pitagora a devenit nemuritor 
prin ftiinja numerelor, pe care el fi-a insufit-o de la egipteni 
si arabi, totufi baze mai meritorii a creat Euclid ¡n cárple a 
Vil-a, a VlII-a, fi a IX-a, din care s-a inspirat si Jordanus. Cu 
ajutorul lor Euclid a compus fi alte trei cárji foarte bune, Desprc 
numerele date. Cele 13 cárj.i extrem de subtile ale lui Diofant nu 
le-a tradus inca nimeni ¡n limba latina, ln ele se ascunde intreaga 
floarc a matematicii, si anume arta necunoscutei si a pátratului, 
«.•are acum se numefte, cu un cuvint arab, algebra. Mai departe 
Regiomontanus trece la istoria astronomiei [21, II, pp. 201—262]. 

In timpul cit stá in Italia, Regiomontanus serie opera Cinci 
cárfi despre triunghiuri de tóate genurile (De triangulis omnimo- 
dis libri quinqué) [235]. In ea sint expuse problemc de deter¬ 
minare a triunghiurilor, únele fiind rezolvate cu ajutorul alge- 
brei fi nu prin construc^ie, iar mai departe urmeazá trigono¬ 
metría plana fi sfericá. Aceasta este prima lucrare in Europa, 
in care trigonometría este privitá la scará marc ca o disciplina 
matemática independentá. Conpnutul fundamental al trigonome- 
triei lui Regiomontanus este luat din literatura araba fi are 
originile in lucrárile lui at-Tusi fi ale altor citorva autori [170]. 
Dar lui Regiomontanus ii revine meritul de a fi sistematizat 
intr-un mod magistral fi de a fi expus excelent un material imens, 
pe care el il complcteazá cu rezultate particulare proprii, inso- 
tite in multe cazuri de demonstrapi origínale. Aceasta opera este 
scrisá intre anii 1462 fi 1464; dar autorul n-a apucat s-o publice 
si ea se tipárefte de abia in anuí 1533 la Nürnberg, jucind un rol 
foarte mare in dezvoltarea ulterioará a trigonometriei [236], 

In anuí 1464, Regiomontanus intoemeste un tratat polenric 
¡nipotriva lui Nicolaus din Cusa, reprofindu-i inexactitatca tutu- 
ror cvadraturilor propuse pentru cerc fi caractcrul filozofic fi 
nematematic al demonstraliilor lui. Un alt vehement tratat pole- 
inic al lui Regiomontanus este ¡ndreptat impotriva traducato- 
rului Almagestului, George din Trapezunt (1396—1486), care 
II considera pe Aristotel mai presus de Platón, ceea ce, dupa 
párerea lui Regiomontanus, nu e indreptápt. 

Regiomontanus mai face observa^ii in Italia fi asupra eclip- 
selor lunare. In 1468 el se inapoiazá la Universitatea de la 
Viena, iar mai tirziu, la invitaría regelui ungar Mathias Cor- 
vinul, lucreazá la Ofen (astázi Buda, o parte din oraful Buda- 
pesta), unde intoemefte tabele astronomice — chestiune cáreia 
el ii acordá multa atenpe mai tirziu. ín 1471, Regiomontanus 
se stabilefte la Nürnberg, unde fostul sáu elev, Walter Bernhard, 
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iconstruieste pentru profesorul sáu un observator astronomic, un 
atelier pentru confectionarea instrumentelor astronomice de gonio- 
metrie si o tipografie. Regiomontanus se ocupa de alcátuirea 
unor tabele astronomice si trigonometrice, de traducen si de t i pa¬ 
rir ea unor lucrári stráine si proprii. In 1475, Regiomontanus 
pleacá la Roma, fiind invitat de papa pentru a se ocupa de reforma 
calendarului, dar curind moaré, otrávit pare-se de fiii lui Georgc 
din Trapezunt. 

Lásind de o parle lucrárile astronomice ale lui Ilegiomontanus, 
care au jucat un rol mare in istoria acestei stiintc, vom aráta cá 
el a intoemit un tabel pentru calculul catetei a dintr-un triunghi 
sferic dreptunghic in functie de unghiul opus A si ipotenuza c, 
conform formulei sin a = sin c sin A. El insusi isi numeste 
tabelul „cu douá intrári“. Máriinile c si A variazá cu un interval 
de I o ji tabelul este insotit de inici tabele auxiliare continind 
párple proportionale. fntr-un alt tabel al sáu, Regiomontanus 
dá tangentele unghiurilor, denumite de el, simplu, numeri (numere), 
luind pentru prima oará raza egalá cu 100 000. Intr-unul din 
tabelele lui de sinusuri, crescátoare din minut in minut, el atinge 
o precizie si inai mare luind raza egalá cu 10 7 (compará 1 cil 
p. 389). 

Intr-un manuscris de geometrie rámas de la Regiomontanus 
se studiazá poligoanele stelate. Ampia lui corespondentá confine 
o serie de probleme interesante pe care el le propune prietenilor 
sái [237]. Asa, de exemplu, intr-o scrisoare adresatá astrónomului 
italian G. Bianchini (decedat in 1466) se cere sá se gáseascá aria 
unui patrulater inscris intr-un cerc cu diametrul egal cu 60 si 
ale cárui laturi sá se afle intr-un raport, precum 4:7:13:17. Esle 
interesantá si o problema de máximum — prima cunosculá nouá 
dupá problemele din antichitate. O prájiná de 10 picioare lungime 
este atirnatá vertical, asa incit deasupra pardoselii mai rámin 
4 picioare. La ce distantá de la capátul ei inferior se gáseste pe 
pardosealá locul din care ea poate fi vázutá sub cel mai mare 
unghi? Punctul cáutat este acela unde circumferinta ce trece 
prin cápetele prájinii este tange'ntá la pardosealá. Mersul rezol- 
várii lui Regiomontanus nu se cunoaste, dar este reconstituit 
pe deplin verosimil [21, p. 2831. Printre problemele de aplicarr* 
a algebrei la geometrie intilnite in corespondentá lui Regio¬ 
montanus atrage atentia o problemá reductibilá la o ecuatie de 
gradul al treilea si pe care el nu putuse s-o rezolve. Este insá 
remarcabilá indicatia lui cá rezolvarea acestui gen de probleme 
ar da posibilitatea sá se construiascá coarda unui unghi de I o , 
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fiind cunoscutá coarda unghiului de 3°. Scrisorile luí Regio- 
montanus mai confín probleme cu ecuatii nedeterminate liniaré 
§i de gradul al doilea, únele fiind de aceiasi tip cu cele intilnite 
in Orient, si mai tirziu la Leonardo Pisano. 

fnceputurile simbolicii algebrice. Dezvoltarea calculului scris 
si crearea metodelor algebrice duc, in a doua jumátate a seco- 
lului al XV-lea, la introducerea unei serii intregi de semne alge¬ 
brice si la crcarca bazelor calculului algebric. Primelc incercári 
de a oglindi prin simboluri generalitatea proprie metodelor alge- 
brei, dupa cum am mai vázut, nu fuseserá incununate de succes. 
La Leonardo Pisano si Jordanus Nemorarius, lucrurile nu merse- 
será mai departe de notaría literalá a márimilor, lipsitá de vreun 
principiu de diferenpere a cunoscutelor de necunoscute, a pute- 
rilor lor etc. Acum, in istoria simbolicii se produce o cotiturá, 
legatá in primul rind de crearea semnelor pentru operapile alge¬ 
brice. Numai dupa aceasta, regulile verbale au putut fi inlocuite 
prin formule adevárate, si expresiile generale algebrice'deyin 
ele insele un obiect de calcul. Un alt factor hotáritor este crearea 
unor sitnboluri diferentiate pentru diferite categorii de márimi 
algebrice. Tóate acestea au avut consccintc ce au iesit cu mult 
in afara cadrului algcbrei propriu-zise. 

La originile simbolicii algebrice se aflá lucrárile lili Jan Wid- 
niann. El s-a náscut in ora^ul ceh Ileba, a studiat la Universi- 
tatea din Leipzig, si, obtinind diploma de magistru, devine in 
1485 profesor la aceasta universitate. Se pare cá el este primul carc 
inccpe sá predea algebra la universitate. Lui Widmann ii aparpne 
opera Calcul rapid p frumos pentru intreaga neguslorime (Behende 
and hübsche Rechnung auf alien Kaufmannschafl), tipáritá intiia 
oará la Leipzig in anuí 1489 si retipáritá ulterior in multe edipi. 
In opera lui Widmann se simte atit influenta lui Jordanus 
Nemorarius, cit si a lui Leonardo Pisafio. In aceasta carte apar 
pentru prima oará tipárite semnele -)- (plus) pentru adunare si 
(minus) pentru scádere. Despre provenienta acestor semne 
exista pina in prezent diferite supozipi. Unii afirma cá ele ar fi 
provenit de la semnele ce se puneau pe lázile cu márfuri, arátind 
cá greutatea lor este mai mica sau mai mare decit cea standardi- 
zatá. Atyii considera cá ele sint de origine indianá. Este posibil 
ca ele sá fi fost initial niste prescurtári ale cuvintelor, in parti¬ 
cular semnul + ar fi provenit de la semnul &, latinescul et (con- 
junepa „si“) in scriere prescurtatá. Cu cipva ani mai inainte, 
semnele + si — se intilnesc in manuscrisele de algebrá in limba 



germana ji latina folosite de Widmann si pástrate ínaintc vreme 
la Dresda (fig. 114). 

Ca ji tóate celelalte opere din acele timpuri, cartea lui Wid¬ 
mann abunda in nenumárate reguli izolate, avind fiecare denu- 
mirea sa proprie infloritá ji servind pentru rezolvarea unor pro- 

H— ** 9 t 4 + zy- S1 

JS-22x x 3 + 2x 3 

Fig. 114. Prima aparRie a semnelor minua ji plus in manuacrise de algebra 

(¡n jurul anului 1486). 

blcme aritmetice de un anumit tip. In partea de algebra, autorul 
se bazeazá pe larg pe opere mai vechi, inclusiv pe manuscribe 
germane si latincsti ale unor autori anonimi, alcátuite intre anii 
1450 ji 1460 si mai tirziu. Intr-un asemenea manuscris sint prr- 
zentate 24 de reguli pentru rezolvarea cclor jase forme fundamén¬ 
tale ale lui al-Horezmi pe care le cunoajtem ji pentru alte 18 
forme reductibile la ultímele prin impartiré, sau bipátrate, san 
conjinind ecuatii cu doi termeni de gradul al treilea ji al patrulea. 
In aceste manuscrise exista de pe atunci elemente de terminologie 
ji simbólica sui generis, care disting algebra Germaniei secoluíui 
al XVI-lea. Autorul unuia din aceste manuscrise caracterizeazá 
astfel importanta algebrei: el observa cá tot ce se face cu ajutorul 
unui simbol, prin care el iji noteazá necunoscuta, se poate face 
ji fárá el ji cá aja se procedase ji inainte, pina la inventarea alge¬ 
brei, dar numai cu ajutorul a numeroase alte mijloace ji ra- 
tionamente. 

Algebra in sine se cheamá de regula algebre sau kosse. Ultimul 
cuvint provine de la denumirea italiana a necunoscutei cosa, 
care, prin cuvintul latinesc res, iji trage originea din termino- 
logia araba. Sub forma de coss el incepe sá serveascá ji pen¬ 
tru denumirea primei puteri a necunoscutei ji a intregii jtiinto 
a algebrei. Necunoscuta ji puteri le ei cápátará denumirea de numere 
cossice. In denumirile ji notatiile puterilor necunoscutei se pro- 
duc la inceput modificári neesenjiale, dar spre sfirjitul sccolului 
al XVI-lea, terminología cossicá ji simbólica se stabilesc defi- 
nitiv. Vom prezenta un tabel de termeni ji simboluri dintr-o carte 
vestitá a cehului Krist’an Rudolf din .favor (aproximativ 1500 — 
1545): Calculul rapid ji {rumos cu ajutorul regulilor iscusite ale 
algebrei, numite de obicei coss (Behend und hübsch Rechnung durcl\ 
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Fig. 115. Semnc cossice pentru puterile necunoscutei iu cartea 
Iui Kr. Rudolf (anuí 1525). 


die kunstreichen Regelri Algebre, so gemeincklicli dle Coss genennt 
werdeti). Rudolf lucreazá la Viena ca profesor particular de mate¬ 
mática si inelude in lucrare marea sa experienta, fapt despre care 
vorbesc numeroasele editii ale carjii, publicatá intii la Strass- 
burg in 1525 si retipüritá de citcva ori pina in 1615. 

Se cunoaste originea citorva termeni si semne cossice. Semnul 
márimii constante, numit drahma (cuvintul arab dirhem) san 
mimar, este o modificare a literci initiale a acestui cuvint la care 
s-a adáugat o codita. Semnul pátratului este pur si simplu prima 
litera a cuvintului gemían, care reproduce termenul latinesc. 
Semnul necunoscutei, numitá de asemenea si Ding — obiect, 
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putea sá fi provenit tot din denaturarea primei litere. Nu exista 
o explicatie satisíácátoare pentru denumirea si notatia puterii 
a cincea [33, II]. 

Oricit de sárácácioasá si de greoaie fusese simbólica descrisá, 
crearca ei rcprezintá un pas irnportant Inainte. Rudolf o dezvoltá 
intrucitva mai departe. Asa de exemplu, pentru eeuatiile liniare 
cu doua necunoscute el mai intrebuinteazá, pentru cea de-a doua, 
litera gótica q, de la cuvintul quanlilas — cantitate. Tot lui ii 
apartine semnul de astázi al radicalului, dar fárá linia orizon- 
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de la sfirsitul secolului al XV-lea, rádácina pátratá se insemna 
printr-un punct pus In fata numárului, cea cubica — prin trei 
puñete, iar rádácina de ordinul patru — prin doua puñete, ca 
rádácina pátratá dintr-o rádáciná pátratá. Pentru simplificare 
si scriere mai rapidá, púnetele se transformá in liniute. 

Sá mai observám cá Rudolf numeste de citeva ori calculul 
cossic—„acest algoritm“. 

Simbólica algebricá se creeazá simultan in Gcrmania, Italia, 
Franta, pretutindeni mergindu-se pe cái diferite spre un singur 
Jel. Acest proces dureazá aproape douá secóle si este incheiat in 
párale esentiale abia de Descartes si de succesorii sái. 
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Fig. 116. Semne cossice in cartea lui Kr. Rudolf (anuí 1525). 
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Leonardo da Vinci. Dezvoltarea matematicii in Italia e mar- 
cata prin succese noi ín diferite domenii. Tot mai numeroase 
si mai accesibile devin traducerile clasicilor antici greci. Am mai 
spus cá Giacobo din Cremona tradusese din limba greacá opérele 
lui Arhimede. George din Trapezunt traduce Almagcslul, impre- 
uná cu comentariile lui Teon. In tipografía germanuiui Erhardt 
Ratdolf (aproximativ 1443—1528), stabilit la Venetia, se tipa- 
reste in 1482 traducerea din limba araba a Elementelor lui Euclid, 
realizatá de Campano — una dintre primele editii tipárite de 
literatura matemática, inzestratá cu desene. Accastá traduccrc 
este curind reeditatá de L. Pacioli (Venepa 1509), iar intre timp 
B. Zamberti (aproximativ 1473, decedat dupa 1539) editeazá 
si o traducere din limba greacá a acelorasi opere (Venetia, 1505). 

La ráspindirea cunostinjelor matematice, cit si la elaborarea 
unor noi teorii matematice contribuie construepa oraselor aflata 
intr-o dezvoltare impetuoasá si inflorirea strálucitá a artelor 
plastice. In época Renasterii, arhitecjii, inginerii, pictorii si 
mestesugarii incep sá se intereseze intens de matemática in gene¬ 
ral, si in special de teoria perspectivei si a proporjiilor. O pleiada 
intreagá de oameni strins legaji de cercurile de artisti se ocupa 
de elaborarea teoriei perspectivei, generalizind experienta practi- 
cienilor. Se introduce nojiunea de punct de fuga si punct prin¬ 
cipal al tabloului, se elaboreazá procedeele de reprezentare in 
perspectiva a unui obiect dupa proiecRile lui orizontale si verti- 
cale etc. Apare cu rapiditate o intreagá literaturá, continind si 
informapile necesare de geometrie [238]. Vom cita doar trei 
opere italiene: Despre picturá (Della pictura, 1435) a lui 
L.B. Alberti (1404—1472), tipáritá la Venetia in 1511, si Despre 
perspectiva $i picturá (De perspectiva pingendi, aproximativ in 
148Ó) a lui Piero de Franceschi (1410?—1492), a cárui altá lucrare 
despre corpurile regúlate apáruse intr-o anexá la opera lut 
L. Pacioli (Despre proporfia divina) (vezi p. 464). Dupá italien» 
urmeazá in alte Jári francezul J. Pélerin (1445?—1523?) cu lucrare» 
sa Despre perspectiva artística (De artificiali perspectiva) editatá 
la Toul in 1505 si reeditatá patru ani mai tirziu, precum si remar- 
cabilul pictor german A. Diirer (1471—1528) care serie speciaE 
pentru pictori Indrumári pentru másurálori cu ajutorul compa- 
sului §i al riglei (Underweysung der Messung mit dem Zirckel und' 
fíichtscheyt, Nürnberg, 1525; trad. latiná, Paris 1532 si alte ed.).. 
In schimb matematicienii intreprind abia mai tirziu un studin 
sistematic al teoriei perspectivei. 
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Printre maestrii artei italicne carc acordá o atente deosebitá 
matematicii, ccl mai remarcabil este genialul pictor, invájat ji 
inginer Leonardo da Vinci (1452—1519). Ocupindu-se de stiin- 
Jele experiméntale, de mecánica, óptica si astronomie, el vede !■ 
matemática un model de demonstrare stiintificá, iar mecánica 
o numeste „raiul matematicii". ln lucrarea sa Tratat de picturá 
(II trattalo della pictura, publicat in 1651) el rccomandá picto- 
rilor sá stuíieze stiin^ele, printre eare si perspectiva geométrica 
cxpusñ aici. El aratá cá „un indrágostit de practica dar rupt de 
jtiinlá este ca un círmaci care urca j)e o corabie fárá cirmá sau 
busolá; el nu-i sigur niciodatá incotro pluteste". Dar si stiin^a 
íárá practicó seamáná cu „o apa státátoare, care fie putrezeste, 
fie ingheatá la frig, iar mintea omului, negásindu-si intrebuin- 
tare, se of i leste* “. Viaja pliná de peregrinári nu i-a dat lui Leo¬ 
nardo da Vinci posibilitatea de a-si elabora ideile stiintif¡ ce si 
de a le expunc sub forma unor opere finite. Totusi s-au pástrat 
caietele lui de note, continind insemnári disparate si schije, 
án cea mai rnare parte ueterminate [239]. Temática matemática 
este prezentfi in ele sub forma de cxercijii si probleme, avind 
intr-un fe] sau altul o destinalic practica, prccum si sub forma 
unor probleme filozol'iee légate de nojiunile matematice. El 
acordó multa atentie gásirii ariilor si a volumelor cchivalente, 
poligoanelor stelate, coustrucliei poligoanelor regúlate, fie cu 
latura data, fie inserise intr-o circumferintá data, deseori cu 
condijia ca deschiderea compasului sa ráminá constantá, — 
chestiune de care se ocupase inca Abu-l-Vafa. Unele solujii sint 
aproximative (de .exemplu, in cazul heptagonului si al nonago- 
nului), iar pe áltele insusi Leonardo da Vinci le recunoaste ulte¬ 
rior ca fiind eronate. Caietele mai contin $i studiul lunulelor, 
•observajii cu privire la diferenjele clintre curbcle plañe si strimbe, 
despre imposibilitatea evadraturii cercului, despre introducerea 
semnelor -f- si —. Leonardo propone sá se realizezc evadratura 
aproximativá cu ajutorul unei roti, a cárci lájimc sá fie egalá.cu 
jumátate din raza ei. Dacá o vom roti pe un plan, atunci la o 
rotatie completó, urma ei dreptunghiulará va avea o arie egalá 

cu aria roti i insásij rcr 2 = 27tr._ Este remarcabil faptul cá, stu- 

diind centróle de greutate ale figurilor si ale corpurilor, ca de 
exemplu al semicercului si al tetraedrului, precum si in cazul 
determinárii ariei elipsei, Leonardo aplicó metodele lui Arhimede, 
anticipind pe invátajii din secolul al XVIII-lea. El inventeazá 
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■citeva instrumente matematice, precum: compasul pentrur 
márirea sau micjorarea proporciónala a figurilor, un dispozitiv 
pentru trasarea parabolei ji áltele. Deji Leonardo se pronunjá 
in mod teoretic impotriva indivizibilelor („Ceea ce este divizibil. 
actual este divizibil ji potencial, totuji nu tóate márimile, divi- 
zibile potencial, vor fi divizibile actual", „punctul nu este w 
parte din linie“ 5 .a.), practic el aplica totuji metoda indivizi¬ 
bilelor, acordindu-i probabil o importante euristicá. Aja, de- 
exemplu, in studiul scurgerii apei dintr-un vas, el inlocuiejte- 
apa prin mei, fácind totodatá urmátoarea observare: „§i dacá 
vei spune cá aceastá experienjá nu este buná, deoarece apa prin 
ca insási este o márime unitará ji continua, iar meiul este o márime 
discreta ji discontinua, la aceasta eu i'J.i voi ráspunde: vreau 
sá-mi acord o asemenea libértate, comuna tuturor maternati- 
cienilor, ji anume: similar cu felul cum impart ei timpul in grade, 
transformindu -1 dintr-o márime continua intr-una discontinua, 
tot aja voi face ji eu, echivalind cu apa meiul sau nisipul". 

ín a doua jumátate a secolului al XV-lea, in Italia fárimitatá’ 
intr-un mare numár de principate, ji avind fiecare o universitate: 
proprie, este ráspindit un obicei conform cáruia profesorii — 
printre care se numárá ji matematicienii — sá se mute des de la 
o universitate la alta. Aceste contacte contribuie la ridicarea 
treptatá a cunojtinCelor matematice, a cáror necesítate este provo- 
catá de relaCiile capitaliste din ce in ce mai puternice, precum ji 
de economía ji tehnica aceluiaji capitalism. Apar nenumárate 
opere de matemática cu carácter compilativ, printre care vorn 
remarca in mod deosebit lucrarea lui Georgius Valla (1430— 
1499), publicatá in 1501, Despre lucrurile care ranún pe loe y/ 
cele care se perindá (De rebus expetendis et jugiendis) , in care pentru 
prima oará in Europa occidentalá se acordá atentie secliunilor 
conice. Printre acejti profesori rátácitori se remarca un mate- 
matician cu totul deosebit al vremurilor sale — Lúea Pacioli.. 

Lúea Pacioli. Lúea Pacioli (aproximativ 1445—1514) provine- 
din tagma negustoreascá, devine cálugár ji profesor de matemá¬ 
tica la diferite universita^i. Este posibil ca el sá fi fácut o cálá- 
torie in Orient. Lucrárile lui principale sint: Suma cuno§tin(elor- 
de aritmética, geometrie, rapoarte ji proporfionalitáli (Summa de- 
arithmetica, geometría, proportioni et proporlionalila ; 1487, editatá la. 
Venejia in 1494) ji lucrarea Despre propor^ia divina (De divina 
proportione, 1497, editatá la Venejia in 1509) scrisá datoritá insis-. 
tenjei prietenului sáu Leonardo da Vinci. Ele sint scrise in limba. 
italianá [238, I; 240]. 
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Summa éste o fenciclopedie 
a cunostinjelor matematice din 
acele vremuri. In expunerea 
aritmeticii se intilnesc principii 
„pitagoreice <: mistice, ca de exem- 
plu, acela cá numérele perfecte 
se termina numai cu 6 sau cu 8, 
din cauzá ca eei tris ti tráiesc 
dezordonat, in timp cc cei buni 
si pcrfecti respecta tntdeauna 
ordinea stabilita ; sau cugetári, 
de felul celeia conform cáreia 
produsul a dona fractii subuni- 
tarc, intrucit este mai mic decit 
fiecarc dintre factori, intrá in 
contradietie cu poruñea biblicá 
„cresteti si va inmuljiti“; cu 
tóate acestea, cartea in ansam- 
blu preconizeazá idei matema¬ 
tice inaintate. Ea confine dife- 
rite procedee pentru operajiile 
aritmetice, dublarea si injumátá- 
jirea nemaifiind recunoscute ca 
operajii aparte, lucru desprc care 
se vorbe?te direct. Pentru inmul- 
Jire se dau opt procedee, calcú¬ 
lele fiind aranjate uneori in chip 
ciudat ?i avind denumiri totatit 
de ciudate. De exemplu, sub de- 
numirea de gelosia apare un procedeu descris mai sus si intre- 
buint.at inca de indieni (p. 136, fig. 35). Aici, asezarea calculelor 
•aminteste niste obloane de ferestre avind forma unei retele, al 
cáror scop era sa ascundá de privirile trecátorilor femeile asezate 
la ferestre. Ase menea obloane se numeau gelosia, avind semni- 
ficatia de „gelozie“. In Franja $i apoi $i in alte Jári, asemenea 
■obloane s-au numit jalousies (de la jalousie, in romineste „ja- 
luzea“). Nu trebuie sá. ne inchipuim insá cá in practica s-ar fi 
Tolosit pe larg tóate procedee le de inmultire, invéntate in 
numár foarte mare. Pacioli insusi apreciazá nefavorabil pasi- 
unea de a inventa forme noi. In acele timpuri se ráspindeste 
din ce in ce mai mult procedeul nostru actual de .inmuljire, 
si Pacioli e primul care il prezintá sub denumirea de bericuocoli , 


ikiíít* potes ratíonale t medtV 
cíifa.iAtton. íRadí; qntí bino. 
v‘^v.r.4o.p.6.p 5ep.1-.40 m.6 
%W j.4o.p .6.§-ft V.r.4o.m.6 
íQuadratapartíum $>.40.2.6 
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Fig. 117. Calcule algebrice la L. I’a- 
<■ i o 1 i (dupa edipa din 1523). In al 
doilca exemplu s-a neglijat pretu- 
tindeni presourtarea u, care inscain- 
ná cá \ r se refelá la i 20 ^ ( 2. In 
iñspunsul la cel de-al doilea cxcra- 
jdu eroarea este : 1 30 4 in loe 

de l f 8Ó 4- 8. 



adicá turtá dulce, sau sub dcnumirea veneciana scachierii, adicá 
tabla de sah. 

Mai departe, Pacioli explica atit procedeul nostru modern de 
impartiré, cit si procedeul popular pe atunei de táiere a cifrelor, 
repetindu-se scrierea impárptorului si al cárui model pentru 
impárjirile 15 750: 112 si 15 750 : 144 este dat in fig. 99 (p. 383). 
Acest ultim procedeu se numeste dupa aspectul exterior gatee» 
vel batello, adicá galera sau corabic ; Pacioli il considera cel mai 
rapid, la fel dupa cum galera este cea mai rapidá dintre vasele 
cu pinze. In literatura germana acest procedeu a íost numit mai 
tirziu ^impárprea de sus“, deoarece in el calcúlele se scriu deasu- 
pra deimpárptului, iar procedeul folosit astázi — impár^irea de 
jos. Impártirea de sus s-a folosit uneori chiar si in secolul al 
XVIII-lea. 

In Summa, un loe important il ocupa opcra|iile cu fraepile, 
regula de trei, proportiile, regulile falsei pozitii, precum si 
algebra. 

Trecind la algebra, numitá de el tot regula delta cosa, adié» 
regula necunoscutei, sau arte maggiora, adicá „marea artá“ r 
Pacioli face cunoscute cititorului simbolurile algebrice — cara- 
teri algebraici. 

Numind surdi (surde) iraRonalele pátratice, el noteazá rádácina 
pátralá prin seinmil 'de la ciivintul latín radi.v. in il alie¬ 

nes te radiee) san R2 rfidácína fubicá prm R3 sau R. 

cuba, rfidácína de ordinal aJ palrnlen ¡iría R.4 sau R.R. 

Termenul líber al ecua^iilor se noteazá prin semnul n° (nu¬ 
mero), necunoscutele prin co. (cosa), pátratul ei prin ce. (censo), 
cubul — prin cu. (cubo), puterea a patra prin ce. ce (censa censo), 
a cincea prin p° ,r° (primo relato), a sasea — ce. cu., a saptea 
— 2 o .r°. (secondo relato), a unsprezecea —3°.r°. (tertio relato) 
etc. Nu se cunoaste originea cuvintului relato. Pentru a doua 
necunoscutá, care, dupá cum spune el, inainte se numea cosa 
seconda, el foloseste cuvintul quantita si o noteazá prescurtat 
qp a . Am vázut cá in mod analog procedeazá mai tirziu Kr. Rudolf. 
Notaría noastrá y 2 are la Pacioli forma ce. de qp a . Adunarea se 
noteazá prin 'p, care se citeste plus sau piu, scáderea, prin m, care 
se citeste minus sau meno. Desi márimile ce se scad nu se injeleg 
incá drept numere negative independente, totusi regulile de inmul- 
|ire sint indicate ciar, si anume: 1) plus inmulRt cu plus dá plus; 
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2) minus inmultit cu minus da plus y 3) plus inmultit cu minus 
da minus; 4) minus inmultit cu plus da minus. PacioJi observa cá 
a doua regula pare fárá sens, deoarece, „este ciar, cá 7ií4 este mai 
•mic decit zero“, dar aceasta se poate demonstra: 10 m 2 egal cu 8 , 
ínseamná cá 10 /tí 2 inmultit cu 10m2 este egal cu 6 4, dar aplicind 
ínmulprea crucij, obtinem 10 inmultit cu 10 egal cu 100 , apoi de 
douá ori 10, inmultit cu 7ñ2, ceea ce dá m40, ji prin urmare, dau 
ámpreuná 60, de unde si rezultá cá m 2 inmultit cu íñ 2 trebuie sá 
lie 4, Se in^elege cá lipsa de temei a acestei „demonstral¡i“, pusá 
in evidentá abia la sfirsitul secolului al XlX-lea, nu putea fi 
int.eleasá de Pacioli. Fiindcá nu utiliza parantcze, Pacioli serie 

expresia noastrá|/^0— [/320 astfel: R.V40fñR.320 . Aici litera v 
•este prima din cuvintul universale , adicá generalá (pe alunci, ade¬ 
sea in locul literei „u“ se tipárea „v’‘): rádácina dintr-un polinom 
se numeste radice universale sau legata adicá legatá, reunitá. Pacioli 
descrie regulile operapilor cu rádácinile pátrate, demonstrind de 
exemplu cá ]/i0 -\- ]/40 = 1/90. 

Pacioli lámurejte cá algebra constá in „completarea“ si „compa- 
rarea“ ecuatiilor ji distinge tot cele trei tipuri „simple‘‘ si áltele 
trei „compuse“ de ecuatii liniare ji de gradul al doilea cunoscute 
nouá. Pentru a ujura invá^area pe de rost, Pacioli dá regulile de 
rezolvare a ecuatiilor in hexametri latini, de calitate inferioará 
(din punct de vedere literar. In legáturá cu ecuatiile ax = bx ji 
ax 2 = bx 2 , Pacioli observá cá dacá a = b, atunci ecuatiile sint 
nedeterminate; dacá insá a =¡lr b, atunci ele sint imposibile: 
solupa x = 0 ii scapá din vedere. 

Apoi Pacioli analizeazá únele tipuri de ecuatii bipátrate caro, 
se pot reduce la precedentele, ji anume: 

ax 4 = e, ax 4 = dx ax 4 = ex 2 

ax 4 + e = ex 2 , ax 4 ex 2 = e, ax 4 = ex 2 + e, 

dar totodatá prezintá tipurile: 

ax 4 + ex 2 = dx si ax* -f - dx = ex 2 

cu observada impossibile. Despre asemenea ecuatii ji áltele analoge, 
Pacioli spune: dupá cum piná-n prezent nu s-a gásit evadratura 
cercului, tot asa nu s-au rezolvat incá ecualiile ale cáror termeni 
se gásesc intre ei la distante „disproportionale“. Totodatá, el 
aratá cá la ecuatii de gradul al doilea se pot reduce si alte ecuatii 
de grad superior, analoge cu cele bipá'trate. 
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Summa mai contine si diferite probleme de aritmética comcr- 
cialá, inclusiv probleme cu dobindá compusá. Printrc acestca 
exista ji probleme care duc la ecuapi transcendente. Asa de 
exemplu, se intreabá, in citi ani se va dubla un capital depus cu 
dobindá compusá; aceastá problemá impune rezolvarea ecuatiei: 



Rezolviud-o, obtinem: 



72 5 

ín locul rezuJtatului lui Pacioli—. Intr-un alt caz, eind problema 

H 

conduce la ecuapa x-2 x = 30, Pacioli se stráduieste s-o rezolve 
prin incercári, gásind pentru inceput cá 3 < x < 4. Meritá atentie 
faptul cá desi únele probleme au ca aspect exterior un carácter 
practic, totuji interesul lui Pacioli fatá de ele este pur abstract.. 
Astfel, deji conform textului unor probleme, ca in cazul numá- 
rului de cálátorii, n-are sens 4ecit solupa in numere intregi. 
Pacioli o dá totusi sub forma unor rádácini pátrate complícate., 
poate pentru a prezenta mai mult material pentru exercitii. De 
altfel, pe el il atrage in calcule partea lor formalá. 

In capitolul problemelor „neobisnuite“, Pacioli introduce un» 
devenitá ulterior vestitá in teoría probabilitáplor. Un joc de zarurí 
in care cistigá cel ce realizeazá 6 puñete se opreste cínd unul dintre 
jucátori realizeazá 5 puñete, iar celálalt, 2. Se pune intrebarea» 
in ce proporRe trebuie impártitá miza? Pacioli presupune in mod 
eronat cá in proportia de 5:2. Primele probleme de acest gen apar 
in literatura tipáritá incá ceva mai inainte, si anume in comentariwf 
la Divina comedie a lui Dante, publicat in 1477. Aici se anali- 
zeazá probabilitálile combinárilor posibile .de puñete pe trei 
zaruri, considerindu-sc in mod grejit cá aparitia sumelor 1 + 1 + 
+ 1= 3 fi 2 + 1 + 1= 4 are aceeasi probabilitate. Combiná- 
rile care se pot realiza numai intr-un singur fel sint numite azari 
(de la denumirea arabá azar —dificil). 

In Summa se acordá multá atentie regulilor de contabilitate 
ín partidá dublá; in ea mai sint incluse tabele comparativo de 
monede ji greutáp, adicá se prezintá tot ceea ce corespundea cerin- 
Jelor acelor vremuri. In partea de'geometrie a lucrárii, Pacioli 
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urineazá intr-o másurá. ji mai mare pe Leonardo Pisano decit in 
partea de aritmética ji algebra, dar si aici exista probleme proprii 
nía lui Pacioli; dintre acestea fac parte problemele de inscriere 
i;itr-o figura data a unor cercuri tangente intre ele (de exemplu, 
1 rei cercuri egale, intr-un triunghi echilateral). O problema, si 
miume: cind se vor intílni din nou douá persoane carc, pornind 
simultan, aleargá pe un cerc cu viteze in raportul 12:1, —s-a 
pástrat si pina azi, ca problema a coincidenjei acului orar cu 
minutarul unui ceas. Ocupindu-se de volumele poliedrelor regú¬ 
late, Pacioli spune cá a construit modele de poliedre (probabil din 
plací de sticlá) pentru colecliile unor mari dregátori. 

Cartea Despre proporfia divina, intitulatá astfel dupa „secliunea 
de aur <: , confine chestiuni privitoare la arhitecturá (dupa Vitru- 
viu), la cele cinci poliedre regúlate si la poliedrele objinute din 
acestea prin „táiere“ ji „suprapunere“ (táierea virfurilor sub forma 
de pirámide regúlate, sau construirea de astfel de pirámide pe 
fete), precum ji la propor^üle corpului omenesc, exprimate in 
numere intregi mai mici decit 10. Pacioli expune Sec(iunea de aur 
dupa asa-numita carte a XV-a din Elementele lui Euclid (in reali- 
tate a lui Hipsicles). Leonardo da Vinci deseneazá pentru prie- 
tenul sáu poliedrele pe 59 de tabele, iar Pacioli la rindul sáu 
ealculeazá pentru Leonardo da Vinci cantitatea de metal necesará 
pentru o statuie ecvestrá. 

In afará de aceste lucrári fundaméntale ji de edipa corectatá 
in oarecare másurá a traducerii lui Campano a Elementelor (dupá 
intenpa lui Pacioli, aceastá editie din 1509 urma sá inlocuiascá 
traducerea lui Zamberti apárutá cu patru ani mai devreme), 
Pacioli mai intocmeste o culegere de probleme distractive, „de 
istepme“, continind probleme de felul celei foarte cunoscute despre 
lupul, capra si varza ce trebuie trecup peste un riu, despre cele 
trei perechi de sop, despre turci si crestini, precum p pátratele 
inigice si construcpile aproximative ale poligoanelor cu 9, 11 p 
17 laturi. 

Nicolás Chuquet. Un aport original in algebrá il aduce in Franca 
b.acalaureatul in mediciná Nicolás Chuquet, náscut la París, dar 
care a lucrat la Lyon, un mare centru comercial, unde exista o 
colonie de italieni. Aceastá din urmá imprejurare nu a rámas 
fárá consecinle asupra lucrárii manuscrise a lui Chuquet, Stiinfa 
despre numere in trei párfi (Le triparty en la Science des nombres), 
terminatá in anuí 1484. Aceastá operá, scrisá in limba francezá, 
confine reguli de calcul cu numere raciónale, apoi cu rádácini 
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irationalc, si, in sfirsit, o t,eoric. a ecuatiilor. Dupa cum s-a mai 
spus, aci se intilnesc odatá cu „milionul“, tcrmenii „bilion“, 
„trilion lí etc.-, pina la „nonilion“. 

Meritá sá fie amintitá comparatia fácutá de Chuquet intre 
progresia aritmética. 


si cea geométrica 


1, 2, 3, .... , n 


a, a 2 , a 3 , . . . . ,a n 


Scriindu-le una sub alta, el observa cá produsului a doi termeni din 
progresia de jos ii corespunde suma termenilor afla^i in progresia 
de deasupra. Aici exista o intrezárire a proprietátilor viitorilor 
Jogaritmi, lucru care apare de fapt inca la Arhimede. La fel ca si 
Pacioli, Chuquet prezintá regulile opera}iilor cu numere negative, 
iar pentru adunare si scádere foloseste semnele 'p si m. Semnul m 
serveste si pentru notarea numerelor negative numite de Chuquet 
ang moins, adicá „ mai putin“. Numerele negative se folosesc chiar 
in prima parte a cárfii, la rezolvarea problemelor prin regula de 
trei si regula falselor pozitii. Dupa cum vom vedea curind, ele au 
gásit aplicajii mult mai importante in algebra. Ca o descoperire 
proprie si origínala, Chuquet prezintá „regula numerelor medii“. 

Afirmind (fárá demonstrare) cá 


+ a 


-? se aflá intre — si 


el aplicá aceastá medie la rezolvarea problemelor prin metoda 
dublei false pozitii, obtinind de exemplu, pentru ecuatia 


, nn H . i 5 6 . ~ ~ 

-4- x — 39— t cind x x = —> x 2 = — si Xi < x < x 2 , 
81 11 

11 Y1 23 29 . „ -. 52 

i, = —. ar. = —» x-. = — > 3, =_ si in fine x 7 = — 

2 4 3 4 6 5 7 9 


care este valoarea exactá. Avantajul acestei medii constá in faptul 
cá numitorul creste lent, dar calculul in ansamblu este desigur 

deslul de laborios. Nolind iTulfu- i n ¡ le respeeliv prin R^R 3 ele. 


Chaquet lace observada cá ..pcnlni a pástra ordi nea" s-ar li pnlul 
considera ciliar mi iiiáru I dal ca o íádñcinñ de ordinal inlii din 

<'l iiistisi. nol iiitlii-l prin R' in locnl paranlc/rlnr, el folosesle 
«ublimerea. scrinul de cxemplu cxpresia noasira 14 + ^ 180 
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6 ub forma: fí?l4.p.fí?.l80.' La extragerea rádácinilor el aratá cá 

pátratele perfecte nu pot avca terminaba in cifrele 2, 3, 7 si 8 ,. 
iar bipátratele — in 2, 3, 4, 7, 8 si 9, in timp ce cuburile pot 
avea orice terminare, el prezintá si un tabel al primelor 10 puteri> 
ale numerclor de la 1 la 10 . 

ín locul vechii denumiri a necunoscutei: chose, adicá obiect r 
Chuquet introduce termcnul premier, adicá primul numár sau r 
tratind geometric necunoscuta, o numeste nombre liniar — numár 
liniar. Ín acelasi fel, el introduce al doilea, al treilea si al patrulea 
numár, corespunzátor puterilor necunoscutei. Inainte vreme, 
apune Chuquet, ele se numeau cimpuri, champs, cele cubice — 
cubics, cimpuri ale cimpurilor. Pentru a nota puterile necunoscutei, 
sus, in dreapta cocficientului se serie un indice mic al puterii. 
Expresiilor noastre 12x, 12x a , 12x 3 , la Chuquet, corespund 12 1 , 
12 a , 12 3 . ín conformitatc cu aceasta, termenul liber al ecua^iei, 
de exemplu, 12 , el il serie cu 12 °, spunind cá asemenea numere 
„au ca nume pe zero“. ín acelasi fel, in locul relatiei noastre 
= 56x a , el serie cá „. 8 3 ., inmulpt cu .7 l m , dá -56. 2 “, intro- 
ducind asadar cu indráznealá nu numai exponentul nul, ci si pe 
cei negativi. Este posibil cá Chuquet sá fi fost influen^at de lucra- 
rea lui Oresme, desi el nu utilizeazá indicii fraeponari ai acestuia. 
O folosire atit de largá a simbolurilor, cu t'oatá lipsa semnelor 
lor pentru inmuljire, impártire si egalítate, precum si a insási 
necunoscutei, apropie scrierea algebricá ai lui Chuquet de scrierea 
noastrá moderná. Dám mai jos un model al unei asemenea scrierL 
si anume ecuapa: 


R 2 4 2 p4'p2'pl egaulx a 100, 


adicá: 


]/4x 2 +4x -f- 2x 1 = 100. 

Chuquet numeste ecuapa epuipolence des nombres, adicá echi- 
valenta numerelor. Acest termen nu s-a inrádácinat in limba 
francezá, dar a intrat in uz termenul equation, ecua^ie, de la 
cuvintul latinesc equatio, folosit uneori incá de Leonardo Pisano. 

Ín comparare cu precursorii, de la care Chuquet a preluat 
bineinjeles multe lucruri, expunerea lui privind teoria ecua^iilor 
se distinge nu numai printr-o mare claritate, ci ji prin faptul cá 
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pleacá deodatá de la cazul general, reducind tóate ecua^iile analí¬ 
zate la patru ,,canoa ne“: 

ax m = bx m * n , ax m -f- bx m * n — cx m+2n 

ax m = bx m * n -f cx m+2n , ax m + c x m + 2n = bx m+n . 

La fel ca si Pacioli, Chuquet nu pne seama de rádácina x = 0. 
El declara pur si simplu cá inca nu exista reguli pentru rezolvarea 
■ecua^iilor de alte canoane cu trei termeni asczap la distante inegale 
unul de altul sau cu patru sau mai mulp termeni, aseza^i la dis¬ 
tante egale sau inegale unul faja de altul (compara cu p. 462). 
„Asemenea cazuri — serie Chuquet — noi le lásám ace lora care 
vór dori sá le adinceascá mai departe" [241, 13 p. 814]. 

ín acelasi manuscris se aflá o vasta culegere de probleme 
conexa cu Stiinfa despre numere in trei párfi alcátuitá probabil tot 
<le Chuquet. Aici sint interesante problemelc in a cáror rezolvare 
intrá numerele negative. Asa de exemplu, chestiunea impártirii 
numárului 20 in pár^i care sá satisfacá anumite conditii se reduce 
la ecua^ia: 



unde -t = — 7 — . asa incit 20 — x = 27 — • Despre rezolvare 
11 11 r 

se spune cá „acest calcul, pe care aljii il socotesc imposibil, este 
eorect" [241, 14 p. 419]. Intr-o altá problemá, solutia negativá 
se explicá ca o datorie de bani. 

Cartea lui Chuquet a rámas in manuscris si nu s-a ráspindit 
prea larg: totusi, únele idei ale lui devin cunoscute prin inter- 
mediul altor.autori, indeosebi prin Etienne de la Roche amintit 
mai inainte. Lucrarea lui Chuquet, lipsitá de caracterul enciclo- 
pedic, de volumul $i bogápa in probleme a Summei lui Pacioli, 
este mult mai bogatá in ce priveste conjinutul de idei. 

Pacioli fusese doar un pedagog care stápinea bine o seamá 
<le cunostinte matematice accesibile lui: in schimb, Chuquet 
este un ginditor original si un creator de conceptii noi generali- 
zatoare, care duc inainte algebra. 

fncheiere. Cátre inceputul secolului al XVI-lea, matemática 
•din Europa iese din cadrul cunostintelor mostenite de la grecii 
antici si de la popoarele Orientului. Cátre aceastá perioadá de 
timp, lupta dintre abacisti si algoritmisti este de mult incheiatá 
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prin victoria hotáritoare a aritmeticii zecimale pozijionale. ín 
aritmética si in algebra, se pregátestc incetul cu incetul crearea 
unei simbolici dezvoltate, a cárci lipsá frinase inaintc vreme pro- 
gresul teoriei ecuajiilor. Se introduc exponenjii fractionari si 
negativi, precum si numeróle negativo; vine rindul rezolvárii 
prin radicali a ecuajiilor de gradul al treilea si al patrulea — pro¬ 
blema in faja cáreia se opriserá invátatii Járilor Islamului si a 
cárei rezolvare, pliná de consecinje importante, a fost gásitá in 
prima década a secolului al XVI-lea. Continua cu succes elabo- 
rarea trigonometriei si in deosebi calculul tabelelor. In mate¬ 
mática universitará, se naste ideea dependenjei funejionale si a 
reprezentárii ei geometrice; in paralel, invájajii trec la studiul 
secjiunilor conice ale lui Apoloniu si a cvadraturilor si cubatu- 
rilor lui Arhimede. Un fapt important este cá matemática devine 
un mij loe viguros de rezolvare a unui cerc din ce in ce mai vast 
de probleme nu numai din comerJ si agrimensura, ci si de tehnica 
dezvoltatá si de stiinje ale naturii. Cele mai luminate minti incep in 
mod just sá intrezárcascá in matemática, aláturi de experimenta 
metoda fundaméntala de studiu al naturii. Perioada lungá a mate- 
maticii márimilor constante se apropie de sfirsit, se deschide época 
matematicii márimilor variabile, a algebrei simbolice, a geoine- 
triei analitice, a calculului diferenjial si integral. 
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1039) 192, 247, 264, 272-283, 
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306-307, 315, 330, 368, 425, 427, 
467, 476 

ibn al-Husein (Abü Dja'far Muham¬ 
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950-1009) 192, 315, 327 
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ximativ 830-901) 190, 248, 262, 
264, 274, 288, 293, 306, 311, 

318, 474-476 

Ibn Sina (Abü’Ali al-Husein ibn’ 
Abdalla ibn Siná, 980-1037) 316 
Ibrahim ibn Sinan (Abü Ishak 
Ibráhim ibn Sinán ibn Sábit ibn 
Korram 908—946) 306, 476 
Ingvarsen Peter ( = Petru din Dacia) 
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al-Ispahani (Abü-I-Fath Mahmúd ibn 
Muhammed al-Ispaháni, secolul 
X) 293 

(uan Hao-ven (¡nainte de secolul 
XIII) 86 

Iugkevici A.P. 5, 469, 471, 473, 
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Joanes din Sevilla (secolul XII) 195, 
198, 199, 202, 365, 366, 377, 
388, 389, 392, 473 
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1380-1442) 369, 379, 388, 446, 
447, 479 
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Johannes din Praga ( = Jan Sindel) 
446 
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192, 209, 285, 286, 476 
Kani ? ka (78-123) 115 
Al-Karadji (Abü Bakr Muhammed 
ibn al-Hasan al-Karadji, secolele 
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Kazi-zade (Saláh ad-Din Músa ibn 
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lul XIII) 364 
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Kopievski I.F. (secolul XV1I1 384, 
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Rustam al-Kübi, secolul X) 190, 
- 272, 273-274, 275, 281. 300, 477 
al-Kusci ('Ala ad-Din’A li ibn Mii- 
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Lagrange Josepli I.ouis (1736 — 1818) 
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Lcgendrc Adrien Maric (1752 — 1833) 
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Leibniz Goltfried Wilhelm (1040— 
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Magnitki L.F. (1609-1739) 370, 
384, 380, 392. 393, 479 
al Mahani (Abñ’Abdalla Miiliainmed 
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secolele X II-XIII) 284 
Alalliias Lorvinul (secolul XV) 451 
Menclau (sccolele I — II) 188, 310, 
313, 318, 319. 322, 324, 450 
Me n ni rigor K. 374. 470 
de Mcr Joan (secolul XIV) 391 


488 
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36, 69, 71, 72, 77, 112, 120-124, 
127, 168, 170, 225, 292. 293, 

313, .332, 370. 412. 430. 451 


489 



Pitiscus Bartholomaeus (1561—1613) 
310, 480 

Planudes Maximus (aproximativ 
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429, 450 

Teon din Alexandria (secolul IV) 
64, 267, 325 

Teon din Smirna (secolul II) 100, 
161, 404, 457 

Theodor din Clazomcne (secolul XVI) 
356 

Thimarid din Paros (secolul V i.e.n.) 
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Wallingford Richard (aproximativ 
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Prefatü .> 

Introdúcele 9 

C a p i t o 1 u I 1. Matemática in China . 19 


Gencralitáti (19). Numeraria anticü cliinc/5 (29). Abarul (28). 
I’ractiile (91). Frac^iilc zecimale (93). Matemática in nouá cárti (35). 
Probleme liniare; prima inelodá a adaosului si a lipsei (39). Pro- 
bleme liniare ; a doua metodá a adaosului si a lipsei sau regula celor 
douá false pozitii (43). Sisteme de ecuatii liniare cu mai multe 
necunoscute (46). Numerele negalive (50). Ecuatii liniare nedeter- 
minate (55). Extragerea rádácinii patrate si cubico (56). Probleme 
caro conduc la ecuatii de gradul al doilca (65). Geometría; apli- 
catii ale proprietátilor triungbiului dreptunghic (69). Másurarea 
figurilor plañe (73). Calcularen lui 7i (76). Másurarea voluinelor (78). 
Geometría si algebra (82). Ecua(iile de gradul al t.reilea (83). Alge¬ 
bra in secolul al XlII-lea. Metoda tian-iuan (85). Sisteme neliniare 
de ecuatii (91). Coeficient.i binomiali (95) Probleme de teoría nu- 
merelor (96). Sumarea seriilor finite (100). Interpolarea (107). Rolul 
istoric al matematicii Chinei anticc (111). 

C a p i t o 1 u 1 II. Matemática in India . 114 

Generalitali (114). Cele mai importante opere de matemática (116). 
Matemática in cártile Regulile furriel (121). Crearea nuineratiei 
zecimale pozitionale (128). Operatiile aritmetice (134). Extragerea 
rádácinilor (138). Verificarea prin nouá (140). Probleme de aritmé¬ 
tica ; regula de trei (141). Simbolurile algebrice (145). Ecuatii liniare 
si de gradul al doilea (148). Ecuatii nedeterminate (156). Serii 
numerice (162). Combinan (164). Geometría (165). Bazele trigo- 
nometriei (169). Calculul lui rr si seria arctangentei (174). 

Capitolul III — Matemática in tárile Islamului . 184 

Generalitáti (184). Ráspindirea nuineratiei zecimale pozitionale 
(194). Fractiile (201). Tratatul de algebra al lui al-Horezini (210). 

Regula de trei (221). Regula lalsei pozitii (222). Geometría in lucrá- 
rile ale lui al-Horezmi (225). Trátatele de algebra ale lui Abu Kamil 
iji al-Haradji (228). Probleme de teoría numerelor (244). Dezvol- 
tarea sistemului pozitional; fractiile zecimale (248). Extragerea 
rádácinilor «ii binomul lui Newton (254). Numere irationale si teo- 
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ría rapoartelor (260). Problema de geoinetrie 15 i ecuafii de gradul 
al treilea (271). Teoría geométrica a luí Ominar Khayyam despre 
ecuaJiUe de gradul al treilea (276). Simbolurile algebrice ale lui 
al-Kalasadi (286). Probleme ale geometriei. Abu-1 Vafa (287). 

Teoria dreptelor paralele (296). Secliunile conice; noile cubaturi 
ale lui ibn al-Haisam (306). Dezvoltarea trigonometriei (309). 
Trigonometría sferica (318). Tratatul lui Nasireddin at-Tusi despre 
patrulaterul complet (320). Tabele trigonometrice (324). Másura- 
rea cercului efectuatá de Ghiaseddin al-Ka^i (330). Solu^ia alge- 
bricá a eeuafiei trisecliunii unghiului (338). Influenza matema- 
ticii lárilor Islamului asupra ftiintei Europei occidentale (346). 

Capitolul IV — Matemática in Europa medievalá . 347 

Condilii sociale (347). Inceputurile cunostinlelor matematice 
(350). Matemática in Bizant (351). Matemática in Armenia si 
Georgia (353). Nicolae Artavazdos (356). Baeda si Alcuin (357). 
Premise pentru dezvoltarea ulterioará a matematicii (361). 
Gerbert (362). Traducerile din limba araba si greacá (363). 
Primele universitñli (368). Abacul (370). Ráspindirea aritmeti- 
cii pozi^ionale (374). Cár^i despre algorism (377). Dezvoltarea 
numeraliei in Rusia (382). Fracfii sexagesimale si zecimale (388). 
Operaliile aritmetice (392). Calculul instrumental. Scioturile 
rusesti (395). Leonardo Pisano si opera sa Cartea abacului (399). 
Practica geometriei si Cartea pátratelor (415). Jordanus Nemora- 
rius (419). Citeva probleme din Elemente (423). Thomas Brad- 
wardinus. Teoria continuitátii (426). Nicole Oresme si teoria 
rapoartelor fraccionare (433). Teoria latitudinii formelor (436). Cul¬ 
tura matemática in Europa céntrala si de sud (444). Inceputul 
epocii Renasterii (448). Regiomontanus si dezvoltarea trigono¬ 
metriei (450). inceputurile simbolicii algebrice (453). Leonardo 
da Vinci (457). Lúea Pacioli (459). Nicolás Chuquet (464). Inche- 
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